25. cviceni — Lokalni extrémy
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady

1. Najdéte lokalni extrémy funkci
(@) f(z,y) =2+ (y—1)°

Regeni:
Podotknéme, Ze je evidentni, Ze funkce f je nezédporna a nuly nabyva pouze v bodé
(0,1), kde tedy nabyva globalniho minima. Pojdme nicméné vySetfit existenci

extrémit standardnim postupem. Funkce f je definovana na R?. Parcialni derivace

of of

— =2z — =2(y—1
jsou spojité, tudiz f mé v kazdém bod€ totalni diferencial. Jediné body podezielé
z lokalnich extrémil jsou tedy stacionarni body, tj. body, kde jsou obé parcidlni

derivace nulové. V jinych bodech funkce f nemuze mit extrém. ReSenim rovnic
20=0, 2y-1=0

vidime, Ze jedinym stacionarnim bodem je bod (0,1), kde, jak uZz jsme zminili
funkce zfejmé nabyva globalniho minima. Nemusime tedy vySetfovat definitnost
matice druhého diferencialu (navic bychom tak dostali pouze informaci, ze jde o
lokalni minimum).

(b) f(z,y) =2*—(y—1)°

ResSeni:
Funkce f je definovana na R?. Parcialni derivace
of of
2L —9 o oy —1
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jsou spojité, tudiz f mé v kazdém bodé totalni diferencial. Jediné body podezielé
z lokalnich extrémi jsou tedy stacionarni body, tj. body, kde jsou obé& parcidlni
derivace nulové. V jinych bodech funkce f nemuize mit extrém. ReSenim rovnic

2¢0=0, —2@—1)=0

vidime, Ze jedinym stacionarnim bodem je bod (0, 1). Oproti pfedchozi tloze neni
automaticky vidét, zda se v tomto bodé nabyva extrému. VySetfime tedy definitnost
matice druhého diferencialu, tj. matici

2f  2f

0x2 Oz0y

oyoxr  Oy?

Urceme tedy nejprve druhé parcialni derivace. Mame

ox2 7 8_3/2_ ’ 8y8:13:81:8y:

Pf_, P, PP

Matice druhého diferencialu (v bodé (0, 1)) méa tedy tvar

(5 %)

a jeji hlavni determinanty jsou D; = 2 > 0, Dy = —4 < 0. Protoze druhy
hlavni determinant (tedy determinant celé matice) je zaporny, je matice druhého
diferencialu indefitni, extrému se tedy v bodé (0,1) nenabyva. Funkce f tedy v
zddném bodé nemé lokalni extrém.

(c) f(z,y) =a®+y* —3ay

Reseni:
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Funkce f je definovana na R2. Spoc¢téme jeji parcialni derivace. Mame

of 2 of 2

——=3r"-3 - =3y° — 3=.

Stacionarni body jsou ty, ve kterych jsou obé parcialni derivace nulové. Najdeme
je FeSenim soustavy

3x% — Jy =
3y — 3z =

Kracenim trojek, vyjadienim y = 22 z prvni rovnice a dosazenim do druhé dostaneme
rovnici

et —z = 0,
ktera ma vzhledem k rozkladu z* — 2 = z(2® — 1) = x(z — 1)(2%2 + 2 + 1) dvé Fedeni,
1 =0axo =1. Témto dvéma TeSenim pfislusi feSeni y; =0 a yo = 1.
Druhé parcialn{ derivace jsou

’*f % f 0% f % f

o2 62, Oy? =0y, Oyox - Oxdy -

Matice druhého diferencialu v prvnim stacionarnim bodé (1,1) je tedy

6 -3
-3 6
hlavni subdeterminanty jsou D; = 6 > 0, Dy = 36 — 9 = 27 > 0, matice je tedy

pozitivné definitni a v bodé (1,1) ma tedy funkce f lokalni minimum f(1,1) = —1.
Matice druhého diferencialu ve druhém stacionarnim bodé (0,0) je

0 -3

-3 0
je indefinitni, funkce f v bodé (0,0) tedy nenabyva extrému. Indefinitnost ur¢ime
napi. pres vlastni ¢isla:

-A =3 9
=X-9

-3 =

Tedy A1 = 3, Ao = —3. Vlastni ¢isla maji tedy rtiznd znaménka a matice je

indefinitni.

(d) f(w,y) = 29" —day +a* +3

ResSeni: Prvni derivace: of
= = —dy + 423
B Y+ 4z
of
—— =4y —4
oy g

Rovnice polozime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde (0,0), (1,1), (—1,—1).
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Druhé derivace

0% f

—_r = 2
922 12z
0% f B 0% f o
Oyor  Oxdy
2
s,
Oy?

Dosadime body do Hessovy matice V (0,0):

0 —4

-4 4
je matice indefinitni, tedy tam neni extrém.
Zduvodnéni indefinitnosti, nap¥. pies vlastni ¢isla

B -

=2 — 4\ —16,
—4 44—\

tedy A = 2+ 2+v/5. Vlastni &isla maji rizna znaménka, tedy je matice indefinitni.
Jiny zpisob. Uvazujme matici (prohozené role z a y)

92 f 02 f

Oy?  0z0y
o 2f

oyox  Ox2

V bodé (0,0) méame

)

a muzeme pouzit Sylvesterovo kritérium.

V(1,1):
12 —4
(5)
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lok. minimum.

V (-1,-1):

lok. minimum.
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(e) flz,y) =y*+y’x —2® —4da

Reseni: Prvni derivace:

of

2
A S
ar Y v
ﬁ = 3y2 + 2yx
dy
Rovnice polozime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde (—2,0), (6,—4),
(_%7 1)
Druhé derivace
i
ox2
0% f 0’ f
Oydxr  Ox0y
0% f

Dosadime body do Hessovy matice.
V bodé (—2,0) mame

lok. maximum.
V bodé (6, —4) méame

()

neni extrém.
V bodé (—2,1) mame

neni extrém.
(£) f(z,y) = 223 + 9zy® + 1522 + 27>

ResSeni: Prvni derivace:

g = 62 4 9y* + 30z
ox
of = 18zy + 54y
Ay
Rovnice polozime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde (0,0), (—5,0), (—3,2),
(—3,-2).
Druhé derivace o f
0? 0?
T
oydxr  Ox0y
0’ f
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Dosadime body do Hessovy matice.

V bodé (0,0) mame
30
0

lok. minimum.

V bodé (—5,0) mame

lok. maximum.
V bodé (—3,2) mame

neni extrém.
V bodé (-3, —2) mame

neni extrém.

0
—36
36

0
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(8) f(z,y,2) =2 +y* + 22 + 122y + 22
Reseni: Piiklad méme z http://www.math.muni.cz/~zemanekp/files/SRPzMA
IT_FRMU.pdf
Prvni derivace:

of

_ = 2

p 3z° + 12y
of

)

y y+ 122
of
&—22"‘2

Rovnice polozime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde (0,0, —1), (24, —144, —1).
Druhé derivace

0% f

@—Gx
2 2
o-f _ o-f _ 1o
Oydxr  Ox0y

2

°r_,

dy

0% f

02 =2
0% f B 0% f B
0xdz  0z0x
0% f B 0% f B
oydz 020y

Dosadime body do Hessovy matice. V bodé (0,0, —1) mame
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Matice je indefinitni a tedy tam neni extrém. Indefinitnost: UvaZzujme matici
(prohozené role z, y a z):

92f  9%f  9%f

0z2 020y 020z

92f  9%f  9%f

Yoz oy? Oyozx

9% f  9%f  92f

0xdz Oxdy  Ox?

V bodé (0,0, —1) mame

2 0 0
0 2 12
0 12 0

a muzeme pouzit Sylvesterovo kritérium.
V bodé (24,144, —1) mame

144 12 0
122 0
0 0 2

lok. minimum.
(h) f(z,y,2) =22 + 93 + 22 — 3(zy + 22)

Reseni:
Priklad je z http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPa
rtCv.pdf
Najdeme prvni parcialni derivace
of 2
—=3z"-3y—-3
o x y— 3z
of 2
—=3y" -3
oy Y v
of 2
== =3z"-3
9, z x

Polozime je rovny 0 a najdeme podezielé body. Vysledek: (0,0,0) a (v/4, v/2, ¥/2).
Spoc¢teme 2. parcialni derivace a sestavime Hessovu matici

6z -3 -3

3 6y 0

-3 0 6z
V bodé (0,0,0) méame

0 -3 -3

-3 0 0

-3 0 0
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Upravime symetrickymi dpravami a zjistime, Ze matice je indefinitni - tedy zde neni
extrém. Podrobnégji. Od 2. fadku odecteme 3. fadek (a totéz na sloupce).

0 -3 -3 0o -3 -3 0 0 -3
-3 0 O0Of~]0 O O]~]0 0 O
-3 0 0 -3 0 0 -3 0 0
Definitnost této matice je stejna, jako definitnost ptivodni matice. Spo¢teme vlastni
¢isla:
-2 0 =3
0 =X 0|=-X+IA=N-N+9).
-3 0 =X

Vlastni ¢isla jsou tedy 0, +£3. Tedy matice je indefinitni.

V bodé (V/4, V/2, \3/5) mame
6v4 -3 -3
-3 6v2 0
-3 0 62

Ze Sylvesterova kritéria plyne, Ze matice je pozitivné definitni a tedy zde je lok.

minimum. )

z

() flo,y,2) =2’ + 9"+ 5 =30z =2y + 22
Reseni: Piiklad mame z https://is.muni.cz/el/1433/podzim2011/MB103/um
/Kapitola8_priklady.pdf
Prvni derivace:

of ., 2

B =3 3z
of

— =2y —2

oy 4

of

Zd o, 2
s z—3r+

Rovnice polozime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde (1,1,1), (2,1,4).
Druhé derivace

82
8—;;:633
I,
0y?
0% f
@—1
0% f B 0% f B
oydx  Oxdy
0% f B 0% f B
020 Oxdz
0% f B 0% f B
oydz 020y
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Dosadime body do Hessovy matice. V bodé (1,1,1) je

0 -3
0 2 0
-3 0
neni extrém.
V bodé (2,1,4) je
12 0 -3
0 2 0
-3 0

lok. minimum.

() fz,y) = e 7V (2% + 2?)
ResSeni: Priklad mame odsud: http://homel.vsb.cz/ kre40/esfmat2/fcevice

prom.html
Funkce je C*°(R?). Spoc¢teme prvni parcialni derivace
0
8—£ = 2z %Y (x% 4 2¢y% — 1)
0
3£ = —2ye "V (z% 4 2¢y° — 2)

a polozime je rovny 0. Resime tedy tuto soustavu:
—2ze Y (2% 4 2y — 1) = 0
—2ye TV (12 + 27 —2) =0
Protoze e~ (@) > 0, dostavame

—2x(z®+ 22 —1)=0
—2y(z? + 22 -2)=0

Z 1. rovnice plyne, ze bud = 0 nebo 2% +2y> — 1 = 0.
e 2 = 0 Dosadime do druhé rovnice:

—2y2(y* —1) =0

tedy mame podeztelé body (0,0), (0,1), (0,—1).
e 22 +2y? — 1 = 0 Dosadime do druhé rovnice:

—2y(-1) =0
tedy y = 0. Dosadime zpét do podminky:
> —1=0.

Tedy méame podezielé body (1,0), (—1,0).
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Celkem méame 5 podezielych boda: (0,0), (0,1), (0,—1), (1,0), (—1,0).
Pro urceni extrému spoc¢teme 2. derivace

2

% =V (4x + 22 (4y® — 5) — 4y* + 2)
2 2
2

gy"; = eV (22(4y% — 2) + 8y* — 2042 + 4)

Sestavime Hessovu matici a dosadime do ni podezfelé body. Dle Sylvesterova
kritéria ur¢ime definitnost matice a pripadné lok. extrémy.

e (0,0)
20
0 4

Lok. minimum.

e (0,1)
—2/e 0
0 -—8J/e
Lok. maximum.
e (0,—1)
—2/e 0
0 —8/e
Lok. maximum.
e (1,0)
—4/e 0
0 2/
Neni extrém.
e (—1,0)
—4/e 0
0 2/e

Neni extrém.
(k) flz,y) =@y + D2 a2y >0
ResSeni:
Funkce f je dle zadani definovana na prvnim kvadrantu. Spoctéme jeji parcidlni
derivace. Mame

af 50 af 20

Friak At L ik a2
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Stacionarni body jsou ty, ve kterych jsou obé parcialni derivace nulové. Najdeme
je feSenim soustavy

2 =
72
20
r—— =0
Y
Z prvni rovnice mame, ze y = 2—8, dosazenim do druhé a prenésobenim jmeno-
vatelem ziskame rovnici
20 4
-z =0.
50

Jejf feSenf jsou 1 =0 a 19 = ¢ % = /125 = 5. Prvni fefeni oviem nemiize byt
¢asti TeSeni celé soustavy. Odpovidajici hodnotou pro druhy koten je yo = % =2
Funkce f ma tedy (v prvnim kvadrantu) jediny stacionarni bod (5, 2).

Druhé parcialni derivace jsou

9*f 100 0%f 40 0% f 0% f

_— = — = — = = 1
ox? a3’ T oydxr  Oz0y
Matice druhého diferencialu v bodé (5,2) je tedy
4

(4% ;)

hlavni subdeterminanty jsou Dy = & > 0 a Dy = 4 —1 = 3 > 0, matice je
tedy pozitivné definitni a funkce f ma tudiz v bodé (5,2) (ostré) lokalni minimum

f(5,2) = 30.
1) fley) = (@ —y+1)°
ResSeni:

Je vidét, ze funkce f je nezaporna. Ve vSech bodech pfimky x — y + 1 = 0 tedy
nabyva globalniho minima. Presvéd¢ime se, Ze jiné extrémy funkce f nemé. Par-
cialni derivace jsou

of of

gy = 2e—y+l), oo =2 -y +1).
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Je zjevné, Ze obé parcidlni derivace jsou nulové pravé v bodech zminéné piimky. V
jinych bodech se tedy extrému nenabyva.
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Bonus

2. Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y,2) = 23 + y? + 2% + 62y + 22
Hint: V [0,0, —1] zkoumame p¥imku [z, 0, —1].
ResSeni: Prvni derivace:

of 4 o
of
of
&—22"*’2

Rovnice polozime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde (0,0,—-1), (6,—18,—1).
Druhé derivace

0% f
@—6%’
0% f
ZJ_9
oy?
0% f
e
0% f 0% f _6
oydx  0xdy
0% f B 0% f _0
020x  0x0z
0% f B 0% f _0
Oydz 020y

Dosadime body do Hessovy matice. V bodé (6, —18,—1) je

36 6 0
2 0
0 2
lokAlni minimum.
V bodé (0,0, —1) je
0 6 0
6 2 0
00 2

Nyni bud ukéZzeme, Ze matice je indefinitni (technikami z linearni algebry), nebo zkusime
vysetfit funkei na néjaké vhodné primce. Uvazujme tedy pfimku (z,0, —1). Tato pfimka
prochazi bodem (0,0, —1). Po dosazeni dostaneme

flz,0,-1)=a+1—-2=2%—1.
Jde o funkci jedné proménné, kterd v bodé r = 0 nemé ani maximum, ani minimum.

Tedy ani ptuvodni funkce (3 proménnych) nemuze mit v bodé (0,0, —1) maximum ani
minimum.
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3. Ukaite, Ze funkce f(z,y) = (x — y*)(2x — y?) ma v [0, 0] lok. minimum vzhledem ke
vSem pirimkam, ale nemé tam minimum.
Hint: Zkoumejte hodnoty na kfivce [3y2, y].
Reseni: Hodnoty na pfimkéch: zkoumame funkei tvaru

g(x) = flz, kz) = (z — K22 2z — kK*2?) = 222 + k'2? — 3zk223.
Jde vlastné o funkci jedné proménné, tedy

d () = 4o + 4k*2® — 9k%2?, g0) =0
g"(x) = 4+ 12K"2% — 18k*x,  ¢"(0) =4
Tedy jde o lok. minimum.

Specialni piipad: piimka x = 0, pak f(0,y) = 3*, zjevné jde o lok. minimum.
Ale na kiivee (242, y) dostaneme

32 _ 14

tedy zfejmé jde o lok. maximum.
4. Najdéte Hessovu matici v nasledujicich funkei [0, 0] a diskutujte existenci maxima/minima/sedla
vzhledem k semidefinitnosti matice.
(a) 2t + y?
Regeni: Hessova matice je tvaru

1222 0
0 1292

o o)

V bodé je lok. minimum (tvar ,misticka®).

tedy v (0,0) je
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(b) —z* — y* ReSeni: Hessova matice je tvaru

—1222
0

tedy v (0,0) je

0
—12¢2

o o)

V bodé je lok. maximum (tvar ,kopecek®).
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(c) z* — y* Refeni: Hessova matice je tvaru

1222 0
0 —12y?

oo

tedy v (0,0) je

V bodé neni extrém (tvar ,sedlo®).
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Zaveér: Ve vSech piipadech vysla semidefinitni matice, pfitom se tam nalézalo lok. min-
imum, maximum i sedlo. Ze semidefinitni matice tedy nelze o existenci extrémi nic
rict.
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