Kalkulus 1 - letni semestr 20252026

1 Taylortv polynom

1.1 Zakladni vlastnosti

Definice. Necht f je funkce, a € R, n € N a existuje vlastni f(")(a). Pak polynom T,{’a,
definovany pro kazdé x € R predpisem

Lo @)@ - ayr,

TL(@) = £(@) + (@)~ a) + 5 /(@) — @)+

nazyvame Taylorovym polynomem funkce f v bodé a rfadu n.

Umluva. Vyraz (z — a)? chapeme jako 1, a to i pro = a. Symbolem f© rozumime f a
symbolem T3 rozumime f(a).

Priklad.
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Poznamka. Nechf f je funkce, a € R, n € N a existuje vlastni f(")(a). Potom (Tﬂf’a)’ = Tff:l.

Méame

f.a I gl " l " . l " N2 f(n)(a) __\n—1
(T(@)) = FlapfHaie—ait 1 (@)2a—a)+ g 1" (@30 +- -+ =Ty (r—a)

TL4(w) = 1)+ (@) = 0) + " @)@ = ) 4+ g O @) = )

Véta 1.1 (Peantv tvar zbytku). Necht f je funkce, a € R, n € N a ezistuje viastni f(™(a).

Potom ;
@) = T @)

T—a (x — a,)” =0.

Diikaz. Pouzijeme matematickou indukei podle n. Necht n = 1. Potom plati

o @) =T @) - @)+ S @@ —a) @) - f@)

T—a T —a T—a T —a T—a T —a

~ f'(a) - f'(a) = 0.

— f'(a)
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konec 1. prednasky (18. 2. 2026)

Necht n € N, n > 1. Predpokladejme, Ze existuje vlastni f (”)(a) a tvrzeni véty plati pro
n — 1. To znamen4, Ze pro kazdou funkci g takovou, Ze existuje vlastni g(”_l)(a), plati

I
2o (x —a)"™

Tento predpoklad vyuZijeme pro g = f’. Vime, Ze funkce f’ ma v bodé a vlastni (n — 1)-ni
derivaci, nebot (/)1 (a) = £ (a) € R. Podle indukéniho pedpokladu tedy plati

o @) = T @)
1m

r—a (x — a)"‘l

= 0. (1)

Funkce f je spojita v bodé a, nebot existuje vlastni f/(a). Funkce T je polynom, a tedy je
také spojita v bodé a. Z toho plyne, Ze muzeme vyuzit L’Hospitalova pravidla. Dostaneme

o @) =T () - @)

z—a (x — a)” T—a (($ _ a)n)/

Dale plati (T;7*)" = T/ Tudiz z (1) vyplyvé, ze

f(z) — T (x) f(x) = T (@)
1

lim = lim = 0.
T—a (x —a)” z—a  n(r—a)""
Tim je tvrzeni dokézano. O

Lemma (aproximace polynomu). Necht @Q je polynom, n € N, stQ <n,a € R a

lim 762(%)

T—a (q} — a)" =0
Pak @ je nulovyj polynom.

Diikaz. Predpokladejme, Ze polynom @ neni nulovy. ProtoZze mé ) v bodé a kofen, nalezneme
ke {1,...,n} apolynom R takov, 7e Q(z) = (x — a)*R(z) a R(a) # 0. Odtud plyne, Ze

0= lim 2@ _p,  F@)

T—a (x — a)” T—a (:L' — a)"_k )

Posledni limita ale bud neexistuje (je-li k < n a n—k je liché), nebo je nevlastni (je-li k < n a
n—k je sudé), nebo je vlastni a nenulova (je-li K = n). Ve vSech pripadech dostavame spor. [

Véta 1.2 (jednoznacnost Taylorova polynomu). Necht f je funkce, a € R, n € N, ezistuje
vlastnd £ (a) a P je polynom spliujici st P < n a

alrl—r>rtlz (x —a)”

Potom P = T,{’a.
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Drikaz. Podle Véty 1.1 vime, Ze

oo f@) -~ T )
z—a (x — a)”

Podle véty o aritmetice limit tedy plati

T GO (GO N (Tzvam ~ @), f@) - P(m)) Cos0—o.

T—a (1‘ — a)” T—a (x — a)n (a; — CL)”

Dale plati st (TT{’G — P) <n, a tedy je podle lemmatu 7% — P nulovy polynom. O

Véta 1.3 (Lagrangeuv tvar zbytku). Necht f je funkce, n € N, a,x € R, a < x, a f md v
kazdém bodé intervalu [a, x] vlastni derivaci Fadu (n+ 1). Potom existuje € (a,x) takové, Ze

-

O - @

f(z) =TI (@) =

Diikaz. Definujme funkci F': [a, x] — R pfedpisem

FO) = 50) = (10 + O =04+ OO0 1)

Funkce F' je spojitd na [a,z] a ma vlastni derivaci v kazdém bodé& intervalu (a,x), nebot
v8echny funkce vystupujici v definici F' maji vlastni derivaci v kazdém bodé intervalu [a, z].
Polozme

o(t) = (x — )", tela, ]

Funkce ¢ je spojita na [a, z] a na (a, x) ma vlastni nenulovou derivaci. Podle Cauchyovy véty
nalezneme § € (a, x) takové, ze

konec 2. prednasky (20. 2. 2026)

Zvolme t € (a,z). Potom

F(t) = (£ + £/ (=) + PO — 1)+ 5 " O2)(w — 1)+ 5o (D) 1)

ot () )
1

= @) )

a dale
¢'(t)=—(n+1)(z—1)"
Dosadime-li ¢t = £, dostaneme

FI(6) = —— fo (@)@ — 6", (€)= —(n+1)(z— &)

n!
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Ziejmeé plati F'(z) =0 a F(a) = f(z) — T,{’a(gy)7 dale
px) =0,  o(a)=(z—a)""

Odtud dostavame

f(x —TT{"Z T 1 n
((x)_a)n—i-g ) = (n—l—l)!f( +1)(£)7
tedy .
fla) =T (z) = mf("“)(f)(w —a)™

1.2 Symbol ,,malé o*

Definice. Necht f a ¢ jsou funkce a a € R*. Rekneme, 7e f je v bodé a malé o od ¢, zna¢ime
f(x) =o0(g(x)), x — a, jestlize plati

lim /@) =0.

T—a g( )
Poznamky. (a) Vyraz ,f(z) = o(g(x)), * — a“ chapeme jako jeden symbol. Znaménko

rovnosti zde nezna¢i standardni rovnost mezi readlnymi ¢isly nebo funkcemi.
(b) Tvrzeni Véty 1.1 je mozné zapsat ve tvaru

fl@) = Tx) = o((x —a)"), = —a.
(c) Symbol f(z) =o(1), z — a, znamené, Ze lim,_,, f(z) = 0.
(d) Symbol o lze pouzit i pro jednostranné limity.
(e) Pokud nebude hrozit nedorozuméni, budeme symbol z — a vynechavat.
Poznamky. Plati napfiklad
2

=o(z*), x — 0,
0(:):3), T — 00,
e ¥ =o(x%), x - oo prokadé a € R,

1 —x =o(arccosx), x — 1_,

Véta 1.4 (aritmetika malého o). Necht a € R*.
(( ;)Jesthze fi(z) = o(g(z)), = a a fa(z) = o(g(x)),  — a, potom fi(z) + fo(z) =
r — a.
(b) Jestlize f1(x) = o(gl(:v)), x = a a folz) = o(gg(x)), x — a, potom fi(x)fa(x) =
o(g1(2)g2()), x—>a

(c) Jestlzze f1 = o(g T ) T — a a fo je nenulovd na jistém prstencovém okoli bodu a,
potom fi(x (gl(x 2( ), T — a.

(d) Jestlzze f( ) = o(g1(2)), = a alimy_q Z;gz; je vlastni, potom f(z) = o(ga(x)),
T — a.

(e) Jestlize f(z) = o(g(x)), x — a a h je omezend na jistém prstencovém okoli bodu a,
potom h(z)f(z) = o(g(x)), = — a.

(f) Jestlize a € R, myn € NU{0}, m < n, a f(z) = o((zx — a)"), z — a, potom
f(@)=o((zx—a)™), z — a.
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Diikaz. Vsechna tvrzeni plynou z véty o aritmetice limit. O

Véta 1.5 (malé o a skladani). Necht a,b € R*, necht ¢ je funkce definovand na néjakém
prstencovém okoli bodu a a necht f a g jsou funkce definované na néjakém prstencovém okoli
bodu b. Predpokldadejme, Ze plati f(y) = o(g(y)), y — b, alimy_, () = b. Necht ddle existuje
6 €R, >0, takové, Ze

Vz € P(a,d): o(x) # 0.

Potom f(¢(z)) = o(9(¢(z)), 2 — a.

Diikaz. Tvrzeni plyne z véty o limité sloZené funkce (P). O

konec 3. prednasky (25. 2. 2026)

1.3 Taylorovy a Maclaurinovy rady elementarnich funkci

Definice. Necht f je funkce, a € R a funkce f mé v bodé a derivace vSech fada. Potom fadu
1
Z *,f(n)@)(x —a)", weR,
= n!

nazyvame Taylorovou fadou funkce f o stfedu a. Ve specidlnim pripadé a = 0 mluvime

o Maclaurinové radé.

Poznamka. V souvislosti s Taylorovou fadou funkce f nés zajima zejména platnost rovnosti
N1
fla)=>) mf(") (a)(x —a)", (3)
n=0

pro néjaka z,a € R, tj. zda je nekonecné fada pro dané x konvergentni a eventualné zda je
jeji soucet roven f(x). Samotna konvergence Taylorovy fady pro kazdé x € R vSak platnost
vztahu (3) jesté nezarucuje. Piikladem je funkce

B 6—1/9327 x # 0,
f(x)—{o Ty

jejiz vsechny derivace v bodé 0 jsou rovny 0, takze soucet jeji Taylorovy fady je konstantni
nulova funkce, ackoliv f(x) # 0 pro  # 0. V mnoha piipadech lze ale funkei vyjadiit jako
soucet jeji Taylorovy fady alespon na jistém intervalu.

Véta 1.6 (Taylorova fada funkce exp). Plati

X .n
exp(z) = Z % pro kaZdé x € R,
n=0
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Dikaz. Funkce exp mé v bodé 0 derivace v8ech fadi a plati exp(")(O) = 1 pro kazdé n €
N U {0}. Zvolme = € (0,00) a n € N. Potom podle Lagrangeova tvaru zbytku nalezneme
&n € (0,2) takové, Ze plati

nok n+1
x exp(&n)x
exp(®) = > 37 .
— k! (n+1)
Tedy
o) 32| L G et
— k! (n+1)! = (n+1)!
Protoze 41
n
lim SP() 0,
n—00 (n —+ 1)'
plyne odtud vztah
o0 "L‘n
exp(z) = Z o
n=0

Pro z € (—00,0) lze tvrzeni dokazat obdobné. Pro z = 0 tvrzeni plati zfejmé. Tim je dokazano
tvrzeni véty pro funkci exp. O

Poznamka. Na prednasce jsme téz ukazovali konvergenci fady » 7 % pro kazdé x € R.
Prox =0matadatvar 1 +0+0+0+4---, tedy je zfejmé konvergentni.
Pro z € R\ {0} polozme a,, = %7: Pak z d’Alembertova kritérie pro absolutni konvergenci
mame

|:I}"L+1
. (n41 . n+1)! . x
lim = lim ( ,n) = 7| | =
n—0o0 QA n—00 m n—oo n + 1

n!

Tedy z d’Alembertova kritéria fada absolutné konverguje, tedy konverguje.



1 TAYLORUV POLYNOM

1.4 Taylortiv rozvoj elementarnich funkci v 0

sinz T — %:;-Q-é—#-l—'“—l—(—l)"éi:ff, + o(x?7+2) Zfzo(—l)"% x € (—00,00)
cos -G+ =5+ 4 (1) &y + o(a?™+) S ()" S @ € (=00,00)
tan z T+ 103+ Zab 4+ Jla” 4 v (-5.%5)
e” 1+a+ %+ 5+ + 27 +o(a™) Yoo B @ € (~00,00)
(l+o) | 2=t g = E e+ () o) o (e (-1.1]
+ l+az+22 423+ 42" +o(a") Yo z e (-1,1)
" | pole | e Phe L G o sooo  lenay 0> 0,2 € (—00,00)
Wi | 2fat R4 gD o] 4 o) 2y e ze(~1,1)
(1+2) L+ Do+ (a2 + (5)a® + -+ ()" + o(z™) S (F)am reR,xe(-1,1)
neboli 1+rx+ T(T D) ;2 + 4 T(r*l)';l(ffnﬂ)m"
mesiny | et 32T 1T 4 b | S e | e
mecons | §-o- 48 - 418 - HRE b o) | For, B | ae (1)
arctan x T — ? + % — % 4+ (—1)”52::11 + o(z?+?2) Yoo (—1)"21"_: x € [-1,1]
sinh z x+ 2—? + ’ﬁ)—? +oet (2:::), + o(z?+2) > % x € (—00,00)
cosh z 1+ %T + % 4t é:;! + o(x?t1) i % x € (—00,00)
<r> :r(r—l)...(r—n‘i‘l) ATCCOST = — — arcsin &
n n! £
(2n)!' = (2n)(2n — 2)---2 arccot r = 5~ arctan x
Cn—1)'=2n—-1)2n—-3)---1




