2.2 Riemanniv integral

Definice. Necht a,b € R, a < b. Potom délenim intervalu [a, b] nazveme kaZdou kone¢nou
posloupnost D = {x;} ,, pro kterou plati a = 29 < 1 < --- < z, = b. Body déleni D
nazyvame délicimi body D. Normou déleni D rozumime ¢&islo

v(D) = max{xi —zi—1;i €{1,... ,n}}
Rekneme, ze déleni D’ je jemné&jsi nez D (nebo ze D’ zjemnuje D), pokud v8echny délici
body D jsou obsaZeny v D'.

Znaceni. Necht f je realna funkce a M C R. Potom symbol sup,, f znaci sup{f(z);x € M}
a symbol inf s f znadi inf{f(z);x € M}.

Definice. Necht a,b € R, a < b, a f je omezena funkce na [a,b]. Necht D = {z;}7, je n&jaké
déleni intervalu [a, b]. Potom definujeme

n

S(f.D)y=3_ sup f-(z;i—=i)

i=1 [2i—1,24]
S(f,D)=>_ inf f-(x;—zi1).

=1 (1,24

Hodnotu S(f, D) pak nazyvame hornim Riemannovym souétem funkce f pro déleni D a
hodnotu S(f, D) dolnim Riemannovym souétem funkce f pro déleni D.
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Déle definujeme horni Riemanniv integral funkce f pfes interval [a, b] pfedpisem
— B
/ f(z)dz = inf{S(f, D); D je déleni intervalu [a, b] }
a dolni Riemanniv integral funkce f pies interval [a, b] pFedpisem
b
/ f(z) dz = sup{S(f, D); D je délen{ intervalu [a,b]}.

Definice. Necht a,b € R, a < b, anecht f je omezena funkce na [a, b]. Rekneme, ze funkce fmé
na intervalu [a, b)) Riemanniv integral, pokud ff f(z)dx = T; f(z) dz. Hodnota Riemannova
integralu funkce f pfes interval [a,b] je pak rovna spoleéné hodnoté ff f(z)dz a Tf f(z)dx
a znacime ji f; f(z)dz. Je-li a > b, pak definujeme f;f(sc) de = — fb(Tf(x) dr, ajelia =10
polozime f: f(z)dz =0.

Znaceni. Necht a,b € R, a < b. Potom mnoZzinu v8ech funkci, které maji Riemanntv integral
na intervalu [a, b], zna¢ime symbolem R(a,b).

Poznamka. Omezenost funkce f v definici Riemannova integralu je nezbytné, protoze v
opatném pripadé by hodnoty S(f, D) a S(f, D) nemusely byt vlastni.



Piiklady. (a) Necht a,b € R, a < b, a ¢ € R. Necht f: [a,b] — R je funkce definovana
predpisem f(z) = ¢,z € [a,b]. Potom fabf(:):) dx = ¢(b — a), protoZe pro kazdy neprazdny
interval I C [a,b] plati sup; f = inf; f = ¢, a tedy S(f, D) = S(f,D) = ¢(b — a) pro kazdé
déleni D intervalu [a, b].

(b) Necht a,b € R, a < b. Necht D je Dirichletova funkce. Potom f;D(a:) dr =0 a

ffD(x) dxr = (b — a). Riemannuav integral funkce D tedy neexistuje.

Tvrzeni. Necht a,b € R, a < b, a f je omezena funkce na [a, b]. Necht {D,,}7°; je posloupnost
déleni intervalu [a, b] spliwjici limv(D,,) = 0. Pak

b T b
/ f@)de = lim S(,D.) a / f(@)de = lim S(f.D,).

Diikaz. Bez Dk. O

Véta 2.10 (aproximace Riemannova integralu). Necht a,b € R, a < b, f je omezend funkce
na [a,b] a posloupnost déleni {Dy}2° | intervalu [a,b] spliiuje

Tim S(f.D,) = lmn S(/,D,). 0
Potom f € R(a,b) a plati
b _
/a fla)dr = tim S(f, D) = lim S(f.D,). 2)
Diikaz. Bez Dk. O

Priklad. Ukazte podle definice Riemannova integralu, Ze funkce f(x) = z? spliuje f € R(0, 1)
a spoctéte fo ) du.

Regeni. Pro n € N definujme tzv. ekvidistantni déleni D,, = {%}?:0 intervalu [0, 1]. Pak
limv(D,) = 1 =0 a plati

St.o0 =3 (2)'! n3zy = Lnme @+,

Jj=1

n

ﬁ(f,Dn)ZZ(jn ) o= n32‘7 n—l) (2n —1).

j=1
Tedy
lim S(f, D) = lim S(f, D) = =
Dle Véty 2.10 pak mame f € R(0,1) fo 2d£l7—

Véta 2.11 (kritérium existence Riemannova integralu). Necht'a,b € R, a < b, a f je omezend
funkce na [a,b]. Pak jsou ndsledugjici vyroky ekvivalentni:

(i) f € R(a,b),



(11) pro kazdé € > 0 existuje déleni D intervalu [a,b] takové, Ze
g(f?l)) _ﬁ(.ﬂD) <e

Diikaz. Bez Dk. O

Definice. Necht I C R je interval a f je funkce definované alespon na I. Rekneme, 7e fje
stejnomérné spojita na I, jestlize plati

Ve>030>0Vr,yel: (lz—yl<d=|f(z)— fly)| <e).

Poznamka. Je-li funkce f na intervalu I stejnomérné spojita, pak je na I spojité.

Priklad. Necht I = (0,1) a f(z) =
stejnomérné spojita na I.

3&, x € I. Dokazte, ze f je spojitd na I, ale neni

Dikaz. Pro n € N polozme z, = % a Yn = %—i—l Pak pro kazdé n € N plati |z, — y,| < % a
|f(zn) — f(yn)| = 1. Pro e € (0,1) tedy nenalezneme § > 0 pozadované v definici stejnomérné
spojitosti. O

Véta 2.12 (spojitost a stejnomérna spojitost). Necht a,b € R, a < b, a f je spojitd funkce
na [a,b]. Potom f je stejnomérné spojitd na |a,b].

Drikaz. Bez Dk. O
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Véta 2.13 (spojitost a riemannovska integrovatelnost). Necht a,b € R, a < b, a f je spojitd

funkce na [a,b]. Potom f € R(a,b).

Diikaz. Funkce f je omezené na [a, b]. Zvolme € > 0. Funkce f je stejnomérné spojita (Véta 2.12),
lze tedy nalézt § > 0, takové, Ze

Yo,y € la,b]: (lr —yl <6 = |f(2) - f(y)] <o)

Zvolme nyni déleni D = {z;}I' intervalu [a,b] takové, ze v(D) < §. Pak pro kazdé i €
{1,...,n} mame diky stejnomérné spojitosti

sup f< inf f+e,

[©5—1,2] 1,2
a tedy
S(f,D) — Z [xsulpx]f - [xllrfxll f) - (xi—xiq)

3

<) e(@i—zim1) =e(b—a).
1

i=

Véta 2.11 tedy fik4, Ze f je riemannovsky integrovatelna na [a, b]. O]



Véta 2.14 (monotonie a riemannovska integrovatelnost). Necht a,b € R, a < b, a f je
monotonng funkce na [a,b]. Potom f € R(a,b).

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Zze f je neklesajici. Pak je omezend, nebot
Vo € [a,b]: f(a) < f(z) < f(b).
Opét pouzijeme Vétu 2.11. Necht € > 0. Nalezneme n € N takové, Ze

(b a)(f(0) ~ f(a)) <=,

a zvolime déleni D = {z;}" , kde z; = a + I’—T%" i=0,...,n. Pak plati
n n
SU.D)-SU.0)= 3 s J--o) =3, b e
i—1 [i—1,7i] i1 [i—1,24]

n

=Y (f(@) — flziz1)) (s — 1)

= S (fl) — fli1) O
=1
=P (0) — fla) < 2
Podle Véty 2.11 tedy plati f € R(a,b). O

Véta 2.15 (linearita Riemannova integralu). Necht a,b € R, a < b, f,g € R(a,b) a a € R.
Pak f + g € R(a,b), af € R(a,b) a plati

b

fwm+mmmzéﬁmm+4mmm
/abaf(x)d;r:a/abf(a:)dx.

Diikaz. Bez Dk. O

Véta 2.16 (Riemannuv integral a usporadani). Necht a,b € R, a < b, a f,g € R(a,b) a
f(z) < g(x) pro kazdé x € [a,b]. Pak plati

b b
/ flx)dx < / g(z) dz.
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Diikaz. Necht {D,} je posloupnost déleni a limv(D,) = 0. Podle pfedpokladu pro kazdy
interval I C [a,b] plati sup; f < sup; g, a tedy

b b
| #@)do = lim 3(4,,) < lim 5(3.D,) = [ g(a)da.



Véta 2.17 (aditivita Riemannova integralu). Nechl a,b,c € R, a < ¢ < b, a f je funkce
definovand na [a,b]. Pak plati f € R(a,b), privé kdyz f € R(a,c) a f € R(c,b). Je-li f €
R(a,b), pak plati

b c b
/ f(z)dx = / f(z)de + / f(z)dz. (3)
a a C
Diikaz. Bez Dk. O
Tato poznamka byla vypusténa

Poznamka. Pro libovolna a, b, c € R plati

/abf(:lr)dx%—/b'cf(x)+/Caf(m)dm:07

pokud alespon dva z uvedenych integralu existuji. Tvrzeni plyne z Véty 2.17 a konvence

Pr==fr

Véta 2.18 (Riemanniv integral a absolutni hodnota). Necht a,b € R, a < b, a f € R(a,b).
Pak |f] € R(a,b) a plati

[ rwa < [ y@ia )

Diikaz. Bez Dk. O

Poznamka. Implikaci f € R(a,b) = |f| € R(a,b) nelze obratit. Definujme funkei f: R — R
predpisem f(x) = 2D(zx) — 1, kde D je Dirichletova funkce. Potom pro kazda a,b € R, a < b,
plati |f| € R(a,b) a f ¢ R(a,b).

Véta 2.19 (derivace funkce horni meze). Necht J C R je neprdzdny interval, f: J — R a pro
kazdd a,b € J plati f € R(a,b). Necht c € J a F: J — R je definovand piedpisem

F(a:):/xf(t)dt prox € J.

Potom plati:
(a) F je spojitd na J,
(b) jestlize xo € Int J a f je spojitd v xg, pak F'(xg) = f(xg).

Diikaz. (a) Necht yo € J neni pravy krajni bod J. Nalezneme n > 0 takové, Ze [yo, yo+n] C J.
Protoze je f € R(vo,v0 + 1), je f omezena na [yo, yo + 1. Necht K > 0 spliuje

vz € [yo,yo + 1] : [f(z)| < K.

Zvolme € > 0. Nalezneme 0 > 0 takové, 7ze § < n a Ké < e. Zvolme y € [yo,yo + J]. Potom

y
= f(x)dx
Yo
y y
< |f(z)|de < | Kdx=K(y—yo) < Ko <e.
Yo Yo

F(y) - F(yo)| = /yf(w)dw— " (2 da




Odtud plyne
lim |F(y) — F(yo)| = 0,
Y—Yo
neboli
lim  F(y) = F(yo),
Y—Yo
takze F' je spojita zprava v bodé yg. Obdobné lze dokédzat, ze F' je spojita zleva v kazdém
bodé intervalu J, ktery neni levym krajnim bodem J.
(b) Zvolme £ > 0. K nému nalezneme ¢ > 0 takové, ze P(z9,0) C J a

Vo € P(xg,9) : |f(z) — f(zo)] < e.

Pak pro kazdé = € P(xg,d) plati

F - F 1 z 1 T
m — f(xo)’ ol /zo f(t)dt — f(xo)| = T—— /xo(f(t) — f(:zo))dt’
1 z x
= |z — o /a:o |f(t) = f(zo)] dt’ < o — 0] /ajoz-:dt‘ =e.
Odtud vyplyva, ze
Fao) = Jim TOZT0) )

O
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Diikaz Veéty 7. Zvolme ¢ € (a,b) a polozme

F(z)= /$ ft)dt, =z € (a,b).

Podle Véty 2.13 plati f € R(«, 3) pro kazdy interval [, 5] C (a,b). Funkce F' je tedy dobie
definovana na (a,b). Z Véty 2.19(b) plyne, ze pro kazdé x € (a,b) plati F'(z) = f(x). Tedy F
je primitivni k f na (a,b). O



