Kalkulus 1 - letni semestr 20252026

Integrace racionalnich funkci

Definice. Racionalni funkci budeme rozumét podil dvou polynomi, kde polynom ve jme-
novateli neni identicky roven nule. Racionalni funkce R(z) = gé% je definovana na libovolné
podmnoziné R, ktera neobsahuje zZadny kofen polynomu Q.

Véta 2.8 (rozklad na parciélni zlomky). Necht P, Q jsou polynomy s redlnymi koeficienty
takové, Ze st P < st QQ a necht

Q) = an(z — )P - (x — )P (2% + gz + 1) - (2 + yz + B)?

je rozklad polynomu Q. Pak ezistuji jednoznacné uréend redind cisla Al,. .., Azlnf' .., Alf,. .. ,Alpfk,
Bi, Ci,. .., B;l, C;l,. .., B, CL. . Béw Cél takovd, Ze plati
1 k
P(x): A% +...+#+...+A7’f+...+%
Qlx) (z—x1) (@ — a7 (@ — k) (@ — ap)Pr
1 1
Biz +Cf T By z+Cy, -
(22 + arz + f1) (22 + arz + p1)0
Bjz +Cf By + Gy
+- 4+ , € R\ {x1,..., 21}
(22 4+ oz + B)) (22 + aqx + B)® Vo )
Diikaz. Bez Dk. O

Poznamka (postup pii hledani primitivni funkce k funkci racionéalni). Mé&me polynomy
P a Q. Mame-li integrovat racionalni funkci P/Q, pak postupujeme takto:
V pripadé, Ze stupen P je vétsi nebo roven stupni (), vydélime polynom P polynomem )

a obdrzime rozklad
P(z) Z(x)

Q(z) Q(z)’
kde R, Z jsou polynomy a stupen Z je mensi nez stupenn Q. Je snadné nalézt primitivni funkci
k polynomu R. Pokud je polynom Z nenulovy, nebo st P < st @), zbyva nalézt primitivni funkci
k racionélni funkci Z/Q, resp. P/Q, kde stupen ¢itatele je mensi nez stupen jmenovatele. Tuto
funkci rozlozime na parcialni zlomky podle predchozi véty. Jednotlivé parcialni zlomky pak
zintegrujeme.
Nyni si ukdZeme jak na to. Parcidlni zlomek odpovidajici redlnému kofeni a integrujeme

= R(x) +

nasledovné:

/ 1 P ﬁﬁ na (—oo,a) a na (a,+00) pron > 1,
R S
(

T —a) log |z — a na (—oo,a) a na (a,+00) pron = 1.



Parcialni zlomek typu
Bz +C

(22 + az + B)7’
kde B,C,a, 3 € R, ¢ € N a polynom x? + ax + 3 nema zadny redlny kofen, integrujeme takto:

/ Bx +C B/ 2 + « o+
(22 + ax + B)? xQ—l—owc—i-ﬁ)
Ba 1
<C—2>/@2+m+5yzd$
1P

Integraly I; a I lze spocitat nasledovné:

na R pro g > 1,

1
(- 9@ tazt BT

I =
log(z? + ax+3) naR progq=1;
1
I = dr =
=/ (@ +a/2)2 + B — a2/1)"

B 1 1

(5a2/4)q/<(z—0—a/2)2+1>q

V/B—o2/4

V posledni Gipravé vyuzivame nerovnost 3—a?/4 > 0, ktera vyplyva z predpokladu, Ze polynom
22 + ax + B nema zadny realny kofen. Diskriminant rovnice 2% 4+ ax + f = 0 je pak totiz
zéporny. Uzitim substituce y = zta/2 prevedeme ulohu na integraci funkce typu

N

dx.

1
(1+y2)e
Integraci této funkce jsme si ukazali ve vySe uvedeném piikladu.
Priiklad. Urcete primitivni funkeci k funkci

T+ 7
(x —2)(x22+22+1)

fz) =

Reseni. Budeme pracovat na intervalech (—oco, —1), (—=1,2) a (2, 00), kde je funkce f defino-
vana a spojita.
Nejprve upravime jmenovatel, dostavame

x+7 _ z+7
(x—2)(x24+2z+1) (z—2)(z+1)2

Protoze polynom v ¢itateli je mensiho stupné nez polynom ve jmenovateli, mtzeme funkci f
rozlozit na D(f) na parcialni zlomky. Plati

x+7 A B C

@—@+12 o-2 2+1 @+ (1)




Vynéasobenim rovnice (1) jmenovatelem levé strany dostaneme vztah
t+7=Alx+1)2+ Bz —2)(z+1)+C(z —2), (2)

ktery plati pro kazdé = € R\ {—1,2}. Polynomy jsou vSak spojité na R, a proto vztah (2)
plati pro kazdé = € R.
Koeficienty uréime dosazovaci metodou.
Dosadime x = 2 do (2):
24+ 7=A(3)%

odkud
9=94 = A=1.

Dosadime x = —1 do (2):
—-1+7=0C(-3),

tedy
6=-3C = C=-2

K urceni koeficientu B dosadime napiiklad x = 0:
0+7=A(1)>+ B(-2)(1) + C(-2).
Po dosazenti jiz zjisténych hodnot A =1, C = —2 dostéavame
7T=1-2B+4,

tedy
7T=5—-2B = B=-1
Rozklad (1) méa tedy tvar

1 1 2

f(x):x—2_:n+1_(x+1)2'

Zbyva nyni provést vypocet primitivnich funkci k jednotlivym parcialnim zlomkam.

1 c
dr =1 -2
[t i Etogie

1
/m+1d1:§10ga:+1\,

1 1
S D2de £
/( 2 dx /(a;—i— ) “dx R

Proto na kazdém z intervalt (—oo, —1), (—1,2) a (2, 00) je primitivni funkei k funkei f

2
log |z — 2| —log|z+ 1|+ —— + ¢, kde ¢ € R.
z+1

Priklad. Urcete primitivni funkeci k funkci

2t — 4x 4+ 4
(22 + 22 + 2)2

fl@) = -



ReSeni. Protoze polynom v Gitateli je mensiho stupné nez polynom ve jmenovateli, miZeme
funkei f rozlozit na D(f) na parcidlni zlomky. Plati

2t —4x 4+ 4 A Bx+C Dx+ E

== : 3
z(x? 4 2z + 2)? x+x2+2x—|—2+(m2+2x+2)2 3)

Vynasobenim rovnice (3) jmenovatelem levé strany dostaneme vztah
2zt —dx +4 = A(2® + 22 + 2)? + (Bx 4+ C)a(2?® + 22 + 2) + (Dz + E)z, (4)

ktery plati pro kazdé € R\ {0}. Polynomy jsou v8ak spojité na R, a proto vztah (4) plati
pro kazdé xz € R.
Rozepiseme
(22 + 22+ 2)% = 2* + 4% + 82 + 82 + 4.

a roznasobime. Dostavame:
2zt —dx +4 = A(z? + 423 + 822 + 8z + 4) + B(at + 223 + 22%) + C(a® + 222 + 22)
+ Dz’ + Ex.

Po porovnani koeficienti u stejnych mocnin x dostaneme soustavu

z*:2=A+ B,
23:0=4A+2B+C,
22:0=8A+2B+2C + D,
z': —4=8A4+2C+E,
20 4 = 4A.

Z posledni rovnice mame A = 1. Z prvni rovnice tedy B = 1.
Z druhé rovnice
0=41)+2(1)+C=6+0C,

tedy C' = —6.

Ze tfeti rovnice
0=81)+2(1)+2(-6)+D=8+2—-124+D=-2+D,

odkud D = 2.

Ze Ctvrté rovnice
—4=81)+2(-6)+ E=8—-12+F=—-4+F,

tedy £ = 0.
Rozklad (3) méa tedy tvar

(@) 1+ z—6 n 2x
T)=— .
r 2?24 2x+2 (2?4224 2)?




Zbyva nyni provést vypocet primitivnich funkei k jednotlivym parcidlnim zlomkam.

1 .
/xdaz:logkv, x € (—00,0) ax € (0,00),

/ z—06 d 1/ 20 — 12 d 1/2x+2—2—12d
22 + 27 + 2 2 ) 22+42x+2 2 22 + 21 + 2
1 2 2
:/”ﬁlc—i'agg,g_/7ag:,3
2] 2242 +2 24 2x+2

1 7
=1 242 2lde — | ————d
5 oglz® + 2z + 2| dx /1+<x+1)2 x

1
< 3 log (2% 4 2x + 2) — Tarctan(z + 1),

/%dxfwdx_/de
(22 +2x+2)2 " ) (22422 +2)2 (22 + 22 + 2)2

o [
(22422 +2) (1+ (z+41)%)?
1 z+1

— _ — arct 1).
F s Ziosyo  Mctan(z+l)

Posledni integral jsme vyfesili pomoci substituce y = (x + 1) a pomoci vzorce z predchozi
. 1 c t

kapitoly [ T2 = 2(1J7er2) + arc2any’ y € (—00,00).
Po se¢teni dostavame, Ze na kazdém z intervali (—o0,0) a (0,00) je primitivni funkei

k funkci f kterékoliv z funkci

xr+2

_rre € R
24+ 2x+2 te e

1
log |z| + §1og(:1:2 + 2z + 2) — 8arctan(z + 1) —

Trigonometrické substituce

Definice. Polynomem dvou proménnych rozumime funkci
n
i
[-fU,y] = Z Q5T yja
1,j=0

kde n € NU{0}, a;j; € Rproi,j € {0,...,n}. Racionalni funkci dvou proménnych rozumime
podil polynomu dvou proménnych, kde polynom ve jmenovateli neni identicky roven nule.

Znaceni. Az do konce tohoto oddilu budeme symbolem R znacit racionalni funkci dvou
proménnych.

Poznamka. Necht R je racionalni funkce dvou proménnych a I je otevieny neprazdny inter-
val. Uvazujme integral tvaru

/R(Sin x,cosx)dx, xel, (5)

pricemz integrand je definovan na intervalu I. Pro prevedeni ilohy na integraci racionalni
funkce lze pouzit jednu z nasledujicich substituci.



. Jestlize R(sinz, —cosz) = —R(sinz,cosx), potom lze uzit substituci y = sinz. Pak
dy = cosxz dx.
. Jestlize R(—sinz,cosxz) = —R(sinz,cosx), potom lze uzit substituci y = cosz. Pak

dy = —sinx dx.

. Jestlize R(—sinx,—cosx) = R(sinx,cosz), potom lze uzit substituci y = tgz, je-li
xr € (=5 +kn, 5 + kn), kde k je celé ¢islo. Transformacni vatahy jsou

1 d .2 3/2 2 1 . )
v, sin“z = ———, cos’r = —, sinxcosz = 5
1+y 14y 14y

(6)

. Vidy lze uzit substituci y = tg 3, je-li x € (=7 +42k7, 7 +2km), kde k je celé ¢islo. Pokud
ale lze uzit nékterou z vySe uvedenych substituci, davame ji prednost. Transformaéni
vztahy maji podobu

do=
R

2 , 2y 11—y
5 dy, sinz = ———, 5
1+y 1+y 1+y

dz = (7)

. Misto (3) 1ze uzit i y = cot z, je-li x € (0+km, 7+ kn), kde k je celé ¢islo. Transformacni
vztahy maji podobu

-1 1 2
5 dy, sin®z = — cos? x = Y
ye+1 1+y

. _ Y
112 51nxcosx—1+y2

(8)

. Misto (4) Ize uzit i y = cot §, je-li € (0 + 2km, 27 + 2k7), kde k je celé ¢islo. Transfor-
mad¢ni vztahy maji podobu

dx =

-2 2y 1—y?

dx = Wdy, sinz = Tzﬂ, COSI’Z—W.

(9)

konec 7. prednasky (11. 3. 2026)

Véta 2.9 (o lepeni). Necht f, F jsou spojité funkce na otevieném intervalu I, ¢ € I a nechl
F'(z) = f(z) prox € I\ {c}. Pak F' = f na I.

Drikaz. Tvrzeni ihned plyne z véty o limité derivaci. O

Priklad. Spoctéte Imd:v

Reseni. Pouzijeme prvni vétu o substituci (Véta ??) s o(z) = tgz, (a, 8) = (—5+km, F+kn),
k€7, a (a,b) = (—o0,00). Potom ¢/(x) = —L— je vlastni na (a, 8) a ¢((a, B)) = (a,b). Jest

cos?x

2 y2

sin“x = .
1492




Jest dale dx = ledy. Pocitame tedy integral

1 1 1 e 1
. dy—/dy—arctan(\/iy), y € R.
/1+1_{"y2 1+ y? 1+ 2y? V2

Podle prvni véty o substituci (s f(y) =

ﬁ, (NS R) tedy plati

1 1
/1+Sm2xdaj = Earctan(ﬁtgﬂc) +ci, € (—5 + kﬂ' -|— kﬂ') , keZ. (10)

Funkce — je ale spojitd na R, a tedy dle Véty 7?7 mé na R primitivni funkci. PoloZzme

1+51

1
F(z)= ﬁarctan(\/ﬁtgx) +cg, x€ (—g + km, g + lm) , kel

Potom

T T
lim F(x)+co = —= + co, lim F(z)+c¢ =——%=
- (@) + o 202 o=, @) +a 2v/2

Odtud ¢; = ¢g + % Analogicky pak cpy1 = ¢ + % Tedy celkem ¢ = ¢ + kﬁ'

+c1.

PoloZzme

+kZ=4cy, xz€(kr—T kn+ %),
G(w):{ (@) vz T ( 2 2) keZ,co €R.

ava thyste,  w=3+km

Pak G je spojita funkce na R a v kazdém bodé z € R\ {§ + km;k € Z} plati G'(z) =
(1 +sin?x)~L. Diky Véte 2.9 tedy G’(z) = (1 + sin?2)~! plati v kazdém bodé = € R. Odtud
plyne, Ze

/1d£C =G(z), zekR

1 +sin?2
2 ax+b
Integraly typu R(m N/ eatd )

Poznamka. Pri integraci funkce R(a: { a”b) kde g € Nadislaa, b, c,d € R spliuji ad—be #

q/ ax+b
cx+d

pro pirevod na integraci racionalni funkce.

1 /
/ m+1dm.
V-1

Reseni. Funkce 1, /242 je definovéna na intervalech (—oo, —1) a (1,00) a je na nich spojita.

0, 1ze uzit substituci t =

Priklad. Spoctéte

Na nich tedy budeme hledat primitivni funkci. Polozme

= r+1
r—1
Pak )
t +1
= (1),

2-1



pti¢emz @: (0,1) — (=00, —1) a ¢: (1,00) — (1, 00) jsou bijekce s nenulovou derivaci. Jest

—4t
= 1 1 .
dz o) dt, t€(0,1) nebot e (1,00)

Podle druhé véty o substituci dostaneme integral

2 -1 —4t —4t?
I= t dt = dt.
/t2—l—1 (t2—1)2 /(t2+1)(t2—1)

Rozkladem na parcialni zlomky zjistime, Ze

42 1 1 2

(t2 4+ 1)(t2 — 1) P R I

Tedy
I =log|t+ 1| —log|t — 1| — 2arctant, t & (0,1) nebo t € (1,00).

Zavérem dostavame

M_F

1 [z+1 T +1 1
/ Tt dz £ log | 2= | — 2arctan T na (—oo,—1) a (1, 00).
zVaox—1 [z+1 _ 4 rz—1
z—1

Integraly typu [ R(z,Vaz?+ bz + c) dv

Také integraci funkce R(m, Vax? + bx + c), kde R je racionalni funkce dvou proménnych, lze
prevést na integraci racionéalni funkce. Necht tedy a,b,c € R, a # 0, a I je neprazdny otevieny
interval obsazeny v definiénim oboru funkce

g(z) = R(x, Vaz? + bz + ).

V zavislosti na vlastnostech polynomu ¢(z) = az?+bx+c mizeme pro pievod pouzit nasledujici
postup.

(a) Predpokladejme, %e ¢ ma dvojnasobny realny kofen «. Pak plati ¢(z) = a(z — ).
Interval I je neprazdny, a proto a > 0. Pak plati

Va(z) = Valr — o, T € R,

a ¢ je tedy na kazdém z intervalia I} = (—oo,a) N1, Is = (o, 00) N I funkei racionalni. Potom
na I; a I, miZeme nalézt primitivni funkci diive uvedenym postupem. Pokud « € I, pak
primitivni funkci na I obdrzime tak, Ze nalezneme primitivni funkci F7 na intervalu I; a
feSeni F5 na intervalu I». Potom slepime F a Fb + ¢, tak, abychom dostali spojitou funkci na
I, ktera bude primitivni ke g na 1.

(b) Predpokladejme, Ze a < 0. Pak ma ¢ dva realné kofeny, jinak by byl defini¢ni obor g
prazdny. Oznacme tyto kofeny oy a ao, pficemz oy < ag. Pro kazdé = € (o, ag) plati

\/Q(CU) = \/a(37 —ay)(z —ag) = V—a(z - 041)\/ jz__of-

Tato rovnost ukazuje, Ze funkci g lze na intervalu I, ktery je podmnozinou (aq, ) psat ve
tvaru, ktery byl uveden v pfedchozim oddile.




konec 8. prednasky (13. 3. 2026)

(c) Pfedpokladejme, Ze a > 0 a polynom ¢ nemé dvojnasobny realny koten, tj. b2 —4ac # 0,
pak lze pro pfevod na integraci racionalni funkce pouzit substituci

o(z) = Var2 +bx+c—+ar, zel.

Pro z € I plati
2ax + b

/
x) = —
2@ 2vVaz? +br+c
a odtud snadno diky predpokladu b? — 4ac # 0 ovéifme, Ze ¢'(x) # 0 pro kazdé x € I. Funkce
¢ je tedy na I ryze monotonni, p(I) je otevieny interval a inverzni funkce k ¢ méa tvar

a

c—t2

- 2\/at — b’
Vypocitejme derivaci funkce o=t Pro kazdé t € D(p~1) plati

, —2y/at? + 2bt — 2c\/a
(1Y) = 2

e (1) tep().

Dale muzeme vyjadrit

ValeT0) = a4

goo H(t) = R (1), Vale (1))

Odtud plyne, Ze funkce (gop™1)- (1) je racionalni funkce definovana na otevieném intervalu
o(I). Je-li G jeji primitivni funkce na (1), je G o primitivni funkce ke g na I. Pravé uvedena
substituce se vétsinou zapisuje ve tvaru

Vazr?+br +c=+axr +t,

ktery se i 1épe pamatuje.
1
dx.
r+vVri+ax+1

Reseni. Symbolem g oznacme integrand. Potom D(g) = (—o0, —1) U (—1,00) a g je spojité
na D(g). Vyraz pod odmocninou je kladny na celém R, pouZijeme tedy substituci

Val+z+l=a+t.

Priklad. Spoctéte /

Tedy

2 -1 2 —t+1
r=-——), dr = 20—t 1
1— 2t (1—2t)2

Potiebujeme jesté vyjadrit v nové proménné t vyraz V2 + x + 1, coZ je jednoduché:

2 —1
Valt+z+l=ac+t= +t.

1-2¢




10

Nyni provedeme substituci a dostdvame po tpraveé

2% — 2t +2
[ egen®

V ziskané racionalni funkci je stupen polynomu v Citateli stejny jako stupen polynomu ve
jmenovateli, musime tedy nejprve provést déleni:

3t

(2t2—2t+2):(2t2—5t+2):1+m.

Druhy sé¢itanec rozlozime na parcialni zlomky a dostaneme
2% — 2t + 2
dt= [ 1dt+2 | —dt— | ——dt
/( —-2)(2t—-1) / " / /2t—1
St 2loglt —2| — 510g|2t— 1]

na intervalech (—o00, 1), (3,2) a (2,00). Podle Véty ?? mé tedy primitivni funkce k funkeci g
na kazdém z intervali (—oo, —1) a (—1,00) tvar

1
\/m2+x+1—m+2log\\/w2+x+1—:v—2]—ilog]2\/x2+x+ —2x—1|+¢, c€eR.



