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2 Integral

2.1 Primitivni funkce

Definice. Necht I je neprazdny otevieny interval a f: I — R. Rekneme, Ze funkce F: I — R
je primitivni funkce k funkci f na I, jestlize pro kazdé x € I existuje F'(z) a plati F'(z) =

f(@).

Poznamka. (a) Necht F' je primitivni funkce k funkci f na otevieném intervalu I. Potom F'
je na I spojita, nebot ma dle definice v kazdém bodé I vlastni derivaci.
(b) Existuji funkce, které na jistém intervalu nemaji primitivni funkei (napft. sign na R).
(c) Hledani primitivni funkce nazyvame integraci a primitivni funkci nékdy oznacujeme
jako neurdity integral.

Véta 2.1 (jednozna¢nost primitivni funkce az na konstantu). Necht I je otevieny interval,
LFEG: I —>Ral aG jsou primitivni funkce k funkci f na I. Potom existuje ¢ € R takové,
Ze pro kazdé x € I plati F(x) = G(x) + c.

Diikaz. Definujme funkei H: I — R predpisem H(z) = F(z) — G(z),z € I. Potom H'(x) =
f(x) — f(z) =0 pro kazdé x € I, a tedy je H konstantni na I. O]

Znaceni. Fakt, Ze F je primitivni funkce k f na neprazdném otevieném intervalu I, zna¢ime
symbolem

/f(a:)dx £ F(x), z€l,
pripadné
/f(x)dx—F(x)—i—C, xel,CeR.
Symbol [ f(z)dx oznafuje mnozinu v8ech primitivnich funkef na k f na I.

Poznamka. O spravnosti nasledujicich vzorcu se lze presvédéit zderivovanim:
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konec 4. prednasky (27. 2. 2026)

Nésledujici tvrzeni uvedeme zatim bez dikazu, podrobny dikaz bude uveden pozdéji.

Véta 2.2 (spojitost a existence primitivni funkce). Necht I je otevieny interval a f: I — R
je spojitd. Potom f md na I primitivni funkci.

Poznamka. Polozme

2zsind —cos2  pro z € R\ {0},
fz) =
0 pro x = 0,
Flz) = z?sinl proz e R\ {0},
0 pro z = 0.

Potom pro [ f(x)dx = F(z), x € R, takze f m4 primitivn{ funkci na R, ale f neni spojita na
R, nebot lim,_,¢ f(z) neexistuje.

Poznamka. Véta 2.2 11k, Ze spojita funkce na otevieném intervalu ma vzdy primitivni funkci.
Ne vzdy je ale mozno tuto primitivni funkci vyjadfit pomoci elementarnich funkci — pfesnéji
pomoci kone¢ného poctu séitani, nasobeni, déleni a skladani elementarnich funkeci. Tuto vlast-
nost ma napiiklad funkce e‘“’Q, ditkaz vSak neni snadny.

Véta 2.3 (linearita primitivni funkce). Necht funkce f md na otevieném intervalu I primitivni
funkci F, funkce g md na I primitivng funkci G a «, B € R. Pak funkce aF + 8G je primitivnd
funkci k af + Bg na I.

Diikaz. Plati
(aF(z) + BG(2))" = aF'(z) + G (z) = af(z) + By(x)

pro kazdé x € I. Odtud plyne tvrzeni. O

Véta 2.4 (integrace per partes). Necht I je otevieny interval a f: 1 — R je spojitd, F je
primitiont funkce k f na I a G je primitiond funkce ke g na I. Pak plati

/ o(2) F(z) dz = Gla)F () — / G)f(x)de, ze€l. (1)

Diikaz. Funkce G je spojita na I, takze i funkce fG je spojita na I. M4 tedy primitivni funkci
na I dle Véty 2.2. Uvazujme funkci tvaru GF — H, kde H je primitivni ke G f. Pak pro kazdé
xelje

(GF — H)(x) = g(2)F(2) + G(2) f(z) — G(2) f(z) = g(x) F(x).

Tedy
/(](L)F(UL) dz = G(z)F(x) — H(z).

Priklad. Spoc¢téte primitivni funkei k funkei ze® na (—oo, 00).
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Reseni. Ve Véte 2.4 polozme f(x) = 1, F(z) = z, g(x) = €* a g(z) = . Dostaneme
/a:ex dx = /g(:):)F(x) dx = G(x)F(x) — /G(x)f(x) dx
= ze® — /em dr = e*(xz —1), x € (—00,00).

Priklad. Spoctéte primitivni funkei k funkei logz na (0, 00).

Reseni. Ve Véte 2.4 polozme f(x) = 1 F(z)=logz, g(z) =1 a G(z) = z. Dostaneme

t/bgwmﬁ:/&-ngmﬁ:/g@ﬂ%@dm
:mmm@—/awﬂmm
:xlogm—/lda;ém(logx—l), x € (0,00).

Nasledujici priklad ukazuje, ze v nékterych pfipadech pii hledani primitivni funkce meto-
dou per partes musime vyfteSit funkcionalni rovnici.

Priklad. Spoctéte primitivn{ funkci k funkci e® sinz na R.

ReSeni. Z véty o vztahu spojitosti a existence primitivni funkce (Véta 2.2) plyne, Ze funkce
e’ sinx mé na R primitivni funkci. Dvojim pouzitim Véty 2.4 dostaneme

/e:”sin:zdaz =e’sinz — /ez cos z dz
= e”sinz — (e cosz — /ex(—sinx) dz)
=e’sinx — e cosx — /em sinz dzx.
K obé&ma stranam pricteme [ e”sinz dz. Z této rovnosti jiz plyne
v . cl . .
e’sinzdr = —e*(sinx — cosx) z € (—00,00).
2 Y 9y

Priklad. Pro n € N ozna¢me I, = [ — dx. Dokazte, Ze plati rekurentni formule

1
(1+22)

x 2n —1
L1 = I, € (—00,00).
LT on(1 + 22)n Ty (=00, 00)
Specialné tedy plati
I} = arctanz, € (—00,00)
a
I < T arctan x 2 € (—00,00).

2ita?) 2
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Reseni. 7Z véty o vztahu spojitosti a existence primitivni funkce (Véta 2.2) plyne, Ze pro

kazdé n € N ma funkce m primitivni funkci na R. Z Véty 2.4 dostaneme

1 1 2x
/ A+a2)n T 1+ a2)n /”“’( Ty

:1:2

= B ——1 2 B ——em
Orayp n/ 1+ a2t

_ 1 5 x2—|—1—1d
_33(1_1_1,2)71"" "]y a2yt Y

:m)+2n</(lj)d—/<1+l>d>

T

Obdrzenou rovnici upravime

x

In = m + 2nIn - 27’LIn+1
a obdrzime .
2n[n+1 = m + (2n — ].)In,

z které jiz pozadovany zavér plyne.

Véta 2.5 (Darboux). Necht f md na otevieném intervalu I primitivnd funkci. Potom md f
Darbouzovu vlastnost na I, tj. f(J) je interval, kdykoliv J C I je interval.

Dikaz. Bez Dk. O
konec 5. prednasky (4. 3. 2026)

Poznamka. Necht I je otevieny interval a f: I — R. Potom na I plati nasledujici implikace:
f je spojitd = f ma primitivni funkci = f ma Darbouxovu vlastnost.
Poznamka. 7 Véty 2.5 plyne, Ze funkce sgn nemé na intervalu (—1,1) primitivni funkei.

Véta 2.6 (prvni véta o substituci). Nechta,b,a, 8 € R*, a < b, a < 3, F je primitivni funkce
k f na (a,b), p: (o, 8) = (a,b) a pro kazdé x € («a, B) existuje vlastni ¢'(x). Potom

[ 1e@)¢ (@) do £ F(e(@). =€ ().
Drikaz. Podle véty o derivaci slozené funkce plati

(Flp(@) = F'(o(@)) - &/ (2) = (o) - (2), x€ (a,B),
¢imz je tvrzeni dokézano. O

V nasledujicich ptikladech pouzijeme pravé dokazanou prvni vétu o substituci.
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Priklad. Spoctéte
/ sin z cos z d.

Reseni. Polozme (a,b) = (o, 8) = (—00,00),

fly) = oy e (a,b) a @(z)=sinz, = € (a,p).

Potom

[ty = 2, ye @b

Tedy dle prvni véty o substituci (Véta 2.6) plati

/sin4:c -cosx dx = /f(go(x)) ¢ (x)dx = ésin5 z, z¢€(a,pf).

"
I3+ a2

Reseni. Dana funkce je spojita na celém R, existuje k ni tedy primitivni funkce na celém R. PFi
vypoétu [ g(z) dx pouZijeme substituci y = 3+ 22, tj. funkci ¢: R — (0, +00), ¢(z) = 3+ 22,
nebot si vimneme, Ze ¢'(x) = 2z, a tedy

Priklad. Urcete primitivni funkei k funkei g(z) =

st e

Podle Véty 2.6 je tfeba vypocitat

1 /1
S ——dy = Z/y? .
Q/wy VY y € (0, +00)

Funkce

3
x|—>13 (3+22)? +¢,

kde ¢ € R je libovolna konstanta, je tedy primitivni funkeci k funkci g na R.

Véta 2.7 (druha véta o substituci). Necht a,b,a, 8 € R*, a < b, a < 3, ¢: (o, B) — (a,b),
pro kaZdé t € (a, 8) existuje ¢'(t) vlastni a nenulovd a go((a,ﬂ)) = (a,b). Necht f je funkce
definovand na intervalu (a,b) a plati

/&wwwdwwéGw,temﬁy

Pak
/f(:n) de = G(go_l(x)), x € (a,b).

Diikaz. Funkce ¢’ je definovana na (a, ) a podle Véty 2.5 plati bud ¢'(t) > 0 pro kazdé
t € (o, B), nebo ¢'(t) < 0 pro kazdé t € (a, 8). Tedy je bud ¢ klesajici na («, 3), nebo je ¢
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rostouci na (a, ). V obou z téchto p¥ipadi existuje inverzni funkce ¢~!: (a,b) — (a, 3). Pro
kazdé = € (a,b) pak plati
(Gle™ (@) =G (e @) (e (@)
= fle(e™ @)))e (¢™H (@) 77—
' (¢~ (z))
= f(z).
P1i vypoctu jsme pouzili vétu o derivaci slozené funkce a v&tu o derivaci inverzni funkce.

O

V nasledujicim piikladu pouzijeme druhou vétu o substituci, kterou jsme pravé dokazali.
Piiklad. Spoctéte primitivni funkei k f(z) = v/1 — 22 na (—1,1).
Reseni. Polozme (a,b) = (—1,1), (a,) = (-5,3)a
p(t) =sint prot € (a, f).

Pak o((a,B)) = (a,b), pro kazdé t € (o, B) je ¢'(t) = cost # 0 a ¢ '(x) = arcsinz pro
€ (—1,1). Dale plati

/f(go(t))go’(t)dt:/m~costdt:/c082tdt

1 1 1
= / 5(1 4 cos 2t) dt = it +3 sin2t, te (—g, g)
Tedy podle druhé véty o substituci (Véta 2.7) plati

1

1
/f(x) dx = 3 arcsin x + 1 sin(2arcsinz), z € (—1,1).

konec 6. prednasky (6. 3. 2026)



