2.3 Newtontv integral

Definice. Necht a,b € R*, a < b, f je funkce definovana na intervalu (a,b). Rekneme, Ze
funkce f ma na intervalu (a,b) Newtontv integral, pripadné Ze Newtonuv integral z funkce
f na intervalu (a,b) existuje, jestlize

e f méa na (a,b) primitivni funkci F,
e existuji limity lim, o, F'(z) a lim,_,_ F(zx) (nikoli nutné vlastni),
e rozdil téchto dvou limit je definovan jako prvek mnoziny R*.

Hodnotou Newtonova integralu z funkce f na intervalu (a,b) nazyvame prvek mnoziny R*
urceny vyrazem
lim F(z)— lim F(z).

r—b_ T—ay

Tuto hodnotu pak zna¢ime symbolem ff f(z) dz. Pokud a > b, polozime f; f(@)de = — [} f(z)da.

Jestlize f; f(z) dz € R, pak fikdme, ze Newtonuv integral z funkce f na intervalu (a,b) kon-
verguje, v opacném pripadé fikame, Ze diverguje.

Znaceni. Jestlize je potfeba rozlisit mezi Newtonovym a Riemannovym integralem z funkce
f na intervalu s krajnimi body a a b, kde a,b € R, a < b, budeme pouzivat oznaceni

™ [ Cfaydr o (B) / ' f(a)do.

Poznamka. (a) Hodnota Newtonova integralu nezavisi na pouzité primitivni funkci. To plyne
z véty o rovnosti az na konstantu (Véta 77).

(b) Necht a,b € R*, a < b, a necht f je funkce definovana na intervalu (a,b). Pak nastava
pravé jedna z nasledujicich moznosti:

b .. |ajeroven redlnému ¢islu, tedy konverguje,
existuje i ) )
(N)/ f(z)dx a je roven co nebo —oo, tedy diverguje,
a

neexistuje.

Znaceni. Necht a,b € R*, a < b. Mnozinu v8ech realnych funkci, které maji na intervalu
(a, b) konvergentni Newtoniiv integral, zna¢ime symbolem N (a, b).

Necht funkce F' je definovana na (a,b) a existuji (vlastni nebo nevlastni) jednostranné
limity limy 44 F(z) alim,_,— F(z). Potom budeme znacit F(a+) = limy o4+ F(x), F(b—) =
lim, s F(z) a [F]? = F(b—) — F(a+), pokud ma rozdil smysl.

a

Priklad. V zavislosti na parametru o € R spoctéte (V) fol x®dr.

Reseni. Plati

1 1l _ 1
1 [Tﬂxa—‘r Ll)_ma o€ (_1700)7
(N)/O x%dx = [O%H:COJH}O =00, € (—o0,—1),
[logm]ozoo, a=—1.
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Piiklad. V zavislosti na parametru o € R spoététe (N) [~ 2 da.

Reseni. Plati

~ [t =00, ac(-1,00),
(N)/1 % dx = [a%rl:co‘ﬂ To = a;—i-ll’ a € (—oo,—1),
[logm](;o = 00, =-1
Poznamka. (a) Z predchoziho pitkladu vidime, Ze funkce f(r) = —= je na intervalu (0,1)

xr
newtonovsky integrovateln4, ale neni na [0, 1] p#i libovolném dodefinovani v krajnich bodech

riemannovsky integrovalna, nebot na (0, 1) neni omezena.

(b) Funkce f(x) = sign x je intervalu [—1, 1] monoténni, a tedy podle Véty 77 také rieman-
novsky integrovatelna, neni v8ak na (—1,1) newtonovsky integrovatelna, protoze na (—1,1)
neméa Darbouxovu vlastnost, a tedy dle Véty 7?7 ani primitivni funkci.

Poznamka. Necht a,b € R, a < b, a f je spojita funkce na [a,b]. Potom f € N (a,b).
Véta 2.20 (linearita Newtonova integralu). Necht a,b € R*, a <b, f,g € N(a,b) a a € R.
Pak f+ g € N(a,b), af € N(a,b) a plati
b b b
[ @+ g@nin= [ f@yar+ [ o) a

A%ﬂ@mzaLVme

Diikaz. Necht F' je primitivni funkce k f na (a,b) a G je primitivni funkce ke g (a,b). Pak je
F + G primitivni k f + g a diky aritmetice limit funkei mame [F + G]% = [F]% + [G]} € R.
Tedy

b b b
/fm+mmm=w+m%w%+wma/ﬂmm+/m@m
Obdobné odvodime

b b
/af(x)dx:[aF]Z:oz[F]g:a/ f(x)dx.
O

Vé&ta 2.21 (Newtoniv integral a usporadani). Necht a,b € R*, a <b, a f,g € N(a,b). Necht
plati f(x) < g(x) pro kazdé x € (a,b). Pak

[ 1w s [ g

Diikaz. Necht F je primitivni funkce k f na (a,b) a G je primitivni funkce ke g (a,b). Pak
plati
(G- F)(z) =g(x) = f(z) 20, z € (ab),

a tedy G — F je neklesajici na (a,b). Proto

b
[ 6@) - f@)do = (6~ F; 20



Tedy dle Véty 2.20 mame

/abg(x) dr = /ab f(x)dx + /ab(g(x) — f(z))dz > /ab (z) da.

Véta 2.22 (aditivita Newtonova integralu). Necht a,b,c € R*, a < ¢ <b.

(a) Jestlize f € N(a,b), potom f € N(a,c) NN (c,b) a plati
b c b
/ f(z) da::/ f(m)dx—i—/ f(z)dx. (1)

(b) Jestlize f € N(a,c) NN (e,b) a f je spojitd v ¢, pak f € N(a,b) a plati (1).

Diikaz. Dukaz byl vypustén, tedy bez Dk.

(a) Necht F' je primitivni funkce k f na intervalu (a,b). Pak je F' primitivni k f i na
intervalech (a,c) a (¢, b). Navic ma funkce F' v bodé ¢, jakoZzto spojita funkce na (a, b), vlastni
jednostranné limity. Tedy plati

b c b
/ f(x)dz = [FIL = [FI5 + [F]? = / f(z)da + / f(z) dz.

(b) Necht F' je primitivni k f na (a,c) a G je primitivni k f na (¢, b). Z pFedpokladu plyne,
ze existuji vlastni limity lim,_,.— F'(z) a limg_,.4 G(z). Pfi¢tenim vhodné konstanty k funkci
G muzeme zafidit, aby

lim F(z) = lim G(x).

T—c Ty
Definujme
F(z), x € (a,c),
H(z) = { limg._ F(x), =c,
G(z), x € (¢, b).

Pak je H spojita na (a,b) a H'(z) = f(z) pro z € (a,c) U (¢,b). Diky v&té o limité derivaci
navic plati
H'(¢) = lim H'(x) = lim f(x) = £(c).

r—cC

nebot f je spojita v ¢. Funkce H je tedy primitivni k f na (a,b) a ma vlastni limity v krajnich
bodech (a,b), protoze je v prislusnych bodech maji funkce F' a G. Tedy f € N(a,c). O

Véta 2.23 (Newtoniv integral a absolutni hodnota). Necht a,b € R*, a <b, f € N(a,b) a f
je spojitd na (a,b). Pak fab |f(z)| dx existuje a

[ @] < [

Dikaz. Bez Dk. O

Poznamka. Bez predpokladu spojitosti véta neplati. Protipfiklad je v https://www.karlin.
mff.cuni.cz/ pick/analyza_pro_studenty_2025-06-28.pdf, Priklad 8.6.13.


https://www.karlin.mff.cuni.cz/~pick/analyza_pro_studenty_2025-06-28.pdf
https://www.karlin.mff.cuni.cz/~pick/analyza_pro_studenty_2025-06-28.pdf

Poznamka. Necht a,b € R*, a < b, F' a G jsou funkce definované na (a,b) a existuji (vlastni
nebo nevlastni) jednostranné limity F(a+), F(b—), G(a+) a G(b—). Potom plati

[F - G2 = [FI; — [Ge,
jestlize ma prava strana smysl.

Véta 2.24 (per partes pro Newtonav integral). Necht a,b € R*, a < b, f a g jsou funkce
definované na (a,b). Necht F' je primitivni funkce k funkci f na (a,b) a G je primitivni funkce
k funkci g na (a,b). Potom plati

/F z)dr = [FG] /f dz,

jestlize md pravd strana smysl.
Diikaz. Bez Dk. O

Priklad.

e e
1
/logxda:—[xloga:]f—/ x— = [zlogz]] — [z]] =eloge—1-logl —(e—1) =1
1 1 T
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Véta 2.25 (substituce pro Newtoniv integral). Necht a,b,a,f € R*, a < b, a < 3, f je
funkce definovand na (a,b) a ¢ je funkce definovand na (o, 3). Necht p md vlastni nenulovou
derivaci na («, B) a plati p((a, B)) = (a,b). Potom

/f dx_/f (t)| dt, (2)

jestlize md alespon jedna strana smysl.
Diikaz. Bez Dk. O

Poznamka. Vyraz (2) lze psat i takto:

@(B) B
[ rwa= [ s @
w(a) a

/” sin x

———dz

o l+cos’z

Substituce: y = cosz, dy = —sinz dz. Intervaly (o, 8) = (0,7), (a,b) = (—1,1)
Pak

T sinz -1 9 (I _ _ _
7" dz= dy = 5 dy = [arct T <_7> _T
/0 1+cosla © /1 1+ Yy / 52 y = [arctan y]" =7 1 :

Priklad.




Priklad. Nové pridany priklad

4
/ eV® dg
0

Zvolme substituci = ¢(t) = t? na intervalu t € (0,2) = (o, 8). Potom ¢((0,2)) = (0,4) =
(a,b) a
dt)y=2t£0 te(0,2).

Podle véty o substituci pro Newtonuav integral tedy

4 2 2
/ eV® dx = / Ve (2t) dt = / 2tet dt.
0 0 0

Tento integral vyfesime pomoci per partes, zvolime v = 2t, u’ = et. Pak v/ = 2, u = e'. Mame

2 2
/ 2tet dt = [2te!]2 — 2/ ¢t dt = [2te']2 — 2 [e']) = 4e® —2(e* — 1) = 2¢% + 2.
0 0

Véta 2.26 (konvergence Newtonova integralu omezené spojité funkce na omezeném intervalu).
Necht a,b € R, a < b, a f je omezend spojitd funkce na (a,b). Potom f € N(a,b).
Diikaz. Bez Dk. O

Poznamka. Pro neomezeny interval tvrzeni Véty 2.26 neplati. Naptiklad funkce f(z) = 1,
x € (0,00), je spojita a omezena na (0, 00), ale f ¢ N(0,00). Funkce f(z) = arctan(z), x € R,
je na intervalu R také spojita a omezend, integral ffooo f(z) dz vsak dokonce ani neexistuje.

Véta 2.27 (vztah Riemannova a Newtonova integralu). Necht a,b € R, a < b, a necht f je
omezend funkce na [a,b]. Je-li f € R(a,b) NN (a,b), pak

b b
(R) / f(x) dz = (N) / f(z) dz.
Dikaz. Bez Dk. O

Dausledek (vztah spojitosti a existence Riemannova a Newtonova integralu). Necht a,b € R,
a <b, a necht f je spojitd funkce na [a,b]. Potom f € R(a,b) NN (a,b) a

) [ 1@y =) [ )

Diikaz. Tvrzeni plyne z Vét 77, 2.26 a 2.27. O
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