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3 Metrické prostory

3.1 Zakladni pojmy

Definice. Necht X je mnozina a g: X x X — [0,00) je funkce splitujici nasledujici tii pod-
minky:

(a) Vo,y € X: o(z,y) =0z =y,
(b) Va,y € X: o(z,y) = o(y, ),
(c) Va,y,2 € X: o(z,2) < o(x,y) + 0(y, 2).

Potom funkci g nazyvame metrikou na X a dvojici (X, ) nazyvame metrickym prostorem.
Jsou-li z,y prvky mnoziny X, pak nezaporné ¢islo o(z,y) nazyvame jejich vzdalenosti.

Priklady metrickych prostort
Priklady. 1. Definujme funkci ¢ na R x R pFedpisem
Q($,y):’$_y|, ZE,yGR.

V dalsim textu budeme na metrickém prostoru R vzdy uvazovat metriku g, pokud nebude
vyslovné Feceno jinak.

2. Necht n € N. Na R™ x R" definujme

QQ(I’,Z/) =

kde x = [z1, ..., 20, y = [Y1,-- -, Yn]-
Funkci g nazyvame eukleidovskou metrikou na R"™. Pro n = 1 splyva metrika
02 na R s metrikou |z — y|.

Pokud budeme pracovat s prostorem R", budeme na ném vzdy uvazovat metriku
02, nebude-li vyslovné feceno jinak.

Ql(way):Z’wi_yi‘7 (1)
i=1

kde z = [z1,...,zn] 2y = [Y1,- -, Yn)-
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e Necht n € N. Definujme funkci 9o na R™ x R™ predpisem
Qoo(x7y):max{‘xi_yi|;i€{17”'7n}}7 (2)

kde x = [z1,...,xn] ay = [y1,. .., Yn]-

3. Necht a,b € R, a < b. Ozna¢me symbolem C([a, b]) mnozinu v8ech spojitych reélnych
funkei definovanych na intervalu [a, b].

Na C([a,b]) x C(]a,b]) definujme

qup(fvg) = Ssup ’f(l‘) - g(fL‘)’
z€[a,b]

Funkci ggyp nazyvime supremovou metrikou na C([a, b]).

b
eus(.9) = (B) [ 17(z) = gla)
Funkei gint nazyvame integralni metrikou na C([a, b]).

4. Necht X je libovolna mnoZzina. Definujme funkci ggisir: X x X — [0, 00) pFedpisem

1, pokud x # v,
0, pokud z =y.

Qdiskr(fv: y) = {

Funkci ggisir nazyvame diskrétni metrikou na X a (X, ggisiy) diskrétnim metric-
kym prostorem.
Normované linearni prostory

Poznamka (vektorovy prostor). Pro porozuméni nésledujici definici je t¥eba znat pojem
vektorového prostoru nad F. Vektorovy prostor nad F chapeme jako trojici (X, +,-),
kde X je mnozZina, + je operace s¢itani na X a - je operace nasobeni prvku X prvky z F.
Nulovy prvek budeme znacit symbolem 0.

Definice. Necht X je vektorovy prostor nad F. Zobrazenti ||-||: X — [0, 00) nazyvame normou
na X, jestlize jsou splnény nasledujici t¥i podminky:

(a) Vee X: |lz|| =0 & x=0,
(b) Vx € X VA € F: || Az| = |\ - =],
(¢) Va,y € X: [lz +yl| < [l + [lyll

Dvojici (X - ||) pak nazyvame normovanym linearnim prostorem nad télesem F.
konec 18. prednasky (22. 4. 2026)

Véta 3.1 (metrika a norma). Necht (X, | -||) je normovany linedrni prostor nad F. Definujme
zobrazeni p: X x X — [0,00) predpisem o(x,y) = ||z — y||. Potom o je metrika na X.
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Diikaz. Necht x,y € X. Potom ziejmé o(z,y) € [0, 00). Ovéiime podminky (a)—(c) z definice
metriky. Rovnost o(z,y) = 0 nastava pravé tehdy, kdyz ||z — y|| = 0, coz nastava pravé tehdy,
kdyz x —y = 0, neboli = y. PouZijeme-li podminku (b) z definice normy pro specialni volbu
A = —1, dostaneme

o(z,y) = lz —yll = [[(-D)(y —2)[| = [(=D] - ly — z|
= ||y — zll = oy, z),

tedy podminka (b) z definice metriky je splnéna. Pro kazdé x,y,z € X plati diky podmince
(c) z definice metriky

o, z) = [lz — 2 = [z —y) + (y = 2)[ < [lz =yl + lly — 2|
:Q(w,y)—i—g(y,Z).

Ovefili jsme tedy 1 podminku (c¢) z definice metriky. Tim je dukaz dokoncen. O

Priiklady. 1. Necht n € N. S¢itani prvkia z R" je definovidno po slozkéch, stejné tak na-

sobeni prvka z R" redlnymi ¢isly. Pro = [z1,...,2,] € R, y = [y1,...,yn] € R" a
a € R tedy klademe z +y = [z1 + y1,...,Zn + Y] a ax = [ax1,...,ax,]. Definujme
funkci || - ||: R™ — [0, 00) predpisem

]l =

kde z = [z1,..., 2]

Funkei || - || nazgvame eukleidovskou normou na R".

2. Necht a,b € R, a < b. Mnozinu C([a,b]) opatiime obvyklym s¢itanim funkci a obvyk-
lym nasobenim funkce redlnym ¢islem. Definujme funkei || - ||sup na C([a, b]) predpisem
| fllsup = suppq g | f]. Pak (C([a,b]), ]| - [lsup) je realny normovany linearni prostor.

3. Definujme ¢, jako mnozinu v8ech omezenych posloupnosti realnych &isel. S¢itani prvka
z {s je definovano po slozkéch, stejné tak néasobeni prvki z fo realnymi &isly. Pro
x={xn} € loc, Yy = {yn} € loo & @ € R tedy klademe z +y = {z, + yn} a ax = {azx,}.
Déle pro x = {z,} € lx poloZme ||z||cc = sup{|z,|;n € N}. Pak dvojice (oo, | - ||oo)
tvofi readlny normovany linearni prostor.

4. Definujme ¢y jako mnozinu v8ech posloupnosti realnych ¢isel {z,,}2° ; spliujici lim z,, =
0. S¢itani prvki z ¢g je definovano po slozkéch, stejné tak nasobeni prvku z ¢y redlnymi
¢isly. Pro x = {zp} € co, y = {yn} € c0 a a € R tedy klademe = +y = {z,, + yn} a
azr = {axy,}. Dale pro z = {z,} € ¢y polozme ||z|s = sup{|z,|;n € N}. Pak dvojice
(co, || - |loo) tvofi realny normovany linearni prostor.

Podprostor, otevirena koule a diametr

Definice. Necht (X, 0) je metricky prostor a M C X. Potom dvojici (M, g|prxar) nazyvame
metrickym podprostorem metrického prostoru (X, o). Metriku o|prxas na prostoru M
nazyvame indukovanou nebo téz zdédénou metrikou z prostoru (X, o) a znacime ji opét
pouze symbolem p.
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Definice. Necht (X, p) je metricky prostor, x € X a r > 0. Potom mnozinu B(x,r) definova-
nou predpisem
B(z,r) ={y € X;o(z,y) <r}

nazyvame otevienou kouli se stfedem z a polomérem r.

Definice. Necht (X, ¢) je metricky prostor. Diametr prostoru X definujeme predpisem
diam X = sup{o(z,y);z,y € X},

pokud je X neprazdny, a klademe diam() = 0. Diametrem mnoZiny A C X rozumime
diametr metrického prostoru (A, o).

Definice. Rekneme7 7e metricky prostor X je omezeny, jestlize plati diam X < oo. Rekneme,
ze podmnozina A prostoru X je omezend, jestlize je metricky prostor (A, o) omezeny.

3.2 Konvergence v metrickych prostorech

Definice. Necht (X, o) je metricky prostor. Rekneme, ze posloupnost {z,} prvka X konver-
guje k prvku x € X v prostoru (X, o), jestlize plati lim,, o0 0(2y, z) = 0. Prvek x nazyvame
limitou posloupnosti {z,} v (X, ). Konvergentni posloupnosti v (X, ) rozumime
posloupnost, ktera ma limitu v (X, o).

konec 19. prednasky (24. 4. 2026)

Definice. Necht {x,} je posloupnost prvkia metrického prostoru (X, o). Jestlize {n;}32, je
rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel, pak fikdme, ze {x,, }3°, je podposloupnost posloup-
nosti {x, }, pfipadné vybranou posloupnosti, z posloupnosti {x,}.

Véta 3.2 (vlastnosti konvergence). Necht (X, o) je metricky prostor a {x,} je posloupnost
prokid X.

(a) Pak md posloupnost {x,} v (X, 0) nejuyse jednu limitu.

b) Necht {x,,} je vybrand posloupnost z posloupnosti {x, . Jestlize x € X je limitou po-
s J€ VY p 14 p p J p
sloupnosti {zn} v (X, 0), pak x je také limitou posloupnosti {zy, }.

Dikaz. Bez Dk. O

Piiklad. Necht {z,}>°, je posloupnost prvki z R? a y € R Potom plati limy,_see Zr, = ¥
pravé tehdy, kdyz pro kazdé i € {1,...,d} plati lim, o =}, = y".

3.3 Topologické pojmy v metrickych prostorech

Definice. Necht (X, ¢) je metricky prostor, M C X a z € X. Rekneme, 7e z je vnitFnim
bodem mnoziny M, jestlize existuje r > 0 takové, ze B(z,r) C M. Mnozinu vSech vnitinich
bodt mnoziny M nazyvame vnitfkem mnoziny M a oznacujeme symbolem Int M podle
latinského slova interior (vnitiek).

Rekneme, 7e mnozina M je otevifena v (X, 0), jestlize kazdy jeji bod je jejim vnitinim
bodem.
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Véta 3.3 (vlastnosti otevienych mnozin). Necht (X, o) je metricky prostor.
(a) Prazdnd mnoZina a X jsou oteviené mnoZiny v (X, ).
(b) Nechl G je systém oteviengich mnozin v (X, o). Potom je mnoZina |JG oteviend v (X, o).

(¢) Necht m € N. Predpoklidejme, Ze mnoZiny Gi, ..., Gy, jsou oteviené v (X, o). Potom je
mnozina ;- G; oteviend v (X, p).

Diikaz. (a) Tvrzeni plyne bezprostiedné z definice oteviené mnoZiny.

(b) Piedpokladejme, 7e z € |JG. Nalezneme G € G takovou, Ze © € G. Protoze G je
oteviena mnozina, nalezneme r > 0 takové, ze B(x,r) C G. Tedy B(z,r) C |JG. Odtud
plyne, ze | J G je oteviena mnoZina.

(c) Necht z € N, G;. Potom = € G; pro kazdé i € {1,...,m}. Pro kazdé i € {1,...,m}
je mnozina G; oteviena, tedy existuje r; > 0 takové, ze B(z,r;) C G;. Polozme r = min{n;i €
{1,...,m}}. Potom zfejmé plati B(z,r) C B(wz,r;) pro kazdé i € {1,...,m}, a tedy B(z,r) C
G;, takze B(z,r) C ()i, G;. Mnozina (2, G; je tudiz otevfena. O

Poznamka. V tvrzeni Véty 3.3(c) je dulezité, Ze pocet mnozin, které pronikadme, je ko-
necny. Pro nekoneény systém otevienych mnozin obdobné tvrzeni neplati, tj. prinik neko-
necné mnoha otevienych mnozin nemusi byt otevienou mnozinou. Piikladem je prostor R,
kde pro n € N definujeme G,, = (0,1 + %) Potom je pro kazdé n € N mnozina G,, oteviena,
ale (,2; Gn = (0,1], coZ neni oteviena mnoZina.

Definice. Necht (X, o) je metricky prostor a M C X. Rekneme, ze mnozina M je uzaviena
v (X, 0), jestlize pro kazdou konvergentni posloupnost {x,} prvki mnoZiny M je limita této
posloupnosti prvkem M.

Véta 3.4 (vlastnosti uzavienych mnozin). Necht (X, o) je metricky prostor.
(a) Prdzdnd mnoZina a cely prostor X jsou uzaviené mnoZiny v (X, o).

(b) Nechtl F je neprdazdny systém uzaviengych mnozZin. Potom je mnoZina [ F uzaviend v

(X, 0).

(¢c) Necht m € N. Predpoklddejme, Ze mnoZiny Fi, ..., Fy, jsou uzaviené. Potom je mnoZina
Ui~ Fi uzaviend v (X, ).

Dikaz. Bez Dk. O

Poznamka. V tvrzeni (c) Véty 3.4 je dulezité, Ze systém mnozin, které sjednocujeme, je
kone¢ny. Bez tohoto pfedpokladu obdobné tvrzeni neplati. Uvazujme mnoziny F, = [%, 1],
n € N. Potom (J77 ; [%, 1] = (0,1]. Kazda z mnozin F, je uzaviena, ale mnozina (J; [%, 1]
neni uzaviena.

konec 20. prednasky (29. 4. 2026)

Véta 3.5 (vztah otevienych a uzavienych mnozin). Necht (X, 9) je metricky prostor a M C
X. Potom mnoZina M je oteviend pravé tehdy, kdyz X \ M je uzaviend.
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Diikaz. Bez Dk.
O

Véta 3.6 (oteviené podmnoziny R). MnoZina G C R je oteviend prdvé tehdy, kdyZ G je
spocetnym disjunktnim sjednocenim oteviengch intervalii.

Diikaz. Bez Dk. O

Definice. Necht (X, p) je metricky prostor, M C X a z € X. f{ekneme, ze x je hraniénim
bodem mnoziny M, jestlize pro kazdé r > 0 plati B(x,r) "M # (0 a B(x,r) N (X \ M) # 0.
Mnozinu vSech hrani¢nich bodd mnoziny M nazyvame hranici mnoziny M a zna¢ime ji OM.

Definice. Necht (X, ) je metricky prostor a M C X. Oznacme M = M U dM. Potom
mnozinu M nazyvame uzavérem mnoziny M v prostoru (X, o).

Definice. Necht (X, o) je metricky prostor, M C X aa € X. Rekneme, Ze a je hromadnym
bodem mnoziny M, jestlize pro kazdé € > 0 plati

M N (B(a,e) \ {a}) # 0.
Mnozinu v8ech hromadnych bodt mnoziny M nazyvame derivaci mnoziny M a znacime ji

symbolem M’. Rekneme, e a je izolovanym bodem mnoziny M, jestlize a € M \ M.

Spojitost zobrazeni

Definice. Necht (X, ) a (Q,0) jsou metrické prostory, f je zobrazeni z X do @, a € X a
M C X. Rekneme, Ze zobrazeni f je

(a) spojité v bodé a vzhledem k mnoziné M, jestlize a € M a plati

Ve>038>0Ve e M: (o(z,a) <é=0(f(z), fla)) <e), (3)

(b) spojité v bodé a, jestlize je spojité v a vzhledem k X,
(c) spojité na mnoziné M, jestliZe je spojité v kazdém bodé x € M vzhledem k M,

(d) spojité, jestlize je spojité na X.

Piiklad. T4

Véta 3.7 (charakterizace spojitosti). Necht (X, o) a (Q,0) jsou metrické prostory a f: X —
Q. Potom jsou ndsledujici t7i vyroky ekvivalentni.

(i) Zobrazeni f je spojité na X.
(i) Pro kazdou mnoZinu G otevienou v Q je mnozina f~1(G) oteviend v X.

(iii) Pro kazdou mnoZinu F uzavienou v Q je mnoZina f~1(F) uzaviend v X.
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Diikaz. Bez Dk.
O

Definice. Necht (X, ) a (Q,0) jsou metrické prostory a f: X — @ je zobrazeni. Rekneme,
ze f je lipschitzovské, jestlize existuje K > 0 takové, Ze pro kazdéd x,y € X plati

o(f(z), f(y)) < Ko(z,y).

Diikaz. —Zvelme-c—>-0-apolozmeod—=—7— O

Poznamka.

Limita zobrazeni

Definice. Necht (X, 0) a (Q,0) jsou metrické prostory, f je zobrazeni z X do @, A C X,
a€ A abe Q. Rekneme, Ze zobrazeni f ma v bodé& a limitu b vzhledem k mnoZiné A,
jestlize plati

Ve >036>0Vz e A: (0<o(z,a) <d=o(f(z),b) <e).

konec 21. pfednasky (6. 5. 2026)
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