2.5 Konvergence Newtonova integralu

Véta 2.30 (srovnavaci kritérium pro konvergenci Newtonova integralu). Nechta € R, b € R*,
a <b, a funkce f,g: [a,b) — R spliiuji 0 < f(z) < g(x) pro kazZdé x € [a,b). Necht ddle je f
spojitd na [a,b) a g € N(a,b). Potom f € N(a,b).

Diikaz. Dukaz byl vypustén, tedy bez Dk.

Zvolme ¢ € (a,b) a ozna¢me G a F primitivni funkce ke g a k f. Po eventualnim pfi¢teni
vhodné konstanty muzeme predpokladat, ze F'(¢c) = G(c). Funkce G — F ma na (c, b) nezapor-
nou derivaci g— f, tedy je na (c, b) neklesajici. Protoze (G—F')(c) = 0, dostavame G(z) > F(z)

a (c,b). Dale jsou obé funkce G, F neklesajici, jelikoZ jejich derivace jsou nezaporné. Tedy
maji v b limitu zleva a plati

lim F(z) < lim G(x).

x—b_ r—b_
Protoze g € N(a,b), je posledni limita vlastni. Protoze je F' neklesajici, je i lim,_,;_ F(x)
vlastni. Obé funkce maji vlastni limitu v ¢, protoZe jsou v tomto bodé spojité. Tedy f €
N (e, b). Protoze f je spojita na [a, ], plati f € N(a,c) podle Véty ??. Protoze f je spojita v
¢, plati odle Véty ??(b) f € N(a,b). O

Poznamka. Tvrzeni Véty 2.30 plati s pfislusnymi apravami i pro intervaly typu (a, b]. Pfes-
néji, jestlize a € R*, b € R, a < b, funkece f,g : (a,b] — R spliwji 0 < f(z) < g(x), = € (a,b],
f je spojita na (a,b] a plati g € N(a,b), potom také f € N(a,b).

Priklad. Dokazte, ze fO konverguje.

:1:4+1
Reseni. Funkce 41+1 je spojita na intervalu [0, 1], a tedy dle Véty ?? konverguje fo 4 = dx.
Dale plati 0 < 4+1 < %4 na [1,00). Protoie r™* € N(1,00), je podle Véty 2.30 i €
N(1,00). Pouzitim Véty ??(b) dostavame € N (0, 00).

4+1
4+1

Poznamky. Plati nasledujici obecnéjsi verze srovnavaciho kritéria. Necht a € R, b € R*,
a<b, f,g:]a,b) =R, |f| <g, f je spojita na [a,b) a g € N(a,b). Potom f € N(a,b).
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Dausledek. Necht je f spojitd na (a,b). Pokud f:f konverguje absolutné, tak i konverguje.

Véta 2.31 (limitni srovnavaci kritérium pro konvergenci Newtonova integralu). Necht a € R,
b € R* a necht a < b. Necht f,g jsou spojité neziporné funkce na |a,b).

1. Jestlize limy,_;, ch—a”) =0 ag€N(ab), pak f € N(a,b).
2. Jestlize limy_p §T € (0,00), pak g € N(a,b) prdavé tehdy, kdyz f € N(a,b).
3. Jestlize limy,_p,_ Lx) =00 a f € N(a,b), pak g € N(a,b).

Diikaz 2. Oznaéme ¢ = lim,_y; % a necht f € N(a,b).

Polozme ¢ = §. Pak z definice limity existuje takové J < (b —a), Ze
Va € (b—8,b) f D<€
(x) 2




Odtud nalezneme x € (a,b) takoveé, ze

~
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Vo € [x0,b) : )
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Plati tedy
2
Va € [20,0) : 0 < g(w) < — f(a).

Protoze f € N(a,b), je téz 2f € N(a,b). Proto 2f € N(zo,b), a tedy Véta 2.30 dava
g € N(zg,b). Protoze g je spojitd na omezeném intervalu [a, x|, je zde newtonovsky integro-

vatelna. Tedy g € N(a,b).
f(z)

Obracenou implikaci Ize dokézat obdobné za pomoci odhadu ) < 2¢ na vhodném inter-
valu (zo,b). O
Piiklad. Dokaite, ze [ % V;“;H dx konverguje.

Reseni. Polozme pro z € [1,00)
Vr+yvr+1 5
f(z) = P S R g(x) =z~ 2.
Obé funkee jsou spojité nezaporné funkce na [1,00) a plati
f(x) ﬁ;x/wifl
lim =~ = lim %
200 g(x) z=00 %
~ lim \/5(\/54—\/:64-1) _5
P are x4+ 1 -

Podle Véty 2.31 dostavame f € N(1,00), nebot jiz vime, ze g € N(1,00).

Véta 2.32 (Bolzano-Cauchyova podminka pro Newtoniv integral). Necht a € R, b € R* a
necht a < b. Necht funkce f je spojitd na intervalu [a,b). Pak integrdl f; f konverguje prdave
tehdy, kdyZ pro kazdé € > 0 existuje ' € (a,b) takové, Ze pro kaZdé dva body x1, xo spliiugici

b < x1 < x9 < b plati
T2
/ f‘ < e.
1

Diikaz. Bez Dk. O

Piiklad. Necht « > 0. Dokazte, ze fooo x® sin x dz diverguje.
Reseni. Pouzijeme Bolzano—Cauchyovu podminku. Je-li £ > 1 celé ¢&islo, plati

(k+1)m
/ % sin z dx
k

iy

(k+1)m
> (k‘ﬂ')a/ |sinx| dx = 2(km)* > 27,
k

iy

Zvolme nyni e = 7. Pro kazdé b’ < oo existuje k > 1 celé takové, ze kr > b'. Polozme x1 = k7
a r9 = (k + 1)7. Pak dle uvedeného vypoctu je

T2
/ z%sinx dz| > €.
Tl

Integral proto diverguje.



Véta 2.33 (Abelovo-Dirichletovo kritérium konvergence Newtonova integralu). Necht a € R,
b€ R* a <b f:la,b) — R je spojita, F' je primitivni funkce k funkci f na (a,b) a
g: [a,b) = R je na [a,b) monotdnni a spojitd. Pak plati:

(A) Jestlize f € N(a,b) a g je omezend, pak fg € N(a,b).

(D) Je-li F' omezend na (a,b) alim,_,;,_ g(x) =0, je fg € N(a,b).
Diikaz. Bez Dk. O
Piiklad. Dokazte, ze [ <22 dx konverguje.
Reseni. Polozime ve Vété 2.33(b) pro z € [1, 00)

f(x)=cosz a g(z)= %

Pak primitivni funkce k f, totiz sinz, je omezena na (1,00) a g(x) je na [1,00) nezadporna
monoténni funkce majici v oo limitu 0. Obé funkce jsou navic spojité na [1, 00). Tedy dle vyse
zminéné véty zadany integral konverguje.
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Priklad. Dokazte, ze floo arctan r <>+ dz konverguje.

Reseni. Ve Véte 2.33(a) polozime pro z € [1,00)

flz) = ST, g(z) = arctan z.
x

Obé funkce jsou spojité na [1,00), g je omezena neklesajici a f € N(1,00). Tedy integral
konverguje podle Vété 2.33(a).
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