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4 Funkce vice proménnych

4.1 Parcialni derivace a totalni diferencial

Poznamka. V priubéhu celé kapitoly budeme na R™ uvazovat eukleidovskou normu

)| = ||[z1, .-, 2a]|| =

a eukleidovskou metriku ga(z,y) = ||z — y|, =,y € R™.

Poznamka (linearni zobrazeni z R™ do R™). Rekneme, ze zobrazeni L: R™ — R™ je linearni,
jestlize splhuje

(a) Yu,v € R": L(u+v) = L(u) + L(v),
(b) Yo € R Yu € R": L(au) = aL(u).

Mnozinu v8ech linearnich zobrazeni prostoru R"” do R™ budeme znacit symbolem £(R™, R™).
Kazdé L € £(R™,R™) je reprezentovano matici A = (a;;)i=1..m 0 m Fadcich a n sloupcich ve

j=1l.n
smyslu, Zze pro kazdé x € R" plati
ail v+ Qln x1
L(z) = Az =
Gm1l *°° Omn Tn

Definice. Necht f : R” — R je funkce, a € R™ a ¢ € {1,...,n}. Pak parcialni derivaci
funkce f v bodé a podle i-té proménné definujeme predpisem

of . flatte) — f(a)
oa; @ = 13 : @
Symbolem % oznacujeme parcialni derivaci funkce f podle i-té proménné, tj. funkci z R" do
R definovanou pfedpisem
of af

o T oz, (x).

Poznamka. e Pokud parcialn{ derivace podle i-té proménné v bodé a existuje, pak pro
néjaké 6 > 0 plati {a + te';|t| < 6} C D(f), neboli funkce f musi ve svém defini¢nim
oboru obsahovat tsecku, ktera prochazi bodem a.

e V dalsim textu bude vyrok ,,parcialni derivace existuje“ znamenat, Ze parcialni derivace
existuje vlastni.

Definice. Necht f: R — R funkce, a € R" a L: R™ — R je linearni zobrazeni. Rekneme7 ze
L je totalni diferencial funkce f v bodé a, pokud plati

o fa+h) = (@) = L(h)
h—o | R

= 0. 2)
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Poznamka. Vyrok (2) je ekvivalentni vyroku

Lo 1) = fla) = Lw —a)

—a [l —all

—0. (3)

Véta 4.1 (totalni diferenciél a parcialni derivace). Necht f je funkce n proménnych, kterd md

v bodé a € R™ totdini diferencidl L. Pak existuji parcidini derivace %(a)’ e 86xfn (a) a pro
kazdé h € R™ plati
of of
L(h) = =—(a)h1 + -+ =——(a)hy,.
) = a2 @+ + 5L @,
Diikaz. Bez Dk. O

Poznamka. Existuje-li totalni diferencial funkce f v bodé a, pak jej znac¢ime symbolem f'(a).
Hodnotu linearniho zobrazeni f/(a) v bodé h € R™ pak znacime f’(a)(h).

Véta 4.2 (totalni diferencial a spojitost). Necht f je funkce n proménngch, kterd md v bodé
a € R™ totdlni diferencidl. Potom je funkce f v bodé a spojitd.

Diikaz. Diky spojitosti zobrazeni z +— ||z — al| a h — f'(a)(h) méame

lim f(z) = lim (f(x) — f(a) = f'(a)(z — a)

7a PR = — all

=00+ f(a) + 0= f(a).

Nl = all + £(a) + f'(@)(@ — a))

Tedy f je spojita v a. O
konec 22. prednasky (15. 5. 2026)

Poznamka. 7 pouhé existence parcidlnich derivaci v daném bodé jesté spojitost funkce v
tomto bodé nevyplyva, jak ukazuje nasledujici piiklad. Definujme funkci f: R? — R piedpisem

1, pokud x; = 0 nebo x2 =0,
0, jinak.

f(w1,22) :{

Pak plati %(0,0) = 88712(0,0) =0, ale f neni v (0,0) spojita. Tedy ani f(0,0) neexistuje.

Véta 4.3 (spojité parcialni derivace a totalni diferencial). Necht f : R™ — R je funkce, a € R™

a E?T{ﬁ ey % jsou spojité v bodé a. Pak md funkce f v bodé a totalni diferencidl.
Dikaz. Bez Dk. O

Definice. Necht f je funkce n proménnych, a € R™ a v € R™. Pak derivaci funkce f v
bodé a podle vektoru v rozumime limitu

D =1

vf(a) = lim ; :

pokud existuje vlastni.

Poznamka. Jestlize je f funkce n proménnych, a € R™ a i € {1,...,n}, potom zFejmé plati

D f(a) = 5L (a).
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Definice. Necht f je funkce n proménnych, a € R™ a f’(a) existuje. Pak definujeme vektor
Vf(a) z R" predpisem
of

of
Vi@ = (Gp-@) 5 (@)
a nazyvame jej gradient funkce f v bodé a.

Véta 4.4 (derivace podle vektoru, totalni diferenciél a gradient). Necht f : R™ — R je funkce,
a,v € R" a emistuje f'(a). Potom plati:

(a) f'(a)(v) = Dyf(a),
(b) max{D, f(a);[[v] =1} = [V f(a)]-

Dikaz. Bez Dk. O
Definice. Necht F' = (F, Fy, ..., F),;) je zobrazeni z R” do R™. Necht F; ma v bodé a € R”
derivaci pro kazdé 1 = 1,...,n.
Pak OF OF
Ger(a) - Ft(a)
: : (4)
Fon(a) - Ym0

nazveme Jacobiho matici v bodé a. Pokud m = n, pak determinant Jacobiho matice
nazyvame jacobian a zna¢ime ho Jp(a).

Véta 4.5 (fetizkové pravidlo). Necht k,n € N, a € R", F je zobrazeni z R" do R¥, b = F(a),
G je zobrazeni z R¥ do R a existuji F'(a) a G'(b). Pak md funkce G o F' v bodé a derivaci a
proi € {1,...,n} plati

8(G o F Z 8G aF (5)
ay] Bxl

Diikaz. Bez Dk. O

Poznamka. Vztah (5) plyne z reprezentace

g%(a) %(a)
O(Go I(Go O 0 .
(%Gl (a), ..., 28 () = (4E(b).-.. 82 ®)) | .
Ik (q) ... Fli(q)
r1 Tn

a vypoctu soucinu matic.

Piiklad. Piiklad byl upraven. Necht G: R? — R je definovano jako G(z,y) = 2% — 32. Déle
uvazujme F': (0,00) x R — R? kde F(r,t) = (rcost,rsint). Definujme h: R? — R predpisem

h(r,t) = G(F(r,t)).
Potom pro (r,t) € (0,00) x R plati

cost —rsin t)

E o]
(%(7«, t), g’;(r t)) = <8C (rcost rsmt) 3e 98 (rcost rsmt)) <sint eost
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a tedy

oh
a—(r, t) = 2rcostcost + (—2rsint)sint,
”

oh
a(r, t) = 2rcost(—rsint) + (—2rsint)(r cost).
konec 23. prednasky (20. 5. 2026)

4.2 Derivace vyssich rada

Definice. Necht f je funkce z R™ do R, 4,5 € {1,...,n}, a a € R™. Parcialni derivaci funkce

52 podle j-té proménné v bodé a znacime azng (a), pokud i # j, pfipadné g%(a), pokud

1 = j. Obdobné znac¢ime parcialni derivace vyssich radu.

Poznamka.

Definice. Necht G C R” je oteviena mnozina, f: G — R a k € N. Rekneme, Ze f je t¥idy

C*, pokud jsou viechny parcialni derivace funkce f az do fadu k véetné spojité na G. Mnozinu
viech funkei f: G — R tiidy C* oznacujeme C*(G) a klademe C®(G) = 72, C*(G).

Poznamka.

Véta 4.6 (zaménnost parcidlnich derivaci). Necht f je funkce z R™ do R, a € R" a i,j €
{1,...,n}. Jestlize obé funkce 883{2-’ % maygi totdlni diferencidl v a, potom

0% f 0% f

8@83:]» @)= 8a;j8xi a).

Diikaz. Bez Dk. O

Poznamka. Parcidlni derivace nejsou obecné zaménné, jak ukazuje priklad 10.3.11 ve skrip-
tech.

Disledek. Necht n € N, f je funkce z R® do R, G C R" je oteviend, f € C3(G), a € G a
i,j € {1,...,n}. Potom
0% f _Of

8$ia$]’ “= 81‘]81‘1 @
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Definice. Nechf f je funkce z R" do R, @ € R" a f € C?(G), kde G je oteviend mnoZzina.
Potom matici

5@ (o)

0210y

4.3 Véta o implicitné zadané funkci

Vé&ta 4.7 (o implicitné zadané funkci). Necht n € N, k € NU {0}, G C R*""! je oteviend
mnoZina, F: G - R, £ € R", g € R, [z,9] € G a necht plati:

(a) F € CH(G),

(b) F(7,5) = 0,

(c) G (Z,9) #0.

Potom existuje okoli U C R™ bodu T a okoli V- C R bodu g tak, Ze U x V C G a pro kazZdé
x € U existuje pravé jedno y € V' s vlastnosti F(x,y) = 0. Oznacime-li toto y symbolem p(z),
pak ¢ € CK(U) a

oF
Oy o, (T, 0(2)) .
() = —5p———, kdeie{l,....,n}azeU.
O 9 (2, p(x))

Diikaz. Bez Dk.

Priklad. Priklad byl upraven.
Uvazujme mnozinu
M= {[z,y] eR*:2® +¢* =1} .

Ukazte, ze v jistém okoli bodu [@, %] lze mnozinu M popsat jako graf néjaké funkce ¢ pro-
(5

ménné . Spoctdte ¢’
Reseni. Polozme ve Véte 4.7
F({E,y):($2+y2)—1 a [jvg] :[7’7]'

Pak
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V3

Tedy dle Véty 4.7 existuje na néjakém okoli bodu ¥%* funkce ¢ t¥idy C°°, ktera spliuje

F(z,p(z)) = 0. Dale plati

2 Bi(j l)
oy \ 272
_(_ % | =3

4.4 Lokalni extrémy funkci vice proménnych

Definice. Necht (X, p) je metricky prostor, M C X, a € M a f je funkce z X do R spliujici
M C D(f). Rekneme, Ze f nabyva v bodé a svého maxima (minima) na M, jestlize plati

VeeM: f(x) < fa) (f(z)= f(a))

Rekneme, Ze f nabyva v bodé a svého lokalniho maxima (lokadlniho minima) na M,
jestlize existuje takové § > 0, ze

Ve € Ba,d)NM: f(z) < f(a) (f(z)> f(a).

Rekneme, Ze f nabyva v bodé a svého ostrého lokalniho maxima (ostrého lokalniho
minima) na M, jestlize existuje takové 6 > 0, Ze

Vo € (B(a,0) N M)\ {a}: f(x) < fla) (f(z)> f(a)).

Souhrnné nazyvame uvedené body extrémy (pripadné lokalni, ostré apod.) f na M.

Volné extrémy

Véta 4.8 (nutnd podminka existence lokalniho extrému). Necht n € N, G C R" je oteviend,
ac€Gaie{l,...,n}. Necht funkce f: G — R md v bodé a lokdlni extrém. Potom bud’g—i(a)

neexistuje, nebo g—é(a) =0.

Diikaz. Pfedpokladejme, Ze g i (a) existuje. Nalezneme & > 0 spliiujici a + te' € G pro t €
(—0,6). Definujme funkci g: (—6,6) — R piedpisem g(t) = f(a + te'). Potom ma g v bodé
0 lokélni extrém, a tedy bud ¢’(0) neexistuje, nebo ¢’(0) = 0. Diky predchazejici poznamce
vime, Ze plati

70 = S = $a),

takze ¢'(0) existuje. Tedy ¢'(0) = 0, a tudiz také g—gi(a) = 0. O

Véta 4.9 (podminky druhého fadu pro existenci lokalniho extrému). Necht n € N, G C R"
je oteviend, f € C*(G), a € G a f'(a) = 0. Potom plati:

(a) je-li matice H(a) positivné definitni, pak funkce f nabyvd v bodé a svého ostrého lokdl-
ntho minima;

(b) je-li matice H(a) negativné definitni, pak funkce f nabyvd v bodé a svého ostrého lo-
kdlnitho mazxima;

(¢) je-li matice H(a) indefinitni, pak funkce f nenabyvd v bodé a lokdlniho extrému.
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Dikaz. Bez Dk. O
Poznamka. Je-li matice H(a) semidefinitni, pak pouze na zékladé této informace nelze roz-

hodnout, zda ma f v a extrém, piipadné jakého typu, jak ilustruji piiklady f(x,y) = £a*+y?.

Vazané extrémy

Véta 4.10 (Lagrangeovy multiplikatory). Necht G C R? je oteviend mnozina, f,g € CH(G),
M = {[x,y] € G,g(z,y) = 0} a [zo,y0] € M je bodem lokdlniho extrému funkce f vzhledem k
mnozin€ M. Pak je splnéna alespon jedna z nasledujicich podminek:

1. Vg(zo,y0) = (0,0)

2. ezistuje A € R spliiugict V f(xo,yo) + A\Vg(xo,yo) = (0,0)
Diikaz. Bez Dukazu. O

konec 24. prednasky (22. 5. 2026)



