2.4 Aplikace urcitého integralu

Véta 2.28 (integralni kritérium). Necht f je nezdpornd nerostouct spojitd funkce na [ng, o),

kde ng € N. Necht pro posloupnost {an} plati an, = f(n), n > ng. Pak 3772 a, konverguje
s v v (o9} .

prdvé tehdy, kdyz fno f(z) dz konverguje.

Diikaz. Bez Dk. O

Pi#iklad. Ukazte, ze fada > 0%, —— diverguje.

n=2 nlogn

Reseni. Polozme f(z) = @, x € [2,00). Pak f je nezdporna spojita a nerostouci na [2, 00).
Protoze - o 1
/ f(x) da::/ Zdt = [logt]lo(fg2 = 00,
2 log 2
rada

[e.9]

1 o0
Z2nlogn - ;f(n)

diverguje podle Véty 2.28.

Definice. Necht n € N a z € R". Normou vektoru z = (x1, ..., ;) rozumime hodnotu

[z]] = \/2F + - + 2.

Definice. Kf¥ivkou budeme rozumét zobrazeni ¢ : [a,b] — R™ (n € N, a,b € R, a < b) takové,
7e o = (p1,...,pn) je t¥idy C1, tj. ¢} jsou spojité na [a, b], piicem# v krajnich bodech [a, b]
uvazujeme piislusnou jednostrannou derivaci. Geometrickym obrazem kiivky ¢ rozumime
mnozinu (p) = ¢([a,b]) C R™.

konec 15. piednasky (10. 4. 2026)

Priklady. (a) Jednotkovou kruZnici v roviné lze vyjadrit kiivkou ¢(t) = (cost,sint), t €
[0, 27].
(b) Graf funkce f na intervalu je kfivkou popsanou zobrazenim o(t) = [t, f(t)], t € [a, b].
(c¢) Geometricky obraz kiivky lze ¢asto parametrizovat riznymi zobrazenimi ¢, napiiklad

graf funkce f(z) = 23,z € [—1,1] lze popsat také jako o(t) = (¢3,t?), t € [~1,1].
Definice. Necht ¢ : [a,b] — R" ke kiivka. Jeji délkou rozumime hodnotu
L(p) = sup{L(p, D); D déleni intervalu [a, b]},

kde pro déleni D = {z;}!' , definujeme
L(p, D) =Y lle(zim1) = o(i)] -
i=1

Véta 2.29 (délka kiivky). Necht ¢ = (p1,...,¢n) : [a,b] = R™ je kiivka. Pak plati

b
L) = [ @2+ (a2



Dikaz. Bez Dk. O

Piiklad. (a) Je-li p(t) = [cost,sint], t € [0, 27|, pak

L(p) = /027r V/(=sint)? + (cost)2 dt = /027r 1dt = 2.

(b) Je-li f spojité diferencovatelna funkce na [a,b], pak parametrizace jejiho grafu pomoci

o(t) = [t, f(1)], t € [a,b], dava, Ze délka grafu funkee f je rovna [ /1 + (f/(1))2 dt.
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