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2.4 Aplikace určitého integrálu

Věta 2.28 (integrální kritérium). Nechť f je nezáporná nerostoucí spojitá funkce na [n0,∞),
kde n0 ∈ N. Nechť pro posloupnost {an} platí an = f(n), n ≥ n0. Pak

∑∞
n=n0

an konverguje
právě tehdy, když

∫∞
n0

f(x) dx konverguje.

Důkaz. Bez Dk.

Příklad. Ukažte, že řada
∑∞

n=2
1

n logn diverguje.

Řešení. Položme f(x) = 1
x log x , x ∈ [2,∞). Pak f je nezáporná spojitá a nerostoucí na [2,∞).

Protože ∫ ∞

2
f(x) dx =

∫ ∞

log 2

1

t
dt = [log t]∞log 2 = ∞,

řada
∞∑
n=2

1

n log n
=

∞∑
n=2

f(n)

diverguje podle Věty 2.28.

Definice. Nechť n ∈ N a x ∈ Rn. Normou vektoru x = (x1, . . . , xn) rozumíme hodnotu

∥x∥ =
√

x21 + · · ·+ x2n.

Definice. Křivkou budeme rozumět zobrazení φ : [a, b] → Rn (n ∈ N, a, b ∈ R, a < b) takové,
že φ = (φ1, . . . , φn) je třídy C1, tj. φ′

i jsou spojité na [a, b], přičemž v krajních bodech [a, b]
uvažujeme příslušnou jednostrannou derivaci. Geometrickým obrazem křivky φ rozumíme
množinu ⟨φ⟩ = φ([a, b]) ⊂ Rn.
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Příklady. (a) Jednotkovou kružnici v rovině lze vyjádřit křivkou φ(t) = (cos t, sin t), t ∈
[0, 2π].

(b) Graf funkce f na intervalu je křivkou popsanou zobrazením φ(t) = [t, f(t)], t ∈ [a, b].
(c) Geometrický obraz křivky lze často parametrizovat různými zobrazeními φ, například

graf funkce f(x) = x
2
3 , x ∈ [−1, 1] lze popsat také jako φ(t) = (t3, t2), t ∈ [−1, 1].

Definice. Nechť φ : [a, b] → Rn ke křivka. Její délkou rozumíme hodnotu

L(φ) = sup{L(φ,D);D dělení intervalu [a, b]},

kde pro dělení D = {xi}ni=0 definujeme

L(φ,D) =

n∑
i=1

∥φ(xi−1)− φ(xi)∥ .

Věta 2.29 (délka křivky). Nechť φ = (φ1, . . . , φn) : [a, b] → Rn je křivka. Pak platí

L(φ) =

∫ b

a

√
(φ′

1(t))
2 + · · ·+ (φ′

n(t))
2 dt.
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Důkaz. Bez Dk.

Příklad. (a) Je-li φ(t) = [cos t, sin t], t ∈ [0, 2π], pak

L(φ) =

∫ 2π

0

√
(− sin t)2 + (cos t)2 dt =

∫ 2π

0
1 dt = 2π.

(b) Je-li f spojitě diferencovatelná funkce na [a, b], pak parametrizace jejího grafu pomocí
φ(t) = [t, f(t)], t ∈ [a, b], dává, že délka grafu funkce f je rovna

∫ b
a

√
1 + (f ′(t))2 dt.
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