Kalkulus 1 - letni semestr 20252026

Vielé diky prof. Lubosi Pickovi za poskytnuti jeho predndsky v TgX.

1 Taylortv polynom

1.1 Zakladni vlastnosti
Definice. Necht f je funkce, a € R, n € N a existuje vlastni £ (a). Pak polynom T,{’a,
definovany pro kazdé x € R predpisem

T(w) = F(a) + F (@) —a) + o @) (@ —af 4+ - O a)(w — a)"

nazyvame Taylorovym polynomem funkce f v bodé a fadu n.

Umluva. Vyraz (z — a)? chapeme jako 1, a to i pro 2 = a. Symbolem O rozumime f a
symbolem Tg’a rozumime f(a).

Priklad.
R

Tez,Ozl £ _ - [ e
5 trt ottty Tyt
sinz,0 71; &71‘7 2
L =gt gt

Poznamka. Necht f je funkce, a € R, n € N a existuje vlastni () (a). Potom (Tﬂ:’a)’ = Tg:l.
Méame

(Tf(@)) = FapfHape—ait g 1 (@)2(e—a)+ g 1" (@3 -0+ 7= Py =)

a zaroven

T (@) = f'(a) + f'(a)(@ — a) + %f”’(a)(as —a)’ 4 F™(a)(x — a)" L.

(n—1)!

Véta 1.1 (Peantv tvar zbytku). Nechf f je funkce, a € R, n € N a ezistuje viastni f(a).
Potom
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Diikaz. Pouzijeme matematickou indukei podle n. Necht n = 1. Potom plati

o S@ =T L @) = (f(a) + (@) —a)

r—a Tr—aQa Tr—a Tr—aQa T—a Tr— a

= f'(a) ~ f'(a) = 0.

konec 1. prednasky (18. 2. 2026)

Necht n € N, n > 1. Pfedpokladejme, Ze existuje vlastni (") (a) a tvrzeni véty plati pro
n — 1. To znamena, Ze pro kazdou funkci g takovou, Ze existuje vlastni g(”_l)(a), plati

_glx) =T (x)
lim ——— —— =~
z—a (x—a)"!

=0.

Tento predpoklad vyuZijeme pro g = f’. Vime, Ze funkce f’ ma v bodé a vlastni (n — 1)-ni
derivaci, nebot (f')*~Y(a) = £ (a) € R. Podle indukéniho piedpokladu tedy plati

oy £10) = T ()
T—a (1‘ — a)n—l

= 0. (1)

Funkce f je spojita v bodé a, nebot existuje vlastni f/(a). Funkce T je polynom, a tedy je
také spojitd v bodé a. Z toho plyne, Ze muzeme vyuzit L’Hospitalova pravidla. Dostaneme

(f@) - T @)

z—a (gj — a)" r—a ((:C _ a)"),

f@) =T @) _ | F@) =T ()

r—a (x —a)" a—a  n(x — a)"—l =0

Tim je tvrzeni dokézano. O

Lemma (aproximace polynomu). Necht @Q je polynom, n € N, stQ <n,a € R a

lim 762@)

T—a (z — a)n =0.
Pak Q je nulovy polynom.

Diikaz. Pfedpokladejme, Ze polynom @ neni nulovy. ProtoZe mé ) v bodé a kofen, nalezneme
k€ {1,...,n} a polynom R takovi, 7e Q(z) = (x — a)*R(z) a R(a) # 0. Odtud plyne, Ze

0= tim 28 _pp, @

a—a (r —a)?  a—a (x —a)?

Posledni limita ale bud neexistuje (je-li & < n a n—k je liché), nebo je nevlastni (je-li k < n a
n—k je sudé), nebo je vlastni a nenulova (je-li k = n). Ve vSech ptipadech dostavame spor. []
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Véta 1.2 (jednozna¢nost Taylorova polynomu). Necht f je funkce, a € R, n € N, existuje

vlastni {7 (a) a P je polynom splitujici st P < n a

f(z) = P(x)

s
Potom P = Tr{’a.
Diikaz. Podle Véty 1.1 vime, Ze

lim w =0.

z—a (x —a)”

Podle véty o aritmetice limit tedy plati

p T @) = P(a) _ (TJ%) —f(x) @)= P(x)) Coto—o

T—a (x — a)” T—a

@—an | (w—an

Dale plati st (TJ’“ - P) < n, a tedy je podle lemmatu TJ’“ — P nulovy polynom.

O

Véta 1.3 (Lagrangetuv tvar zbytku). Necht f je funkce, n € N, a,z € R, a < z, a f md v
kazdém bodé intervalu |a, x| vlastni derivaci Tadu (n+ 1). Potom existuje & € (a,x) takové, Ze

1
(n+1)!

flx) =TI (2) = FOD () (2 — a)" L.

Diikaz. Definujme funkci F': [a, z] — R predpisem

P = £0) = (10 + O =04+ OO 1)

(2)

Funkce F' je spojitd na [a,z] a ma vlastni derivaci v kazdém bodé intervalu (a,z), nebot
v8echny funkce vystupujici v definici F' maji vlastni derivaci v kazdém bodé intervalu [a, x].

Polozme
(p(t) = (J" - t)n+17 te [avx]'

Funkce ¢ je spojita na [a, z] a na (a,x) ma vlastni nenulovou derivaci. Podle Cauchyovy véty

nalezneme ¢ € (a, z) takové, ze

konec 2. prednasky (20. 2. 2026)

Zvolme t € (a, z). Potom

F(t) = (£ + F(0) - (-1 + /(0@ — 1)+ 5o (0(-2) (@ — 1) + o 7 () — 1)

1
ot G @ - 1))
1

R AR
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a dale
¢(t) =—(n+1)(x—t)"

Dosadime-li t = £, dostaneme

FI(6) = —— [ (@)@ — 6", J(€) = —(n+1)(z— )"

n!

Ziejmeé plati F'(z) =0 a F(a) = f(z) — T,{’a(z:), dale

o(x) =0, pla) = (z —a)"*.
Odtud dostavame Fz) — Ty{,a(aj) _ 1 Flt)(
A
tedy
Fla) - TIo(@) = (nil)!f(wrl)(g)(q: )™+,

1.2 Symbol ,,malé o*

Definice. Necht f a g jsou funkce a a € R*. Rekneme, Ze f je v bodé a malé o od g, znacime
f(z) =o0(g9(x)), z — a, jestlize plati

Poznamky. (a) Vyraz ,,f(z) = o(g(x)), © — a“ chapeme jako jeden symbol. Znaménko
rovnosti zde neznaéi standardni rovnost mezi redlnymi ¢isly nebo funkcemi.
(b) Tvrzeni Véty 1.1 je moZné zapsat ve tvaru

f(x) = T%x) = o((z — a)"), = —a.

(¢) Symbol f(x) =o(1), x — a, znamena, Ze lim,_,, f(z) = 0.
(d) Symbol o lze pouzit i pro jednostranné limity.
(e) Pokud nebude hrozit nedorozuméni, budeme symbol x — a vynechavat.

Poznamky. Plati napriklad

(%), z — 0,
(%)

o\

3 = o(x
2

T , T — 00,

e ¥ =o(z%), x - oo prokadé a €R,

1 —z =o(arccosz), x — 1_,

Véta 1.4 (aritmetika malého o). Necht a € R*.

(a) Jestlize fi1(z) = o(g(z)), z = a a fa(z) = o(g(x)), = — a, potom fi(z) + fo(x) =
o(g(z)), z — a.
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(b) Jestlize fi(z) = o(g1(x)), x = a a fo(z) = o(g2(2)),  — a, potom fi(z)fa(x) =
o(g1(@)g2(w)), ® —> a.

(c) Jestlzze f1 =
potom fi(x (g

(d) Jestlzze f( ) = o(g1(2)), z — a alimy_q Z;g) je vlastni, potom f(x) = o(ga2(z)),
T — a.

(e) Jestlize f(z) = o(g(x)), x — a a h je omezend na jistém prstencovém okoli bodu a,
potom h(z) f(z) = o(g(x)), z — a.

(f) Jestlize a € R, mn € NU{0}, m < n, a f(z) = o((z — a)"), * — a, potom
f(@)=o((zx—a)™), z — a.

(g x ) T — a a fo je nenulovd na jistém prstencovém okoli bodu a,
(z)fo(z)), z — a.

Diikaz. Vsechna tvrzeni plynou z véty o aritmetice limit. O

Véta 1.5 (malé o a skladani). Necht a,b € R*, necht ¢ je funkce definovand na néjakém
prstencovém okoli bodu a a necht f a g jsou funkce definované na néjakém prstencovém okoli
bodu b. Predpoklddejme, Ze plati f(y) = o(g(y)), y — b, alim,_q p(x) = b. Necht ddle existuje
6 €R, § >0, takové, Ze

Va € P(a,d): p(x) # 0.

Potom f(p(x)) = o(g(e(x)), z — a.

Diikaz. Tvrzeni plyne z véty o limité sloZené funkce (P). O

konec 3. prednasky (25. 2. 2026)

1.3 Taylorovy a Maclaurinovy fady elementarnich funkci

Definice. Necht f je funkce, a € R a funkce f ma v bodé€ a derivace vSech fadi. Potom fadu

Zn'f") )z —a)", zeR,

nazyvame Taylorovou fadou funkce f o stfedu a. Ve specidlnim piipadé a = 0 mluvime
o Maclaurinové radé.

Poznamka. V souvislosti s Taylorovou fadou funkce f nés zajima zejména platnost rovnosti

Zn,f x_a) ’ (3>

pro n&jaka z,a € R, tj. zda je nekonecné fada pro dané x konvergentni a eventualné zda je
jeji soucet roven f(x). Samotna konvergence Taylorovy fady pro kazdé x € R vSak platnost
vztahu (3) jesté nezarucuje. Prikladem je funkce

6_1/“”2, x #0,
e

jejiz vSechny derivace v bodé 0 jsou rovny 0, takze soucet jeji Taylorovy fady je konstantni
nulova funkce, ackoliv f(x) # 0 pro  # 0. V mnoha piipadech lze ale funkei vyjadiit jako
soucet jeji Taylorovy rady alespon na jistém intervalu.
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Véta 1.6 (Taylorova fada funkce exp). Plati

(e 9] n

x
exp(zr) = Z o Pro kazdé x € R,
n=0

Diikaz. Funkce exp mé v bodé 0 derivace v8ech fadi a plati exp(")(O) = 1 pro kazdé n €
N U {0}. Zvolme = € (0,00) a n € N. Potom podle Lagrangeova tvaru zbytku nalezneme

&n € (0,2) takové, Ze plati

k=0
Tedy
n
eXp( ) _ Z xik — eXp(E )xn+1 exp(w)xn—i_l
— k! (n+1)! (n+1)!
Protoze 41
n
i exp(x)x o,
n—00 (n —+ 1)'
plyne odtud vztah
o0 :En
exp(z) = Z oy
n=0

Pro z € (—00,0) lze tvrzeni dokazat obdobné. Pro z = 0 tvrzeni plati zfejmé. Tim je dokazano
tvrzeni véty pro funkci exp. O

Poznamka. Na prednasce jsme téz ukazovali konvergenci fady » % pro kazdé x € R.

Prox =0matadatvar 1 +0+0+0+4---, tedy je zfejmé konvergentni.
Pro z € R\ {0} polozme a,, = "% Pak z d’Alembertova kritérie pro absolutni konvergenci

|',L,‘7L+1

mame
. An+1 . n+1)! . x
lim — lim < ,n) =1l L = 0.
n—0o0 QA n—o00 |x\' n—oo N + 1
n.

Tedy z d’Alembertova kritéria fada absolutné konverguje, tedy konverguje.
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1.4 Taylortiv rozvoj elementarnich funkci v 0

sinz T — %:;-Q-é—#-l—'“—l—(—l)"éi:ff, + o(x?7+2) Zfzo(—l)"% x € (—00,00)
cos -G+ =5+ 4 (1) &y + o(a?™+) S ()" S @ € (=00,00)
tan z T+ 103+ Zab 4+ Jla” 4 v (-5.%5)
e” 1+a+ %+ 5+ + 27 +o(a™) Yoo B @ € (~00,00)
(l+o) | 2=t g = E e+ () o) o (e (-1.1]
+ l+az+22 423+ 42" +o(a") Yo z e (-1,1)
" | pole | e Phe L G o sooo  lenay 0> 0,2 € (—00,00)
Wi | 2fat R4 gD o] 4 o) 2y e ze(~1,1)
(1+2) L+ Do+ (a2 + (5)a® + -+ ()" + o(z™) S (F)am reR,xe(-1,1)
neboli 1+rx+ T(T D) ;2 + 4 T(r*l)';l(ffnﬂ)m"
mesiny | et 32T 1T 4 b | S e | e
mecons | §-o- 48 - 418 - HRE b o) | For, B | ae (1)
arctan x T — ? + % — % 4+ (—1)”52::11 + o(z?+?2) Yoo (—1)"21"_: x € [-1,1]
sinh z x+ 2—? + ’ﬁ)—? +oet (2:::), + o(z?+2) > % x € (—00,00)
cosh z 1+ %T + % 4t é:;! + o(x?t1) i % x € (—00,00)
<r> :r(r—l)...(r—n‘i‘l) ATCCOST = — — arcsin &
n n! £
(2n)!' = (2n)(2n — 2)---2 arccot r = 5~ arctan x
Cn—1)'=2n—-1)2n—-3)---1
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2 Integral

2.1 Primitivni funkce

Definice. Necht I je neprazdny otevieny interval a f: I — R. Rekneme, Ze funkce F: I — R
je primitivni funkce k funkci f na I, jestlize pro kazdé x € I existuje F'(z) a plati F'(z) =

f(@).

Poznamka. (a) Necht F' je primitivni funkce k funkci f na otevieném intervalu I. Potom F'
je na I spojita, nebot ma dle definice v kazdém bodé I vlastni derivaci.
(b) Existuji funkce, které na jistém intervalu nemaji primitivni funkei (napft. sign na R).
(c) Hledani primitivni funkce nazyvame integraci a primitivni funkci nékdy oznacujeme
jako neurdity integral.

Véta 2.1 (jednozna¢nost primitivni funkce az na konstantu). Necht I je otevieny interval,
LFEG: I —>Ral aG jsou primitivni funkce k funkci f na I. Potom existuje ¢ € R takové,
Ze pro kazdé x € I plati F(x) = G(x) + c.

Diikaz. Definujme funkci H: I — R predpisem H(z) = F(z) — G(z),z € I. Potom H'(x) =
f(x) — f(z) =0 pro kazdé x € I, a tedy je H konstantni na I. O

Znaceni. Fakt, Zze F je primitivni funkce k f na nepriazdném otevieném intervalu I, znac¢ime
symbolem

/f(:c)dx < F(z), z€el,
pripadné
/f(:c)dsz(x)—FC, rzel CeR.
Symbol [ f(z)dx ozna¢uje mnozinu vSech primitivnich funkef na k f na I.

Poznamka. O spravnosti nasledujicich vzorcu se lze piresvédéit zderivovanim:
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F kde poznamka
1 T R
xn+1
x" R n prirozené ¢i nula
n+1
xz+1
z° 241 (—00,0),(0,00) z # —1, celé zaporné
maJrl
x® T (0, +00) a # —1, realné
1 log |z (—00,0),(0,00) pfirozeny logaritmus
er e* R
aI‘
a”® R a>0,a#1
loga
sin —CosxT R
cosT sin x R
1
p— tgx (—g—i-kw,%—l—kﬂ),k:EZ
1
—— cotg x (km,(k+1)m), k€ Z
sin® x
; i (-1
—_ arcsin —
V1—x? ’
: (-1
e arccos T —
V1—2? ’
1
1+ 22 arctan x R
1
—m arccot x R
sinh x cosh x R
cosh x sinh z R
1
sinh? z —cothz (=00,0), (0, 00)
1
cosh? z tehz R
1 1 142
1— 22 5111)@ (—007—1),(—1,1),(1,00)
1
T In|z + \/m] R
e+ 1
1
W In|z 4+ Va2 — 1| (—o0,—1),(1,00)
2 —
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konec 4. prednasky (27. 2. 2026)

Nasledujici tvrzeni uvedeme zatim bez dikazu, podrobny dikaz bude uveden pozdéji.

Véta 2.2 (spojitost a existence primitivni funkce). Necht I je otevieny interval a f: I — R
je spojita. Potom f md na I primitivni funkci.

Poznamka. Polozme

2zsini —cos2  pro z € R\ {0},
0 pro x = 0,
Flz) = z?sinl  proxz e R\ {0},
0 pro x = 0.

Potom pro [ f(z)dx £ F(z), z € R, takze f ma primitivni funkci na R, ale f neni spojita na
R, nebot lim,_,¢ f(z) neexistuje.

Poznamka. Véta 2.2 iika, Ze spojita funkce na otevieném intervalu ma vzdy primitivni funkci.
Ne vzdy je ale mozno tuto primitivni funkci vyjadrit pomoci elementarnich funkeci — presnéji
pomoci konecného poctu s¢itani, nasobeni, déleni a skladani elementarnich funkei. Tuto vlast-
nost mé napiiklad funkce 6_3”2, dikaz vSak neni snadny.

Véta 2.3 (linearita primitivni funkce). Necht funkce f md na otevieném intervalu I primitivni
funkci F, funkce g md na I primitivnt funkci G a o, B € R. Pak funkce aF + 8G je primitivni
funkci k af + g na I.

Diikaz. Plati
(aF(2) + BG(x)) = aF'(z) + BG (z) = af (z) + By(x)

pro kazdé x € I. Odtud plyne tvrzeni. O
Véta 2.4 (integrace per partes). Necht I je otevreny interval a f: I — R je spojitd, F je
primitiong funkce k f na I a G je primitivni funkce ke g na I. Pak plati

/ (@) F(x) dz = G(x)F(x) — / G(2)f(z)dz, wcl. (4)

Diikaz. Funkce G je spojita na I, takze i funkce fG je spojita na I. Ma tedy primitivni funkci
na I dle Véty 2.2. Uvazujme funkci tvaru GF — H, kde H je primitivni ke G f. Pak pro kazdé
xelje

(GF — H)'(z) = g(2)F(z) + G(z) f () — G(z)f(z) = g(x)F ().

Tedy

Priklad. Spoc¢téte primitivni funkei k funkei ze® na (—oo, 00).
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Reseni. Ve Véte 2.4 polozme f(x) = 1, F(z) = z, g(x) = €* a g(z) = ¢*. Dostaneme
/a:ex dx = /g(:):)F(x) dx = G(x)F(x) — /G(x)f(x) dx
= ze® — /em dr = e*(xz —1), x € (—00,00).

Priklad. Spoctéte primitivni funkei k funkei logz na (0, 00).

Reseni. Ve Véte 2.4 polozme f(x) = 1 F(z)=logz, g(z) =1 a G(z) = z. Dostaneme

t/bgwmﬁ:/&-ngmﬁ:/g@ﬂ%@dm
:mmm@—/awﬂmm
:xlogm—/lda;ém(logx—l), x € (0,00).

Nasledujici priklad ukazuje, ze v nékterych pfipadech pii hledani primitivni funkce meto-
dou per partes musime vyfteSit funkcionalni rovnici.

Priklad. Spoctéte primitivn{ funkci k funkci e® sinz na R.

ReSeni. Z véty o vztahu spojitosti a existence primitivni funkce (Véta 2.2) plyne, Ze funkce
e’ sinx mé na R primitivni funkci. Dvojim pouzitim Véty 2.4 dostaneme

/e:”sin:zdaz =e’sinz — /ez cos z dz
= e”sinz — (e cosz — /ex(—sinx) dz)
=e’sinx — e cosx — /em sinz dzx.
K obé&ma stranam pricteme [ e”sinz dz. Z této rovnosti jiz plyne
v . cl . .
e’sinzdr = —e*(sinx — cosx) z € (—00,00).
2 Y 9y

Priklad. Pro n € N ozna¢me I, = [ — dx. Dokazte, Ze plati rekurentni formule

1
(1+22)

x 2n —1
L1 = I, € (—00,00).
LT on(1 + 22)n Ty (=00, 00)
Specialné tedy plati
I} = arctanz, € (—00,00)
a
I < T arctan x 2 € (—00,00).

2ita?) 2
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Reseni. 7 véty o vztahu spojitosti a existence primitivni funkce (Véta 2.2) plyne, Ze pro

kazdé n € N ma funkce m primitivni funkci na R. Z Véty 2.4 dostaneme

1 1 2z
/ (a2 )y /x( n)(1+5172)”+1 ’

UV S N S

oy T Ty
2+1-1

:x(1+x2)n+2n/(1+x2)n+ldx

:M”n(/mdﬂc—/wdx)

X
- m + QTIIn — 277,In+1.

Obdrzenou rovnici upravime

X
a obdrzime .
2TLIn+1 = m + (2n — ]-)ITL7

z které jiz pozadovany zavér plyne.

Véta 2.5 (Darboux). Necht f md na otevieném intervalu I primitivni funkci. Potom md f
Darbouzovu vlastnost na I, tj. f(J) je interval, kdykoliv J C I je interval.

Dikaz. Bez Dk. O
konec 5. prednasky (4. 3. 2026)

Poznamka. Necht [ je otevieny interval a f: I — R. Potom na I plati nasledujici implikace:
f je spojitd = f ma primitivni funkci = f ma Darbouxovu vlastnost.
Poznamka. 7 Véty 2.5 plyne, Ze funkce sgn nemé na intervalu (—1,1) primitivni funkei.

Véta 2.6 (prvni véta o substituci). Necht a,b,a, f € R*, a < b, a < 3, F je primitivni funkce
k f na (a,b), ¢: (o, ) = (a,b) a pro kazdé = € (o, B) existuje vlastni ¢'(x). Potom

/f(g@(T))gp’(T) dr = F(p(2)), =z € (a,B).

Drikaz. Podle véty o derivaci sloZzené funkce plati

(Fp(@)) = Flp(@) - ¢'(@) = f(o(a) - ¢ (x), = € (a,B),

¢imz je tvrzeni dokézano. O
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V nésledujicich ptfikladech pouzijeme pravé dokdzanou prvni vétu o substituci.

/ sin? z cos z dx.

Reseni. Polozme (a,b) = (a, 8) = (=00, 00),

Priklad. Spoctéte

f)=vy" ye(ab) a olz)=sinz, € (af)

/f —*y, y € (a,b).

Tedy dle prvni véty o substituci (Véta 2.6) plati

Potom

/sin4x ccosxdr = /f(go(:v)) @ (z)dx = ésin5 z, z¢€(a,pf).
T
Ve

Reseni. Dana funkce je spojita na celém R, existuje k ni tedy primitivni funkce na celém R. P¥i
vypoétu [ g(z)dz pouzijeme substituci y = 3+ 22, tj. funkei ¢: R — (0, +00), p(x) = 3+ 22,
nebot si viimneme, ze ¢'(x) = 2z, a tedy

Priklad. Urcete primitivni funkei k funkei g(z) =

[wmesl e

Podle Véty 2.6 je tfeba vypocitat

/\f éi y%,  y € (0,+00).

Funkce

3.
x|—>13 (3+22)2 +¢,

kde ¢ € R je libovolna konstanta, je tedy primitivni funkef k funkci g na R.

Véta 2.7 (druhd véta o substituci). Necht a,b,a,f € R*, a < b, a < 3, ¢: (o, 8) = (a,b),
pro kazdé t € (o, B) existuje ¢'(t) vlastni a nenulovd a go((a,ﬂ)) = (a,b). Nechl f je funkce
definovand na intervalu (a,b) a plati

/&w@»¢mﬁéGw,temﬂ»

/f(:c)da:éG(cp_l(x)), x € (a,b).
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Diitkaz. Funkce ¢’ je definovéana na («, 3) a podle Véty 2.5 plati bud ¢'(t) > 0 pro kazdé
t € (a, ), nebo ¢'(t) < 0 pro kazdé t € («, 3). Tedy je bud ¢ klesajici na (a, ), nebo je ¢
rostouci na (a, ). V obou z téchto piipadi existuje inverzni funkce ¢~!: (a,b) — (a, B). Pro
kazdé x € (a,b) pak plati

(Gl (@) =G (¢ (@) (¢ ()
1
= fle(e (@) (¢ (@) 57—
@' (e~ (z))
= f(x).
P1i vypoctu jsme pouzili vétu o derivaci slozené funkce a vétu o derivaci inverzni funkce. [
V nasledujicim prikladu pouZijeme druhou vétu o substituci, kterou jsme pravé dokézali.
Piiklad. Spoctéte primitivni funkei k f(z) =1 — 22 na (—1,1).
Reseni. Polozme (a,b) = (-1,1), (o, B) = (-5, 5) a
o(t) =sint prot € (a, f).

Pak ¢((a, 8)) = (a,b), pro kazdé t € (a,f) je ¢'(t) = cost # 0 a p~!(z) = arcsinx pro
x € (—1,1). Dale plati

/f(go(t))go/(t)dt—/m-costdt—/cosztdt

1 1 1
:/2(1+C052t)dtét+81n2t7 te (-5,

uy
2 4 2797

Tedy podle druhé véty o substituci (Véta 2.7) plati

1 1
/f(:c) dx = 3 arcsinx + 1 sin(2arcsinz), =z € (—1,1).
konec 6. prednasky (6. 3. 2026)

Integrace racionalnich funkci

Definice. Racionalni funkci budeme rozumét podil dvou polynomi, kde polynom ve jme-
novateli neni identicky roven nule. Racionalni funkce R(z) = g(g je definovana na libovolné

podmnoziné R, kterd neobsahuje zadny kotfen polynomu Q.

Véta 2.8 (rozklad na parciélni zlomky). Necht P, @Q jsou polynomy s redlnymi koeficienty
takové, Ze st P < st @QQ a necht

Q) = anlw — w1+ (o = o) (8% + cu + B)T - (2 + gz + )
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je rozklad polynomu Q. Pak existujz’jednoznaéné urcend redlnd cisla A}, . . A}Dl, AN A];k,
B%, C’ll,. .. ql’ C’;l, . Bi, C’i,. .. qz’ CZ takovd, Ze plati
1 k
P(.%'): A% +...+#+...+i+...+i
Q) (z—m1) (x — @17 (z — 2k) (x — @i )Pr
Bz +Cf Bpo+Cq
(z? + a1z + ) (22 + a1z + B2
Blz + Ct Bl z+C!
DL Zat TR e R {ay, ),
(22 + oqz + ) (2 4+ oy + By

Diikaz. Bez Dk. O

Poznamka (postup pii hledani primitivni funkce k funkci racionéalni). Mé&me polynomy
P a Q. Mame-li integrovat racionalni funkci P/@Q, pak postupujeme takto:

V pripadé, Ze stupen P je vétsi nebo roven stupni ), vydélime polynom P polynomem
a obdrzime rozklad

P(x)

Q(x)

kde R, Z jsou polynomy a stupeii Z je mensi nez stupeii (). Je snadné nalézt primitivni funkci

k polynomu R. Pokud je polynom Z nenulovy, nebo st P < st @), zbyva nalézt primitivni funkci

k racionélni funkci Z/Q, resp. P/Q, kde stupen ¢itatele je mensi nez stupen jmenovatele. Tuto

funkci rozlozime na parcialni zlomky podle predchozi véty. Jednotlivé parcialni zlomky pak
zintegrujeme.

Nyni si ukdZeme jak na to. Parcidlni zlomek odpovidajici redlnému kofeni a integrujeme

nasledovné:

/ldm < ﬁw na (—oo,a) a na (a,+0o0) pron > 1,
(x —a)"

log |z — al na (—oo,a) a na (a,+0o0) pron = 1.

Parcialni zlomek typu

Bx+C
@ +av+ BT
kde B,C,a, 3 € R, ¢ € N a polynom 22 4 ax + 3 nemé zadny realny kofen, integrujeme takto:

/ Bx+C B/ 2z 4+« d +
(2?2 4+ ax + B)? 3:2+oz:n—|—5)

Ba 1
(e-2) | e

I
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Integraly I a I lze spocitat nasledovné:

1
—)@Zrasspet DaRprog>1,

log(z? + azx+3) naR progq=1;

Ilo

I

1
12:/(($+a/2)2+5_a2/4)Qd1':

(501‘2/4)q/<(m/21)2+1>qu'

VB—a?/4

V posledni tipravé vyuzivame nerovnost S—a?/4 > 0, ktera vyplyva z predpokladu, Ze polynom

z? 4+ ax + B nema zadny realny kofen. Diskriminant rovnice 22 + ax + 8 = 0 je pak totiz

zaporny. Uzitim substituce y = \;}%7/22/4 prevedeme tlohu na integraci funkce typu

1
(1+y?)e
Integraci této funkce jsme si ukazali ve vySe uvedeném prikladu.
Priklad. Urcete primitivni funkei k funkci

x4+ 7
(x —2) (22 + 2z +1)

fz) =

Reseni. Budeme pracovat na intervalech (—oco, —1), (—=1,2) a (2, o0), kde je funkce f defino-
vané a spojita.
Nejprve upravime jmenovatel, dostavame

x+7 x4+ 7

(x—=2)(a2+2241) (z—2)(z+1)2

Protoze polynom v ¢itateli je mensiho stupné nez polynom ve jmenovateli, miazeme funkci f
rozlozit na D(f) na parcialni zlomky. Plati

T +7 A . B n C (5)
(x—2)(z+1)2 -2 x+1 (x+1)

Vynasobenim rovnice (5) jmenovatelem levé strany dostaneme vztah
z+7=Alx+1)?+B(x—2)(z+1)+Cx —2), (6)

ktery plati pro kazdé = € R\ {—1,2}. Polynomy jsou vSak spojité na R, a proto vztah (6)
plati pro kazdé = € R.
Koeficienty uréime dosazovaci metodou.
Dosadime x = 2 do (6):
24+ 7=A(3)%

odkud
9=94 = A=1.
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Dosadime x = —1 do (6):
—-14+7=C(-3),

tedy
6=-3C = (C=-2.

K urceni koeficientu B dosadime napiiklad x = 0:
0+7=A(1)%+ B(=2)(1) + C(-2).
Po dosazenti jiz zjisténych hodnot A =1, C' = —2 dostéavame
7T=1-2B+4,

tedy
7T=5—-2B = B=-1
Rozklad (5) ma tedy tvar

1 1 2
r—2 x+1 (z+1)%

fz) =

Zbyva nyni provést vypocet primitivnich funkci k jednotlivym parcialnim zlomkam.

1 c
dx < log |z — 2
[ <rogla =2,
/ Lo s |z + 1|
1 r = log |z ,

Proto na kazdém z intervalt (—oo, —1), (—1,2) a (2, 00) je primitivni funkei k funkei f

2
log |z —2| —log|z+ 1|+ —— +¢, kde ¢ € R.
z+1

Priklad. Urcete primitivni funkci k funkci

20t — dx + 4
@)= x(2? + 22 + 2)?

ReSeni. Protoze polynom v Gitateli je menstho stupné nez polynom ve jmenovateli, mizeme
funkei f rozlozit na D(f) na parcilni zlomky. Plati

20t —4x + 4 A Bx +C Dx+ F

== . 7
(22 + 22 4 2)? x+x2+2x+2+(1‘2+2x+2)2 (M)

Vynasobenim rovnice (7) jmenovatelem levé strany dostaneme vztah
204 — 4o 4+ 4 = A(2® + 22 4 2)? + (Bx + C)z(a® + 22 4 2) + (Dz + E)z, (8)

ktery plati pro kazdé x € R\ {0}. Polynomy jsou vsak spojité na R, a proto vztah (8) plati
pro kazdé xz € R.
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Rozepiseme
(2? + 22 + 2)? = 2* + 42° + 827 + 8z + 4.

a roznasobime. Dostavame:
2zt —dx +4 = A(x* + 423 + 822 + 8z + 4) + B(a* + 223 + 22%) + C(2® + 222 + 22)
+ Dz? + Ex.

Po porovnani koeficienti u stejnych mocnin x dostaneme soustavu

zt:2=A+ B,
23:0=4A+2B+C,
2?:0=8A+2B+2C + D,
s —4=8A+2C+E,
20 4 = 4A.

Z posledni rovnice mame A = 1. Z prvni rovnice tedy B = 1.
Z druhé rovnice
0=41)+2(1)+C=6+0C,

tedy C = —6.

Ze treti rovnice
0=81)+2(1)+2(-6)+D=8+2—-124+D=-2+D,

odkud D = 2.

Ze Ctvrté rovnice
—4=8(1)+2(-6)+E=8—-124+F=—-4+F,

tedy E = 0.
Rozklad (7) ma tedy tvar

1 r—6 2z

f@) = e e T @y
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Zbyva nyni provést vypocet primitivnich funkei k jednotlivym parcidlnim zlomkam.

1 .
/xdaz:logkv, x € (—00,0) ax € (0,00),

/ z—06 d 1/ 20 — 12 d 1/2x+2—2—12d
22 + 27 + 2 2 ) 22+42x+2 2 22 + 21 + 2
1 2 2
:/”ﬁlc—i'agg,g_/7ag:,3
2] 2242 +2 24 2x+2

1 7
=1 242 2lde — | ————d
5 oglz® + 2z + 2| dx /1+<x+1)2 x

1
< 3 log (2% 4 2x + 2) — Tarctan(z + 1),

/%dxfwdx_/de
(22 +2x+2)2 " ) (22422 +2)2 (22 + 22 + 2)2

o [
(22422 +2) (1+ (z+41)%)?
1 z+1

— _ — arct 1).
F s Ziosyo  Mctan(z+l)

Posledni integral jsme vyfesili pomoci substituce y = (x + 1) a pomoci vzorce z predchozi
. 1 c t

kapitoly [ T2 = 2(1J7er2) + arc2any’ y € (—00,00).
Po se¢teni dostavame, Ze na kazdém z intervali (—o0,0) a (0,00) je primitivni funkei

k funkci f kterékoliv z funkci

xr+2

_rre € R
24+ 2x+2 te e

1
log |z| + §1og(:1:2 + 2z + 2) — 8arctan(z + 1) —

Trigonometrické substituce

Definice. Polynomem dvou proménnych rozumime funkci
n
i
[-fU,y] = Z Q5T yja
1,j=0

kde n € NU{0}, a;j; € Rproi,j € {0,...,n}. Racionalni funkci dvou proménnych rozumime
podil polynomu dvou proménnych, kde polynom ve jmenovateli neni identicky roven nule.

Znaceni. Az do konce tohoto oddilu budeme symbolem R znacit racionalni funkci dvou
proménnych.

Poznamka. Necht R je racionalni funkce dvou proménnych a I je otevieny neprazdny inter-
val. Uvazujme integral tvaru

/R(Sin x,cosx)dx, xel, 9)

pricemz integrand je definovan na intervalu I. Pro prevedeni ilohy na integraci racionalni
funkce lze pouzit jednu z nasledujicich substituci.
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1. Jestlize R(sinz, —cosz) = —R(sinz,cosz), potom lze uzit substituci y = sinz. Pak
dy = cosxz dx.
2. Jestlize R(—sinz,cosz) = —R(sinx,cosz), potom lze uzit substituci y = cosx. Pak

dy = —sinx dx.

3. Jestlize R(—sinz, —cosz) = R(sinz,cosx), potom lze uzit substituci y = tgz, je-li
xr € (=5 +kn, 5 + kn), kde k je celé ¢islo. Transformacni vatahy jsou

1 d .2 3/2 2 1 . )
v, sin“z = ———, cos’r = —, sinxcosz = 5
1+y 14y 14y

(10)

do=
R

4. Vzdy lze uzit substituci y = tg §, je-li x € (—m+2knm, 74-2k7), kde k je celé ¢islo. Pokud
ale lze uzit nékterou z vySe uvedenych substituci, davame ji prednost. Transformaéni
vztahy maji podobu

2 2y 11—y

dx = ]_+y2 dy, Sinxzm,

(11)

5. Misto (3) lze uzit i y = cot z, je-li © € (0+ km, m+ k), kde k je celé ¢islo. Transformaéni
vztahy maji podobu

-1 1 2
5 dy, sin®z = — cos? x = Y
ye+1 1+y

. _ Y
112 51nxcosa:—1+y2
(12)

dx =

6. Misto (4) lze uzit i y = cot §, je-li z € (04 2k, 27 4 2k7), kde k je celé ¢islo. Transfor-
mad¢ni vztahy maji podobu

-2 2y 1—y?

dx = Wdy, sinz = Tzﬂ, COSI’Z—W.

(13)

konec 7. prednasky (11. 3. 2026)

Véta 2.9 (o lepeni). Necht f, F jsou spojité funkce na otevieném intervalu I, ¢ € I a nechl
F'(z) = f(z) prox € I\ {c}. Pak F' = f na I.

Drikaz. Tvrzeni ihned plyne z véty o limité derivaci. O
Piiklad. Spoctéte fmdx

Reseni. Pouzijeme prvni vétu o substituci (Véta 2.6) s o(x) = tgz, (a, f) = (=§+km, 5+km),
k€Z, a(a,b) = (—00,00). Potom ¢'(z) = —L— je vlastni na (a, 3) a ¢((a, B)) = (a,b). Jest

cos?

2 Z/2

sin“x = 1+y2'
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Jest dale dx = ledy. Pocitame tedy integral

1 1 1 e 1
. dy—/dy—arctan(\/iy), y € R.
/1+1_{"y2 1+ y? 1+ 2y? V2

Podle prvni véty o substituci (s f(y) =

ﬁ, (NS R) tedy plati

1 1
/mmzxd”f:ﬂ”“anmtgx”%’ ve(~gthm g bhn) keZ (1)

Funkce ———— je ale spojitd na R, a tedy dle Véty 2.2 ma na R primitivnf funkei. Polozme
F()———1 arcta (\/ﬁt )+ 6(77+k777+k7r) keZ
T rctan T)+c T .
\/*2 g k> 2 9 2 )
Potom

i T4 lim F(z)+ u
= —— + ¢, im F(x)+c¢=——=
z—)%7 2\/§ 0 x—)%+ ! 2\/§

Odtud ¢; = ¢g + % Analogicky pak cpy1 = ¢ + % Tedy celkem ¢ = ¢ + kﬁ'

+c1.

PoloZzme

+kZ=4cy, xz€(kr—T kn+ %),
G(w):{ (@) vz T ( 2 2) keZ,co €R.

5 thjs e, x=3+km
Pak G je spojita funkce na R a v kazdém bodé z € R\ {§ + km;k € Z} plati G'(z) =
(1 +sin?x)~!. Diky Véte 2.9 tedy G’(z) = (1 + sin?2)~! plati v kazdém bodé z € R. Odtud
plyne, Ze
1
/d:c =G(z), zeR.

1+sin?z

2 ax+b
Integraly typu R(a:,q cx+d>

Poznamka. Pri integraci funkce R(a: { a”b) kde g € Nadislaa, b, c,d € R spliuji ad—be #

q/ ax+b

cztq Pro prevod na integraci racionalni funkce.

1 /
/ m+1dm.
V-1

Reseni. Funkce 1, /242 je definovéna na intervalech (—oo, —1) a (1,00) a je na nich spojita.

0, 1ze uzit substituci t =

Priklad. Spoctéte

Na nich tedy budeme hledat primitivni funkci. Polozme

= r+1
r—1
Pak )
t +1
= (1),

2-1
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pti¢emz @: (0,1) — (=00, —1) a ¢: (1,00) — (1, 00) jsou bijekce s nenulovou derivaci. Jest

—4t
= 1 1 .
dz o) dt, t€(0,1) nebot e (1,00)

Podle druhé véty o substituci dostaneme integral

2 -1 —4t —4t?
I= t dt = dt.
/t2—l—1 (t2—1)2 /(t2+1)(t2—1)

Rozkladem na parcialni zlomky zjistime, Ze

42 1 1 2

(t2 4+ 1)(t2 — 1) P R I

Tedy
I =log|t+ 1| —log|t — 1| — 2arctant, t & (0,1) nebo t € (1,00).

Zavérem dostavame

M_F

1 [z+1 T +1 1
/ Tt dz £ log | 2= | — 2arctan T na (—oo,—1) a (1, 00).
zVaox—1 [z+1 _ 4 rz—1
z—1

Integraly typu [ R(z,Vaz?+ bz + c) dv

Také integraci funkce R(m, Vax? + bx + c), kde R je racionalni funkce dvou proménnych, lze
prevést na integraci racionéalni funkce. Necht tedy a,b,c € R, a # 0, a I je neprazdny otevieny
interval obsazeny v definiénim oboru funkce

g(z) = R(x, Vaz? + bz + ).

V zavislosti na vlastnostech polynomu ¢(z) = az?+bx+c mizeme pro pievod pouzit nasledujici
postup.

(a) Predpokladejme, %e ¢ ma dvojnasobny realny kofen «. Pak plati ¢(z) = a(z — ).
Interval I je neprazdny, a proto a > 0. Pak plati

Va(z) = Valr — o, T € R,

a ¢ je tedy na kazdém z intervalia I} = (—oo,a) N1, Is = (o, 00) N I funkei racionalni. Potom
na I; a I, miZeme nalézt primitivni funkci diive uvedenym postupem. Pokud « € I, pak
primitivni funkci na I obdrzime tak, Ze nalezneme primitivni funkci F7 na intervalu I; a
feSeni F5 na intervalu I». Potom slepime F a Fb + ¢, tak, abychom dostali spojitou funkci na
I, ktera bude primitivni ke g na 1.

(b) Predpokladejme, Ze a < 0. Pak ma ¢ dva realné kofeny, jinak by byl defini¢ni obor g
prazdny. Oznacme tyto kofeny oy a ao, pficemz oy < ag. Pro kazdé = € (o, ag) plati

\/Q(CU) = \/a(37 —ay)(z —ag) = V—a(z - 041)\/ jz__of-

Tato rovnost ukazuje, Ze funkci g lze na intervalu I, ktery je podmnozinou (aq, ) psat ve
tvaru, ktery byl uveden v pfedchozim oddile.
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konec 8. prednasky (13. 3. 2026)

(c) Pfedpokladejme, Ze a > 0 a polynom ¢ nemé dvojnasobny realny koten, tj. b2 —4ac # 0,
pak lze pro pfevod na integraci racionalni funkce pouzit substituci

o(z) = Var2 +bx+c—+ar, zel.

Pro z € I plati
2ax + b

/
x) = —
2@ 2vVaz? +br+c
a odtud snadno diky predpokladu b? — 4ac # 0 ovéifme, Ze ¢'(x) # 0 pro kazdé x € I. Funkce
¢ je tedy na I ryze monotonni, p(I) je otevieny interval a inverzni funkce k ¢ méa tvar

a

c—t2

- 2\/at — b’
Vypocitejme derivaci funkce o=t Pro kazdé t € D(p~1) plati

, —2y/at? + 2bt — 2c\/a
(1Y) = 2

e (1) tep().

Dale muzeme vyjadrit

ValeT0) = a4

goy (1) = R(¢™ (1), Valp1(1)).
Odtud plyne, Ze funkce (gop™1)- (1) je racionalni funkce definovana na otevieném intervalu
o(I). Je-li G jeji primitivni funkce na (1), je G o primitivni funkce ke g na I. Pravé uvedena
substituce se vétsinou zapisuje ve tvaru

Vazr?+br +c=+axr +t,

ktery se i 1épe pamatuje.
1
dx.
r+vVri+ax+1

Reseni. Symbolem g oznacme integrand. Potom D(g) = (—o0, —1) U (—1,00) a g je spojité
na D(g). Vyraz pod odmocninou je kladny na celém R, pouZijeme tedy substituci

Val+z+l=a+t.

Priklad. Spoctéte /

Tedy

2 -1 2 —t+1
r=-——), dr = 20—t 1
1— 2t (1—2t)2

Potiebujeme jesté vyjadrit v nové proménné t vyraz V2 + x + 1, coZ je jednoduché:

2 —1
Valt+z+l=ac+t= +t.

1-2¢
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Nyni provedeme substituci a dostdvame po tpraveé
212 — 2t + 2
/ e
(t—2)(2t—-1)

V ziskané racionalni funkci je stupen polynomu v Citateli stejny jako stupen polynomu ve
jmenovateli, musime tedy nejprve provést déleni:

3t

(2t2—2t+2):(2t2—5t+2):1+m.

Druhy séitanec rozlozime na parciélni zlomky a dostaneme

22 — 2t + 2
dt= [ ldt+2 [ —odt— [ o ——adt
/( —2)(2—1) / */ /2t—1
ét+2log|t—2\—§log|2t—1|

na intervalech (—oo, 1), (3,2) a (2,00). Podle Véty 2.6 ma tedy primitivni funkce k funkei g

na kazdém z intervali (—oo,—1) a (—1,00) tvar
1
\/:U2+x—|—1—:n—|—210g\\/x2—|—x+1—:z:—2|—ilog]2\/x2—l—x+ —2r—1|+¢, ceR.

2.2 Riemanntiv integral

Definice. Necht a,b € R, a < b. Potom délenim intervalu [a, b] nazveme kazdou kone¢nou
posloupnost D = {x;}, pro kterou plati a = z9 < 1 < --- < z, = b. Body déleni D
nazyvame délicimi body D. Normou déleni D rozumime ¢&islo

v(D) = max{z; — z;_1;i € {1,...,n}}.
Rekneme, Ze déleni D’ je jemn&jsi nez D (nebo Ze D' zjemiuje D), pokud viechny délici
body D jsou obsazeny v D’'.
Znaceni. Necht f je realna funkce a M C R. Potom symbol sup,, f znaéi sup{f(z);x € M}
a symbol inf s f znadi inf{f(z);x € M}.
Definice. Necht a,b € R, a < b, a f je omezena funkce na [a, b]. Necht D = {z;}7", je n&jaké
déleni intervalu [a, b]. Potom definujeme

n

S(f,D)=> sup f-(zi—wi1)

i=1 [Ti-1,m4]
S(f,D)=>_ inf f-(x;—zi1).

i—1 [zi—1,%i]

Hodnotu S(f, D) pak nazyvame hornim Riemannovym souétem funkce f pro déleni D a
hodnotu S(f, D) dolnim Riemannovym souétem funkce f pro déleni D.

konec 9. prednasky (18. 3. 2026)
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Déle definujeme horni Riemanniv integral funkce f pfes interval [a, b] pfedpisem
— B
/ f(z) dz = inf{S(f, D); D je déleni intervalu [a, b]}
a
a dolni Riemannuv integral funkce f pfes interval [a,b] pFedpisem
b
/ f(z) dz = sup{S(f, D); D je délen{ intervalu [a,b]}.
Ja_

Definice. Necht a,b € R, a < b, anecht f je omezena funkce na [a, b]. Rekneme, ze funkce fmé4

na intervalu [a, b] Riemanniv integral, pokud fab flx)dx = f; f(z) dz. Hodnota Riemannova
integralu funkce f pres interval [a,b] je pak rovna spole¢né hodnoté fab f(z)dx a fab f(z)dx
a znaéime ji f; f(z)dx. Je-li a > b, pak definujeme f:f(x) de = — [ f(z)dz, ajelia=0b
polozime ff f(z)dz =0.

Znaceni. Necht a,b € R, a < b. Potom mnozinu v8ech funkci, které maji Riemanntv integral
na intervalu [a, b], znac¢ime symbolem R(a,b).

Poznamka. Omezenost funkce f v definici Riemannova integralu je nezbytné, protoze v
opa¢ném pifpadé by hodnoty S(f, D) a S(f, D) nemusely byt vlastni.

Priklady. (a) Necht a,b € R, a < b, a ¢ € R. Necht f: [a,b] — R je funkce definovana
predpisem f(x) = ¢,z € [a,b]. Potom fff(:n) dx = ¢(b — a), protoze pro kazdy neprazdny
interval I C [a,b] plati sup; f = inf; f = ¢, a tedy S(f, D) = S(f,D) = ¢(b — a) pro kazdé
déleni D intervalu [a, b].

(b) Necht a,b € R, a < b. Necht D je Dirichletova funkce. Potom f(fD(:c) dr =0 a

ffD(az) dx = (b — a). Riemanniv integral funkce D tedy neexistuje.

Tvrzeni. Necht a,b € R, a < b, a f je omezena funkce na [a, b]. Necht {D,,}5° ; je posloupnost
déleni intervalu [a, b] spliwjici limv(D,,) = 0. Pak

b b
/f(x)dx:nlgr{:OS(f,Dn) a /f(x)darz#iﬁ\nolOS(f,Dn).

Diikaz. Bez Dk. O

Véta 2.10 (aproximace Riemannova integralu). Necht a,b € R, a < b, f je omezend funkce
na [a,b] a posloupnost déleni { Dy }22 | intervalu [a,b] spliiuje

lim S(f,Dy) = lim S(f, Dy). (15)
Potom f € R(a,b) a plati
b

| #@)de = lim 5(7,0,) = lim S(5.D,). (16)

Dikaz. Bez Dk. O
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Priklad. Ukazte podle definice Riemannova integralu, Ze funkce f(x) = 22 spliiuje f € R(0, 1)
a spoctéte fo ) da.

Reseni. Pro n € N definujme tzv. ekvidistantni déleni D,, = {%}?:0 intervalu [0, 1]. Pak
limv(D,) = 1 =0 a plati

S(f,Dn)—zn:(n) = ngzy n(n+1)(2n + 1),

Jj=1

n

§(f,Dn)=Z(jn ) ~= nBZg 53— Dn(2n—1).

j=1
Tedy
lim S(f, D,,) =1lim S(f, D,,) = =
Dle Véty 2.10 pak mame f € R(0,1) fox diL‘—

Véta 2.11 (kritérium existence Riemannova integralu). Necht'a,b € R, a < b, a f je omezend
funkce na [a,b]. Pak jsou ndsledugjici vijroky ekvivalentni:

(1) € R(ab),

(11) pro kazZdé € > 0 existuje déleni D intervalu [a,b] takové, Ze

g(.ﬂD)_ﬁ(f?D) <e

Dikaz. Bez Dk. O

Definice. Necht I C R je interval a f je funkce definovana alesponi na I. Rekneme, ze f je
stejnomeérné spojita na I, jestlize plati

Ve>030>0Ve,yel: (lz—yl<d=|f(z)— fly)| <e).

Poznamka. Je-li funkce f na intervalu I stejnomérné spojité, pak je na I spojité.

Priklad. Necht I = (0,1) a f(z) =
stejnomérné spojita na I.

m, x € I. Dokazte, Ze f je spojitd na I, ale neni

Diikaz. Pro n € N polozme z, = % a Yp = n%rl Pak pro kazdé n € N plati |z, — y,| < % a
|f(xn) — f(yn)] = 1. Pro € € (0,1) tedy nenalezneme 6 > 0 poZadované v definici stejnomérné
spojitosti. 0

Véta 2.12 (spojitost a stejnomérné spojitost). Necht a,b € R, a < b, a f je spojitd funkce
na [a,b]. Potom f je stejnomérné spojitd na |a, b].

Dikaz. Bez Dk. O

konec 10. prednasky (20. 3. 2026)
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Véta 2.13 (spojitost a riemannovska integrovatelnost). Necht a,b € R, a < b, a f je spojitd
funkce na [a,b]. Potom f € R(a,b).

Diikaz. Funkce f je omezené na [a, b]. Zvolme € > 0. Funkee f je stejnomérné spojita (Véta 2.12),
lze tedy nalézt § > 0, takové, ze

Yo,y € [a,b]: (Jz —y| <6 = [f(x) = fY)] <e).

Zvolme nyni déleni D = {z;}I' , intervalu [a,b] takové, ze v(D) < ¢. Pak pro kazdé i €
{1,...,n} mame diky stejnomérné spojitosti

sup f< inf f+e,

[zi,l,xi] [Ti—1,2]
a tedy
S(f,D Z sup f— inf f) (i —wi1)
i=1 [.7,’1 13}1] [xz 17x2]
n
<X el mai) =elb—a)
Véta 2.11 tedy fiké, Zze f je riemannovsky integrovatelna na [a, b]. O

Véta 2.14 (monotonie a riemannovska integrovatelnost). Necht a,b € R, a < b, a f je
monotonni funkce na |a,b]. Potom f € R(a,b).

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze f je neklesajici. Pak je omezena, nebot

Ve € [a,b]: f(a) < f(x) < f(b).

Opét pouzijeme Vétu 2.11. Necht € > 0. Nalezneme n € N takové, 7e

Lo—a)(f0) - 1) <5,

n
a zvolime déleni D = {x;}? , kde z; = a + b*Tai, 1=0,...,n. Pak plati
S(f,D) - S8(f,D) = Z[ sup }f‘(ffi — 1) —Z[ inf ]f‘(fl?i — Ti1)
i=1 [Fi-1,2i i=1 i bT

—Z f@i1)) (@i — xio1)
_Z mz 1))b;a

:b;“Uw»—ﬂ@)<a

Podle Véty 2.11 tedy plati f € R(a,b). O
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Véta 2.15 (linearita Riemannova integralu). Necht a,b € R, a < b, f,g € R(a,b) a o € R.
Pak f + g € R(a,b), af € R(a,b) a plati

b

[ @+ seyar= [ @t [ g
/abaf(x)d:r:a/abf(x)dx.

Dikaz. Bez Dk. O

Véta 2.16 (Riemannuv integral a usporadani). Necht a,b € R, a < b, a f,g € R(a,b) a
f(z) < g(x) pro kazdé x € [a,b]. Pak plati

[ < [ gt

konec 11. piednasky (25. 3. 2026)

Diikaz. Necht {D,} je posloupnost déleni a limv(D,) = 0. Podle pfedpokladu pro kazdy
interval I C [a, b] plati sup; f < sup; g, a tedy

b b
[ #@)do = lim 5(£,0,) < lim 5(.D,) = | g(a)da.

O

Véta 2.17 (aditivita Riemannova integralu). Necht a,b,c € R, a < ¢ < b, a f je funkce
definovand na [a,b]. Pak plati f € R(a,b), pravé kdyz f € R(a,c) a f € R(c,b). Je-li f €
R(a,b), pak plati

/abf(:v)d:r:/acf(x)daz+/cbf(x)dx. (17)

Dikaz. Bez Dk. O
Tato poznédmka byla vypusténa
Poznamka. Pro libovolna a, b, c € R plati
b c a
f@ e+ [ @)+ [ faydo=o
a b c
pokud alespon dva z uvedenych integralii existuji. Tvrzeni plyne z Véty 2.17 a konvence

f: f=- fba [

Véta 2.18 (Riemanniv integral a absolutni hodnota). Necht a,b € R, a < b, a f € R(a,b).
Pak |f] € R(a,b) a plati

[ 1w < [r@ia ()
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Dikaz. Bez Dk. O

Poznamka. Implikaci f € R(a,b) = |f| € R(a,b) nelze obratit. Definujme funkei f: R — R
predpisem f(x) = 2D(z) — 1, kde D je Dirichletova funkce. Potom pro kazda a,b € R, a < b,
plati |f| € R(a,b) a f ¢ R(a,b).

Véta 2.19 (derivace funkce horni meze). Necht J C R je neprdzdny interval, f: J — R a pro
kazdd a,b € J plati f € R(a,b). Necht c € J a F: J — R je definovand piedpisem

:/wf(t)dt prox € J.

Potom plati:
(a) F je spojitda na J,
(b) jestlize xg € Int J a f je spojitd v xo, pak F'(xg) = f(xo).

Diikaz. (a) Necht yog € J neni pravy krajni bod J. Nalezneme n > 0 takové, ze [yo, yo+mn] C J.
Protoze je f € R(vo,v0 + 1), je f omezend na [yo, yo + 1. Necht K > 0 splauje

Vo € [yo,y0 + 1] : | f(z)| < K.

Zvolme € > 0. Nalezneme 6 > 0 takové, Zze § < n a K¢ < e. Zvolme y € [yo, yo + ]. Potom

Yo

x)dx — f(x)dx| =

c

yf(:n) dx

Yo

y y
|f(z)|de < | Kdx=K(y—yo) < Ko <e.
Yo Yo

[F'(y) = F(yo)| =

Odtud plyne
lim |F(y) — F(y)| =0,

Y—Yo

neboli
lim F(y) = F(yo),

Y—Yo

takze F' je spojita zprava v bodé yg. Obdobné lze dokézat, Zze F' je spojita zleva v kazdém
bodé intervalu J, ktery neni levym krajnim bodem J.
(b) Zvolme £ > 0. K nému nalezneme ¢ > 0 takové, ze P(xg,0) C J a

Vo € P(xg,0) : |f(z) — f(zo)] < e.
Pak pro kazdé = € P(z,0) plati

F(z) - F 1 x
=) o) - ]/f it = fGoo)| = | [ 00 = e et
1 T
< o | [ 0 = st a < | [ et =
Odtud vyplyva, ze
F(wo) = Jim DT _ )
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konec 12. pfednasky (27. 3. 2026)

Diikaz Véty 2.2. Zvolme c € (a,b) a polozme

F(z) = /fﬂ ft)dt, =z € (a,b).

Podle Véty 2.13 plati f € R(«, ) pro kazdy interval [a, 8] C (a,b). Funkce F je tedy dobie
definovana na (a,b). Z Véty 2.19(b) plyne, Ze pro kazdé x € (a,b) plati F'(z) = f(x). Tedy F
je primitivni k f na (a,b). O]

2.3 Newtoniv integral

Definice. Necht a,b € R*, a < b, f je funkce definovana na intervalu (a,b). Rekneme, 7e
funkce f méa na intervalu (a,b) Newtonav integral, piipadné Ze Newtonuv integral z funkce
f na intervalu (a,b) existuje, jestlize

e f méa na (a,b) primitivni funkci F,
e existuji limity lim, o, F(z) a lim,_,,  F(z) (nikoli nutné vlastni),
e rozdil téchto dvou limit je definovan jako prvek mnoziny R*.

Hodnotou Newtonova integralu z funkce f na intervalu (a,b) nazyvame prvek mnoziny R*
urcéeny vyrazem
lim F(z)— lim F(z).

z—b_ T—a4

Tuto hodnotu pak zna¢ime symbolem f; f(x) dz. Pokud a > b, polozime ff f(@)de = — [} f(z)da.

Jestlize f; f(z) dx € R, pak fikdme, ze Newtonav integral z funkce f na intervalu (a, b) kon-
verguje, v opacném piipadé fikame, ze diverguje.

Znaceni. Jestlize je potfeba rozlisit mezi Newtonovym a Riemannovym integralem z funkce
f na intervalu s krajnimi body a a b, kde a,b € R, a < b, budeme pouzivat oznaceni

W [ o @ [ i

Poznamka. (a) Hodnota Newtonova integralu nezavisi na pouzité primitivni funkci. To plyne
z véty o rovnosti az na konstantu (Véta 2.1).

(b) Necht a,b € R*, a < b, a necht f je funkce definovana na intervalu (a,b). Pak nastava
pravé jedna z néasledujicich moZznosti:

b .. |ajeroven redlnému ¢islu, tedy konverguje,
existuje i ] .
(N)/ f(x)dx a je roven oo nebo —oo, tedy diverguje,
a

neexistuje.

Znaceni. Necht a,b € R*, a < b. Mnozinu v8ech redlnych funkci, které maji na intervalu
(a,b) konvergentni Newtoniv integral, zna¢ime symbolem N (a, b).

Necht funkce F' je definované na (a,b) a existuji (vlastni nebo nevlastni) jednostranné
limity lim, o+ F(z) a lim,_,,— F(z). Potom budeme znadit F(a+) = limy_,q4 F(x), F(b—) =
lim, ., F(z) a [F]% = F(b—) — F(a+), pokud mé rozdil smysl.

a
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Priklad. V zavislosti na parametru o € R spoctéte (V) 01 x*dr.
Reseni. Plati X
) [ty = a0 @ (-1,00),
(N)/ % dx = [a%rla:aﬂ}é =00, «€(—o0,—1),
0 [logx](l):oo, a=-—1.

konec 13. prednasky (1. 4. 2026)

Piiklad. V zavislosti na parametru o € R spoctéte (N) [~ a2 da.

Reseni. Plati

~ [t =00, ae(-1,00),
_ 1 1700 _ —1
(N)/1 ¥ dx = [mxo‘+ L= oD € (—o0,—1),
[log:r]io = 00, =-1
Poznamka. (a) Z ptedchoziho pifkladu vidime, Ze funkce f(x) = —= je na intervalu (0,1)

xr
newtonovsky integrovateln4, ale neni na [0, 1] pfi libovolném dodefinovani v krajnich bodech

riemannovsky integrovalna, nebot na (0, 1) neni omezena.

(b) Funkce f(z) = signz je intervalu [—1,1] monotonni, a tedy podle Véty 2.14 také
riemannovsky integrovatelna, neni vSak na (—1,1) newtonovsky integrovatelna, protoze na
(—1,1) nemé Darbouxovu vlastnost, a tedy dle Véty 2.5 ani primitivni funkei.

Poznamka. Necht a,b € R, a < b, a f je spojita funkce na [a,b]. Potom f € N(a,b).
Véta 2.20 (linearita Newtonova integralu). Necht a,b € R*, a < b, f,g € N(a,b) a o € R.
Pak f 4+ g € N(a,b), af € N(a,b) a plati

/ '(f(a) + ga) do = / ’ fla)de + / (@) da.
/abaf(:v)dx:a/abf(x)dx.

Diikaz. Necht F' je primitivni funkce k f na (a,b) a G je primitivni funkce ke g (a,b). Pak je
F + @ primitivni k f + g a diky aritmetice limit funkci mame [F 4+ G2 = [F]® + [G]% € R.
Tedy

b b b
/ f(@) +g(x)de = [F + G)}, = [F]), + [G)}, = / f(z)dz +/ g(z) dz.
Obdobné odvodime

b b
/af(x)dx—[aF]Z—a[F]Z—a/ f(z)dz.
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Véta 2.21 (Newtontv integral a usporddani). Nechta,b € R*, a <b, a f,g € N(a,b). Necht
plati f(z) < g(x) pro kazdé x € (a,b). Pak

[ 1w s [ g

Diikaz. Necht F je primitivni funkce k f na (a,b) a G je primitivni funkce ke g (a,b). Pak
plati
(G—F)(z) =g(x) = f(x) 20, x¢€(a,b),

a tedy G — F je neklesajici na (a,b). Proto

b
/Yam—f@»MrwG—Fm>o

Tedy dle Véty 2.20 mame
b
/ m—/f m+/(u m>/f

Véta 2.22 (aditivita Newtonova integralu). Necht a,b,c € R*, a < ¢ < b.

(a) Jestlize f € N(a,b), potom f € N(a,c) NN (c,b) a plati

/abf(:c)d:c:/acf(x)dac—i—/cbf(m)dx. (19)

(b) Jestlize f € N(a,c) NN (e, b) a f je spojitd v ¢, pak f € N(a,b) a plati (19).

Drikaz. Dukaz byl vypustén, tedy bez Dk.

(a) Necht F' je primitivni funkce k f na intervalu (a,b). Pak je F' primitivni k f i na
intervalech (a, ¢) a (¢,b). Navic ma funkce F' v bodé ¢, jakozto spojita funkce na (a,b), vlastni
jednostranné limity. Tedy plati

b c b
/fmm=m%m%+m%/fmm+/ﬂmm

(b) Necht F' je primitivni k f na (a,¢) a G je primitivni k f na (¢, b). Z predpokladii plyne,
ze existuji vlastni limity lim, . F(z) a lim,_,.4 G(x). Pfi¢tenim vhodné konstanty k funkeci
G miZzeme zaridit, aby

sy Fle) = Jig Gl)
Definujme
F(x), z € (a,c),
H(z) =< limy. F(z), z=c,
G(z), x € (¢, b).
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Pak je H spojita na (a,b) a H'(z) = f(z) pro z € (a,c) U (¢,b). Diky v&té o limité derivact
navic plati
H'(c) = lim H'(z) = lim f(z) = f(c),
r—cC Tr—cC

nebot f je spojita v ¢. Funkce H je tedy primitivni k f na (a,b) a ma vlastni limity v krajnich
bodech (a,b), protoze je v prislusnych bodech maji funkce F' a G. Tedy f € N(a,c). O]

Véta 2.23 (Newtoniv integral a absolutni hodnota). Necht a,b € R*, a <b, f € N(a,b) a f
je spojitd na (a,b). Pak f; |f(x)| dx existuje a

[ 1w < [ i)

Diikaz. Bez Dk. O

Poznamka. Bez predpokladu spojitosti véta neplati. Protiptiklad je v https://www.karlin.
mff.cuni.cz/ pick/analyza_pro_studenty_2025-06-28.pdf, Piiklad 8.6.13.

Poznamka. Necht a,b € R*, a < b, F' a G jsou funkce definované na (a,b) a existuji (vlastni
nebo nevlastni) jednostranné limity F(a+), F(b—), G(a+) a G(b—). Potom plati

[F -Gl = [F]} - [G]5,

jestlize méa prava strana smysl.

Véta 2.24 (per partes pro Newtonav integral). Necht a,b € R*, a < b, f a g jsou funkce
definované na (a,b). Necht F je primitivni funkce k funkci f na (a,b) a G je primitivni funkce
k funkci g na (a,b). Potom plati

b b
| P@gteydo = P61 - [ 1(@)Go)

jestlize md pravd strana smysl.

Diikaz. Bez Dk. O

Priklad.

& e
1
/logxdx:[xlogx]ﬁ—/ x— = [zlogz]] — [z]] =eloge—1-logl —(e—1) =1
1 1 X

konec 14. pfednasky (8. 4. 2026)

Véta 2.25 (substituce pro Newtoniiv integral). Necht a,b,o, 5 € R*, a < b, o < 3, f je
funkce definovand na (a,b) a ¢ je funkce definovand na (c, ). Necht ¢ ma vlastni nenulovou
derivaci na («, 8) a plati p((o, B)) = (a,b). Potom

b B
/ﬂmmz/fmmwwwu (20)

jestlize md alespon jedna strana smysl.


https://www.karlin.mff.cuni.cz/~pick/analyza_pro_studenty_2025-06-28.pdf
https://www.karlin.mff.cuni.cz/~pick/analyza_pro_studenty_2025-06-28.pdf
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Dikaz. Bez Dk. O

Poznamka. Vyraz (20) lze psat i takto:

@(8) B
[t = [ st @) d.
p(a) @

(a
T sinx
/ 1 L ong2 o, dz
o l+cos®w

Substituce: y = cosz, dy = —sinz dzx. Intervaly (o, 8) = (0,7), (a,b) = (—1,1)
Pak

s . —1 1
sinx -1 1 1 T us T
Y Gr = T dy= | —— dy = [arct :f_<_f>:f
/0 I +cos?z /1 T4y Y /11+y2 y=larctanyl, =5 -(73) =3

Priklad. Nové pridany priklad

4
/ VT dx
0

Zvolme substituci z = ¢(t) = t? na intervalu t € (0,2) = (o, 3). Potom ¢((0,2)) = (0,4) =
(a,b) a

Priklad.

Pt)=2t#0 te(0,2).

Podle véty o substituci pro Newtonuv integral tedy

4 2 2
/ eV® dx = / Ve (2t) dt = / 2tet dt.
0 0 0

Tento integral vyfesime pomoci per partes, zvolime v = 2t, u’ = e!. Pak v/ = 2, u = ¢'. Mame

2 2
/ 2tet dt = [2te!]? — 2/ e dt = [2te!]] — 2 [e']] = 4¢® — 2(e* — 1) = 2¢* + 2.
0 0

Véta 2.26 (konvergence Newtonova integralu omezené spojité funkce na omezeném intervalu).
Necht a,b € R, a < b, a f je omezend spojitd funkce na (a,b). Potom f € N(a,b).

Diikaz. Bez Dk. O

Poznamka. Pro neomezeny interval tvrzeni Véty 2.26 neplati. Naptiklad funkce f(x) = 1,
x € (0,00), je spojita a omezena na (0,00), ale f ¢ N(0,00). Funkce f(z) = arctan(x), x € R,
je na intervalu R také spojita a omezena, integrél ffooo f(z) dz v8ak dokonce ani neexistuje.

Véta 2.27 (vztah Riemannova a Newtonova integralu). Necht a,b € R, a < b, a necht f je
omezend funkce na [a,b]. Je-li f € R(a,b) NN (a,b), pak

(R) / " fla)de = (V) /  fl) e

Dikaz. Bez Dk. O

Dusledek (vztah spojitosti a existence Riemannova a Newtonova integralu). Necht a,b € R,
a <b, a necht f je spojitd funkce na [a,b]. Potom f € R(a,b) NN (a,b) a

b b
®) [ f@)de =) [ fa)ds
Drikaz. Tvrzeni plyne z Vét 2.13, 2.26 a 2.27. O
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2.4 Aplikace urcitého integralu

Véta 2.28 (integralni kritérium). Necht f je nezdpornd nerostouct spojitd funkce na [ng, o),
kde ng € N. Necht pro posloupnost {a,} plati a, = f(n), n > ng. Pak >.°" a, konverguje
prdvé tehdy, kdyz f;; f(z) dz konverguje.

n=ng

Diikaz. Bez Dk. O

Piiklad. Ukazte, ze fada Y - diverguje.

n=2 nlogn

_1
zlogx?

o0 o0 1
/ f(w)d:vz/ Lt = [log £S5 = oo,
2 log2 U

nz nlogn Zf

Reseni. Polozme f(z) = x € [2,00). Pak f je nezdporna spojita a nerostouci na [2, 00).

Protoze

rada

diverguje podle Véty 2.28.
Definice. Necht n € N a z € R". Normou vektoru z = (x1, ..., ;) rozumime hodnotu
lzll =/t + - +

Definice. Kf¥ivkou budeme rozumét zobrazeni ¢ : [a,b] — R™ (n € N, a,b € R, a < b) takové,
7e o = (p1,...,pn) je t¥idy CL, tj. ¢} jsou spojité na [a, b], piicem# v krajnich bodech [a, b]
uvazujeme piislusnou jednostrannou derivaci. Geometrickym obrazem kiivky ¢ rozumime
mnozinu (p) = ¢([a,b]) C R™.

konec 15. prednasky (10. 4. 2026)

Priklady. (a) Jednotkovou kruZnici v roviné lze vyjadiit kiivkou ¢(t) = (cost,sint), t €
[0, 27].
(b) Graf funkce f na intervalu je kfivkou popsanou zobrazenim o(t) = [t, f(t)], t € [a, b].
(c) Geometricky obraz kiivky lze Casto parametrizovat riznymi zobrazenimi ¢, napiiklad

graf funkce f(z) = 23,z € [—1,1] Ize popsat také jako o(t) = (t3,¢2), t € [~1,1].
Definice. Necht ¢ : [a,b] — R" ke kiivka. Jeji délkou rozumime hodnotu
L(p) = sup{L(p, D); D déleni intervalu [a, b|},

kde pro déleni D = {x;}' , definujeme

= lle(@ia) — p(@)] -
=1

Véta 2.29 (délka kiivky). Necht ¢ = (o1,...,¢n) : [a,b] = R"™ je kifivka. Pak plati

b
= [z oz
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Dikaz. Bez Dk. O

Piiklad. (a) Je-li p(t) = [cost,sint], t € [0, 27], pak

L(p) = /027r V(= sint)2 + (cost)2 dt = /:W 1dt = 2m.

(b) Je-li f spojité diferencovatelna funkce na [a,b], pak parametrizace jejitho grafu pomoci

o(t) =[t, f(t)], t € [a,b], dava, ze délka grafu funkce f je rovna f; V14 (f(t))%dt.

2.5 Konvergence Newtonova integralu

Véta 2.30 (srovnavaci kritérium pro konvergenci Newtonova integralu). Necht'a € R, b € R*,
a < b, a funkce f,g: [a,b) — R splitugi 0 < f(x) < g(x) pro kaZdé x € [a,b). Necht ddle je f
spojitd na [a,b) a g € N(a,b). Potom f € N(a,b).

Diikaz. Dukaz byl vypustén, tedy bez Dk.

Zvolme ¢ € (a,b) a ozna¢me G a F primitivni funkce ke g a k f. Po eventualnim pfi¢teni
vhodné konstanty muzeme predpokladat, ze F'(¢c) = G(c). Funkce G — F ma na (c, b) nezapor-
nou derivaci g— f, tedy je na (¢, b) neklesajici. Protoze (G—F)(c) = 0, dostavame G(z) > F(x)
na (¢, b). Dale jsou obé funkce G, F' neklesajici, jelikoz jejich derivace jsou nezaporné. Tedy
maji v b limitu zleva a plati

lim F(z) < lim G(z).

x—b_ r—b_
Protoze g € N(a,b), je posledni limita vlastni. Protoze je F' neklesajici, je i lim,_,;_ F(x)
vlastni. Obé& funkce maji vlastni limitu v ¢, protoZe jsou v tomto bodé spojité. Tedy f €
N (e, b). Protoze f je spojita na [a, ], plati f € N(a,c) podle Véty 2.26. Protoze f je spojita
v ¢, plati odle Véty 2.22(b) f € N(a,b). O

Poznamka. Tvrzeni Véty 2.30 plati s pfislusSnymi tipravami i pro intervaly typu (a, b]. Pies-
néji, jestlize a € R*, b € R, a < b, funkce f,g : (a,b] — R spliwji 0 < f(z) < g(x), = € (a,b],
f je spojita na (a,b] a plati g € N(a,b), potom také f € N(a,b).

Priklad. Dokaite, Zze [;° wf—jjl konverguje.

Reseni. Funkce ﬁ je spojita na intervalu [0, 1], a tedy dle Véty 2.26 konverguje fol L dx

z3+1 :
Dale plati 0 < x%ﬂ < %4 na [1,00). Protoze =4 € N(1,00), je podle Véty 2.30 i x%ﬂ IS
N(1,00). Pouzitim Véty 2.22(b) dostavame m%ﬂ € N(0,00).

Poznamky. Plati nasledujici obecnéjsi verze srovnavaciho kritéria. Necht a € R, b € R*,
a<b, f,g:]a,b) = R, |f| <g, f je spojita na [a,b) a g € N(a,b). Potom f € N(a,b).

konec 16. prednasky (15. 4. 2026)

Dusledek. Necht je f spojitd na (a,b). Pokud fabf konverguje absolutné, tak i konverguje.

Véta 2.31 (limitni srovnavaci kritérium pro konvergenci Newtonova integralu). Necht a € R,
b € R* a necht a <b. Necht f,qg jsou spojité nezdporné funkce na [a,b).
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—

—
8

N2

=0ageN(ab), pak f € N(a,b).

1. Jestlize limg,_y,

9(z)
2. Jestlize limy_,p_ % € (0,00), pak g € N(a,b) pravé tehdy, kdyz f € N(a,b).
3. Jestlize lim,_yy, % =0 a f € N(a,b), pak g € N(a,b).

Diikaz 2. Oznatme ¢ = limy_,p, % a necht f € N(a,b).
Polozme e = §. Pak z definice limity existuje takové § < (b —a), Ze

Va € (b—6,b) f D) _ < S
(z) 2
Odtud nalezneme x € (a,b) takoveé, ze
x 1
Vx € [z0,b) : gE:L‘; > ¢
Plat{ tedy
Vz € [2g,0) : 0 < g(z) < %f(x)

Protoze f € N(a,b), je téz %f € N(a,b). Proto %f € N(zg,b), a tedy Véta 2.30 dava
g € N(zg,b). Protoze g je spojitd na omezeném intervalu [a, o], je zde newtonovsky integro-
vatelna. Tedy g € N(a,b).

Obracenou implikaci lze dokdzat obdobné za pomoci odhadu G é g < 2c¢ na vhodném inter-
valu (xg, b). O
Priklad. Dokazte, ze floo VEAVEEL g, konverguje.

3422

Reseni. Polozme pro z € [1,00)

Vi+yvzr+1

_5
x3+x2 ) g(m)ZZE 2.

flx) =
Obé funkce jsou spojité nezaporné funkce na [1,00) a plati

f(x) \/:Eg-\/x;-l
lim L) gy T
274)00 $) Tr—r00 €T 5

L VEE+VEET)

T—00 x+1

=2.

Podle Véty 2.31 dostavame f € N (1,00), nebot jiz vime, ze g € N (1, 0).

Véta 2.32 (Bolzano-Cauchyova podminka pro Newtonuv integral). Necht a € R, b € R* a
necht a < b. Necht funkce f je spojitd na intervalu [a,b). Pak integrdl f; f konverguje prdve
tehdy, kdyZ pro kazdé e > 0 existuje b’ € (a,b) takové, Ze pro kaZdé dva body x1, xo spliugict
b < x1 < 29 < b plati

€2
/ f‘ < e.
1



2 INTEGRAL 38

Dikaz. Bez Dk. O
Priklad. Necht a > 0. Dokazte, ze [;° z®sinz dz diverguje.
Regeni. Pouzijeme Bolzano-Cauchyovu podminku. Je-li k > 1 celé &slo, plati

(k+1)m
/ z%sinx dx
k

™

(k+1)m
> (lm)o‘/ |sinz|dx = 2(km)* > 27,
k

Y

Zvolme nyni e = 7%, Pro kazdé b’ < oo existuje k > 1 celé takové, ze km > b'. Polozme x1 = k7
a x9 = (k + 1)7. Pak dle uvedeného vypoctu je

T2
/ z%sinx dx
1

Véta 2.33 (Abelovo-Dirichletovo kritérium konvergence Newtonova integralu). Necht a € R,
b€ R* a < b f:[a,b) — R je spojita, F' je primitivni funkce k funkci f na (a,b) a
g: [a,b) = R je na [a,b) monotdnni a spojitd. Pak plati:

> €.

Integral proto diverguje.

(A) Jestlize f € N(a,b) a g je omezend, pak fg € N(a,b).

(D) Je-li F' omezend na (a,b) alim,_,,_ g(x) =0, je fg € N(a,b).

Diikaz. Bez Dk. O
Piiklad. Dokaite, ze [ €2 dx konverguje.

Reseni. Polozime ve Vété 2.33(b) pro x € [1,00)

f(x)=cosx a g(x)= %

Pak primitivni funkce k f, totiz sinx, je omezena na (1,00) a g(z) je na [1,00) nezaporna
monotonni funkce majici v oo limitu 0. Obé funkce jsou navic spojité na [1, 00). Tedy dle vyse
zminéné véty zadany integral konverguje.

konec 17. prednasky (17. 4. 2026)

Priklad. Dokazte, ze floo arctan z <2 dx konverguje.

Reseni. Ve Véte 2.33(a) polozime pro z € [1,00)

f(z) = BT g(z) = arctan z.
x

Obé funkce jsou spojité na [1,00), g je omezena neklesajici a f € N(1,00). Tedy integral
konverguje podle Vété 2.33(a).
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3 Metrické prostory

3.1 Zakladni pojmy

Definice. Necht X je mnozina a g: X x X — [0,00) je funkce splitujici nasledujici tii pod-
minky:

(a) Yo,y € X: o(w,y) =0 &z =1y,
(b) Va,y € X: o(z,y) = o(y, z),
(c) Vz,y,z € X: o(z,2) < o(z,y) + oy, 2).
Potom funkci ¢ nazyvame metrikou na X a dvojici (X, ¢) nazyvame metrickym prostorem.

Jsou-li z,y prvky mnoziny X, pak nezaporné ¢islo o(z,y) nazyvame jejich vzdalenosti.

Priklady metrickych prostori
Priklady. 1. Definujme funkci ¢ na R x R pfedpisem

Q(-T,y):’l'_y’, %?JGR-

V dalsim textu budeme na metrickém prostoru R vzdy uvazovat metriku o, pokud nebude
vyslovné feceno jinak.

2. Necht n € N. Na R"™ x R” definujme

02(,y) =

kde x = [z1, ..., 20, y = [Yy1,-- -, Yn]-

Funkci g3 nazyvame eukleidovskou metrikou na R™. Pro n = 1 splyva metrika
02 na R s metrikou |z — y|.

Pokud budeme pracovat s prostorem R", budeme na ném vzdy uvazovat metriku
02, nebude-li vyslovné feceno jinak.

n
Ql(xay) :Z’xi_yi‘> (21)
=1

kde x = [z1,...,xn] ay = [y1,. -, Yn]-
e Necht n € N. Definujme funkci 9o na R™ x R™ predpisem
0oo(,y) = max{|z; — yil;i € {1,...,n}}, (22)
kde z = [z1,...,2n] 2y = [Y1,- -, Yn]-

3. Necht a,b € R, a < b. Ozna¢me symbolem C([a, b]) mnozinu v8ech spojitych reélnych
funkei definovanych na intervalu [a, b].

Na C([a,b]) x C(]a,b]) definujme
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[
qup(f, g) = sup ’f(l’) - g($)|
z€[a,b]
Funkei ggyp nazyvame supremovou metrikou na C([a, b]).
[

ot (f, 9) / |f(z )| dw.

Funkei gint nazyvame integralni metrikou na C([a, b]).
4. Necht X je libovolna mnoZzina. Definujme funkci ggisir: X x X — [0, 00) pFedpisem

1, pokud x # vy,
0, pokud z =y.

Odiskr (T, Y) = {

Funkci ggisir nazyvame diskrétni metrikou na X a (X, ogiskr) diskrétnim metric-
kym prostorem.
Normované linearni prostory

Poznamka (vektorovy prostor). Pro porozuméni nésledujici definici je t¥eba znat pojem
vektorového prostoru nad F. Vektorovy prostor nad F chapeme jako trojici (X, +,),
kde X je mnozZina, + je operace s¢itani na X a - je operace nasobeni prvku X prvky z F.
Nulovy prvek budeme znacit symbolem 0.

Definice. Necht X je vektorovy prostor nad IF. Zobrazeni ||| : X — [0, 0c0) nazyvame normou
na X, jestlize jsou splnény nésledujici tii podminky:

(a) Vee X: |jz|| =0 & =0,
(b) Ve € X VA € F: || Ax| = |A| - ||zl
(¢) Va,y € X: [lz +yll < [l + [lyll

Dvojici (X - H) pak nazyvame normovanym lineidrnim prostorem nad télesem F.
konec 18. prednasky (22. 4. 2026)

Véta 3.1 (metrika a norma). Necht (X, ||-||) je normovany linedrni prostor nad F. Definujme
zobrazent p: X x X — [0,00) predpisem o(z,y) = ||z — y||. Potom ¢ je metrika na X.

Diikaz. Necht x,y € X. Potom ziejmé p(z,y) € [0, 00). Ovéfime podminky (a)—(c) z definice
metriky. Rovnost o(x,y) = 0 nastava pravé tehdy, kdyZ ||z — y|| = 0, coZ nastava pravé tehdy,
kdyz x —y = 0, neboli = y. Pouzijeme-li podminku (b) z definice normy pro specialni volbu
A = —1, dostaneme

o(z,y) =z =yl = [(=1)(y = 2)[| = |(=D)] - ly — =
= ”y - .’E” = Q(yvx)?
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tedy podminka (b) z definice metriky je splnéna. Pro kazdé x,y,z € X plati diky podmince
(c) z definice metriky
oz, 2) = [lz =z = [(z —y) + (y = 2)[| < llz —yll + [ly — =]l
= o(z,y) + o(y, 2).
Overili jsme tedy i podminku (c) z definice metriky. Tim je dikaz dokonéen. O

Priklady. 1. Necht n € N. S¢itani prvki z R™ je definovano po slozkach, stejné tak na-
sobeni prvka z R" readlnymi ¢isly. Pro z = [z1,...,2,] € R", y = [y1,...,yn] € R" a
a € R tedy klademe x +y = [21 + y1,...,Tn + yn| @ ax = [axy,...,ax,]. Definujme
funkci || - ||: R™ — [0, 00) predpisem

]| =

kde = = [z1,..., 2]

Funkci || - || nazyvame eukleidovskou normou na R".

2. Necht a,b € R, a < b. Mnozinu C([a, b]) opatiime obvyklym sé¢itanim funkci a obvyk-
lym nasobenim funkce redlnym ¢islem. Definujme funkei || - ||sup na C([a, b]) predpisem
1fllsup = supgqp) [ f|- Pak (C([a,b]), ]l - [lsup) je realny normovany linearni prostor.

3. Definujme /., jako mnozinu vSech omezenych posloupnosti realnych &isel. S¢itani prvka
z {~ je definovano po slozkach, stejné tak nasobeni prvki z fo redlnymi ¢isly. Pro
x={xn} € loo, Yy = {yn} € loo a @ € R tedy klademe z +y = {x,, + yn} a ax = {azx,}.
Déale pro z = {x,} € ¢ polozme ||z|loc = sup{|z,|;n € N}. Pak dvojice ({oo, || - |loo)
tvori redlny normovany linearni prostor.

4. Definujme ¢y jako mnozinu vSech posloupnosti realnych ¢isel {x,,}52 ; spliwjici lim z,, =
0. S¢itani prvki z ¢g je definovano po slozkéch, stejné tak nésobeni prvki z ¢y realnymi
¢isly. Pro ¢ = {z,} € co, y = {yn} € o a @ € R tedy klademe = +y = {z, + yn} a
azr = {axy,}. Dale pro z = {z,} € ¢y polozme ||z|s = sup{|z,|;n € N}. Pak dvojice
(co, || - |oo) tvori realny normovany linearni prostor.

Podprostor, otevirena koule a diametr

Definice. Necht (X, o) je metricky prostor a M C X. Potom dvojici (M, o|prxar) nazyvame
metrickym podprostorem metrického prostoru (X, o). Metriku g|arxas na prostoru M
nazyvame indukovanou nebo téz zdédénou metrikou z prostoru (X, o) a znacime ji opét
pouze symbolem p.

Definice. Necht (X, p) je metricky prostor, x € X a r > 0. Potom mnozinu B(x,r) definova-
nou predpisem
B(z,r) ={y € X;0(z,y) <r}

nazyvame otevienou kouli se stfedem = a polomérem r.
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Definice. Necht (X, ¢) je metricky prostor. Diametr prostoru X definujeme predpisem
diam X = sup{o(z,y);z,y € X},

pokud je X neprazdny, a klademe diam() = 0. Diametrem mnoZiny A C X rozumime
diametr metrického prostoru (A, o).

Definice. Rekneme7 7e metricky prostor X je omezeny, jestlize plati diam X < oo. Rekneme,
ze podmnozina A prostoru X je omezend, jestlize je metricky prostor (A, o) omezeny.
3.2 Konvergence v metrickych prostorech

Definice. Necht (X, o) je metricky prostor. Rekneme, 7e posloupnost {zy} prvka X konver-
guje k prvku z € X v prostoru (X, g), jestlize plati lim,,_, o 0(zn,x) = 0. Prvek x nazyvame
limitou posloupnosti {z,} v (X, ). Konvergentni posloupnosti v (X, o) rozumime
posloupnost, kterd ma limitu v (X, o).

konec 19. prednasky (24. 4. 2026)

Definice. Necht {x,} je posloupnost prvki metrického prostoru (X, p). Jestlize {n;}32, je
rostouci posloupnost prirozenych ¢isel, pak iikime, ze {x,, }7° , je podposloupnost posloup-
nosti {x, }, pfipadné vybranou posloupnosti, z posloupnosti {x,}.

Véta 3.2 (vlastnosti konvergence). Necht (X, o) je metricky prostor a {x,} je posloupnost
prokid X.

(a) Pak md posloupnost {x,} v (X, 0) nejuyse jednu limitu.
(b) Necht {xy,} je vybrand posloupnost z posloupnosti {xy}. Jestlize v € X je limitou po-
sloupnosti {xzn} v (X, 0), pak x je také limitou posloupnosti {zy, }.

Diikaz. Bez Dk. O

Priklad. Necht {z,}>°, je posloupnost prvku z R? a y € R Potom plati limy,_e0 £, = ¥

pravé tehdy, kdyZ pro kazdé i € {1,...,d} plati lim, o 2%, = y°.

3.3 Topologické pojmy v metrickych prostorech

Definice. Necht (X, o) je metricky prostor, M C X a x € X. Rekneme, Ze z je vnitFnim
bodem mnoziny M, jestlize existuje r > 0 takové, ze B(z,r) C M. Mnozinu vSech vnitinich
bodi mnoziny M nazyvame vnitfkem mnoziny M a oznacujeme symbolem Int M podle
latinského slova interior (vnitiek).

Rekneme, Ze mnozina M je oteviena v (X, o), jestlize kazdy jeji bod je jejim vnitinim
bodem.

Véta 3.3 (vlastnosti otevienych mnozin). Necht (X, o) je metricky prostor.
(a) Prdzdnd mnoZina a X jsou oteviené mnoZiny v (X, o).

(b) Necht G je systém otevienigjch mnozin v (X, o). Potom je mnoZina |JG oteviend v (X, o).
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(¢c) Necht m € N. Predpokladejme, Ze mnoziny G1, ..., Gy, jsou oteviené v (X, o). Potom je
mnozina (i~ G; oteviend v (X, ).

Diikaz. (a) Tvrzeni plyne bezprostiedné z definice oteviené mnoZiny.

(b) Piedpokladejme, 7e € |JG. Nalezneme G € G takovou, Ze © € G. Protoze G je
oteviena mnozina, nalezneme r > 0 takové, ze B(x,r) C G. Tedy B(z,r) C |JG. Odtud
plyne, ze |G je oteviena mnoZina.

(c) Necht z € N, Gi. Potom z € G; pro kazdé i € {1,...,m}. Pro kazdé¢ i € {1,...,m}
je mnozina G; oteviena, tedy existuje r; > 0 takové, ze B(x,r;) C G;. PoloZme r = min{m;i €
{1,...,m}}. Potom ziejmé plati B(z,r) C B(z,r;) pro kazdé i € {1,...,m}, a tedy B(z,r) C
G;, takze B(z,r) C ()ir; G;. Mnozina (;~; G; je tudiz oteviena. O

Poznamka. V tvrzeni Véty 3.3(c) je dulezité, Ze pocet mnozin, které pronikadme, je ko-
necny. Pro nekoneény systém otevienych mnozin obdobné tvrzeni neplati, tj. prinik neko-
necné mnoha otevienych mnozin nemusi byt otevienou mnozinou. Piikladem je prostor R,
kde pro n € N definujeme G,, = (0,1 + %) Potom je pro kazdé n € N mnozina G,, oteviena,
ale 2, G, = (0, 1], coz neni oteviena mnozina.

Definice. Necht (X, p) je metricky prostor a M C X. f{ekneme, ze mnozina M je uzaviena
v (X, 0), jestlize pro kazdou konvergentni posloupnost {x,} prvki mnoZiny M je limita této
posloupnosti prvkem M.

Véta 3.4 (vlastnosti uzavienych mnozin). Necht (X, o) je metricky prostor.
(a) Prdzdnd mnoZina a cely prostor X jsou uzaviené mnoZiny v (X, o).

(b) Nechl F je neprdazdny systém uzaviengych mnozZin. Potom je mnoZina [ F uzaviend v

(X, 0).
(¢) Necht m € N. Predpokldadejme, Ze mnoziny Fi,. .., Fy, jsou uzaviené. Potom je mnoZina
Ui~ Fi uzaviend v (X, ).
Diikaz. Bez Dk. O

Poznamka. V tvrzeni (c) Véty 3.4 je dulezité, ze systém mnozin, které sjednocujeme, je
kone¢ny. Bez tohoto pfedpokladu obdobné tvrzeni neplati. Uvazujme mnoziny F, = [%, 1],
n € N. Potom J;2, [,1] = (0,1]. Kazda z mnozin F,, je uzaviena, ale mnozina (5o [+, 1]
neni uzaviena.

konec 20. prednasky (29. 4. 2026)

Véta 3.5 (vztah otevienych a uzavienych mnozin). Necht (X, o) je metricky prostor a M C
X. Potom mnozina M je oteviend prdvé tehdy, kdyz X \ M je uzaviend.

Diikaz. Bez Dk.
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Véta 3.6 (oteviené podmnoziny R). MnoZina G C R je oteviend prdvé tehdy, kdyZ G je
spocetnym disjunktnim sjednocenim oteviengch intervalii.
Diikaz. Bez Dk. O

Definice. Necht (X, o) je metricky prostor, M C X a x € X. Rekneme, ze x je hraniénim
bodem mnoziny M, jestlize pro kazdé r > 0 plati B(x,r) N M # (0 a B(x,r) N (X \ M) # 0.
Mnozinu v8ech hrani¢nich bodi mnoziny M nazyvame hranici mnoziny M a znacime ji M.

Definice. Necht (X, 0) je metricky prostor a M C X. Oznaéme M = M U OM. Potom
mnozinu M nazyvame uzavérem mnoziny M v prostoru (X, o).

Definice. Necht (X, o) je metricky prostor, M C X aa € X. Rekneme, 7e a je hromadnym
bodem mnoziny M, jestlize pro kazdé € > 0 plati

M (B(a,e) \ {a}) # 0.

Mnozinu v8ech hromadnych bodt mnoziny M nazyvame derivaci mnoZiny M a znacime ji
symbolem M’'. Rekneme, Ze a je izolovanym bodem mnozZiny M, jestlize a € M \ M'.

Spojitost zobrazeni

Definice. Necht (X, ) a (@, o) jsou metrické prostory, f je zobrazeni z X do @, a € X a
M C X. Rekneme, Ze zobrazeni f je

(a) spojité v bodé a vzhledem k mnoziné M, jestlize a € M a plati
Ve>038>0Ve e M: (o(x,a) <d=0c(f(z), fla)) <e), (23)

(b) spojité v bodé a, jestlize je spojité v a vzhledem k X,

(c) spojité na mnoziné M, jestliZe je spojité v kazdém bodé x € M vzhledem k M,

(d) spojité, jestlize je spojité na X.

Véta 3.7 (charakterizace spojitosti). Necht (X, ) a (Q,0) jsou metrické prostory a f: X —
Q. Potom jsou ndsledujici t7i vyroky ekvivalentni.

(i) Zobrazeni f je spojité na X.
(i) Pro kazdou mnoZinu G otevienou v Q je mnozina f~1(G) oteviend v X.

(iii) Pro kazdou mnoZinu F uzavienou v Q je mnoZina f~1(F) uzaviend v X.

Diikaz. Bez Dk.
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Definice. Necht (X, 0) a (Q, ) jsou metrické prostory a f: X — @ je zobrazeni. Rekneme,
ze f je lipschitzovské, jestlize existuje K > 0 takové, Ze pro kazdé x,y € X plati

o(f(z), f(y) < Ko(z,y).

Dikaz. ¢ % = f\, - O

Poznamka.

Limita zobrazeni

Definice. Necht (X, 0) a (Q,0) jsou metrické prostory, f je zobrazeni z X do @, A C X,
a € A" abe Q. Rekneme, Ze zobrazeni f ma v bodé& a limitu b vzhledem k mnoZiné A,
jestlize plati

Ve>036>0Ve e A: (0<o(z,a) <d=o(f(z),b)<e).

konec 21. pfednasky (6. 5. 2026)

4 Funkce vice proménnych

4.1 Parcialni derivace a totalni diferencial

Poznamka. V priubéhu celé kapitoly budeme na R™ uvazovat eukleidovskou normu

)| = ||[z1, ., 2a]|| =

a eukleidovskou metriku ga2(z,y) = ||z — |, =,y € R™.

Poznamka (linearni zobrazeni z R™ do R™). Rekneme, Ze zobrazeni L: R™ — R™ je linearni,
jestlize spliuje

(a) Yu,v € R": L(u+v) = L(u) + L(v),

(b) Yoo € R Yu € R": L(au) = aL(u).
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Mnozinu v8ech linearnich zobrazeni prostoru R do R budeme znacit symbolem £(R™, R™).
Kazdé L € £(R",R™) je reprezentovano matici A = (a;j)i=1..m 0 m Fadcich a n sloupcich ve
j=1l.n
smyslu, ze pro kazdé x € R" plati
ail - Qln x1
L(z) = Az =
am1 - OGmn Tn

Definice. Necht f : R” — R je funkce, a € R™ a i € {1,...,n}. Pak parcialni derivaci
funkce f v bodé a podle i-té proménné definujeme predpisem

(24)

Symbolem % oznacCujeme parcialni derivaci funkce f podle i-té proménné, tj. funkci z R™ do
R definovanou predpisem

of of
T T x).
Poznamka. e Pokud parcialni derivace podle i-té proménné v bodé a existuje, pak pro

ngjaké & > 0 plati {a + te’; [t| < §} C D(f), neboli funkce f musi ve svém defini¢nim
oboru obsahovat tsecku, kterd prochézi bodem a.

e V dalsim textu bude vyrok ,,parcialni derivace existuje“ znamenat, Ze parcialni derivace
existuje vlastni.

Definice. Necht f: R™ — R funkce, a € R™ a L: R™ — R je linearni zobrazeni. Rekneme, ze
L je totalni diferencial funkce f v bodé a, pokud plati

fla+h) = f(a) — L(h)

li =0. 25
o i %)
Poznamka. Vyrok (25) je ekvivalentni vyroku
_ I —
z—~a |z —al

Véta 4.1 (totalni diferencial a parcialni derivace). Necht f je funkce n proménnych, kterd md
v bodé a € R™ totdlni diferencidl L. Pak existuji parcidlni derivace g—gfl(a), e gﬂfn (a) a pro
kazdé h € R™ plati

_9f

L(h) = g (@l 4 (@)

Diikaz. Bez Dk. O

Poznamka. Existuje-li totalni diferencial funkce f v bodé a, pak jej znac¢ime symbolem f'(a).
Hodnotu linearniho zobrazeni f’(a) v bodé h € R™ pak zna¢ime f'(a)(h).

Véta 4.2 (totalni diferencial a spojitost). Necht f je funkce n proménngch, kterd md v bodé
a € R™ totdlni diferencidl. Potom je funkce f v bodé a spojitd.
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Diikaz. Diky spojitosti zobrazeni x — ||z — a|| a h — f’(a)(h) mame

nmf@g:hmcﬂ@—fm%—fmxx_@

z—a T—a Hx — a”

=00+ f(a) + 0= f(a).

Nle = all + £(a) + f'(a)(@ — a))

Tedy f je spojita v a. O
konec 22. prednasky (15. 5. 2026)

Poznamka. 7Z pouhé existence parcialnich derivaci v daném bodé jesté spojitost funkce v
tomto bodé nevyplyva, jak ukazuje nasledujici piiklad. Definujme funkei f: R? — R piedpisem

1, pokud x; = 0 nebo 22 =0,

f(z1,22) :{

0, jinak.

Pak plati %(0,0) = %(0,0) =0, ale f neni v (0,0) spojita. Tedy ani f’(0,0) neexistuje.

Véta 4.3 (spojité parcialni derivace a totalni diferencial). Necht f : R™ — R je funkce, a € R™

a (%fl, ce 387{1 jsou spojité v bodé a. Pak md funkce f v bod€ a totdlni diferencidl.
Diikaz. Bez Dk. O

Definice. Necht f je funkce m proménnych, a € R™ a v € R". Pak derivaci funkce f v
bodé a podle vektoru v rozumime limitu

D =1

vf(a) = lim ; :

pokud existuje vlastni.

Poznamka. Jestlize je f funkce n proménnych, a € R™ a i € {1,...,n}, potom zFejmé plati

Deif(a) = L (a).

Definice. Necht f je funkce n proménnych, a € R™ a f’(a) existuje. Pak definujeme vektor
Vf(a) z R" pfedpisem
of af

Vi@ = (g-@). 5 (@)
a nazyvame jej gradient funkce f v bodé a.

Véta 4.4 (derivace podle vektoru, totélni diferenciél a gradient). Necht f : R™ — R je funkce,
a,v € R" a emistuje f'(a). Potom plati:

(a) f'(a)(v) = Dyf(a),
(b) max{D, f(a);[[v] =1} = [V f(a)]-

Dikaz. Bez Dk. O
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Definice. Necht F = (Fy, Fy, ..., F),) je zobrazeni z R™ do R™. Necht F; ma v bodé a € R"

derivaci pro kazdé i = 1,...,n.
Pak OF OF
371(61) e ﬁ(a)
: : (27)
OFm 0F,
ao(a) - B(a)

nazveme Jacobiho matici v bodé& a. Pokud m = n, pak determinant Jacobiho matice
nazyvame jacobian a zna¢ime ho Jp(a).

Vé&ta 4.5 (Fetizkové pravidlo). Necht k,n € N, a € R, F je zobrazeni z R™ do R¥, b = F(a),
G je zobrazeni z R¥ do R a existuji F'(a) a G'(b). Pak md funkce G o F' v bodé¢ a derivaci a
proi € {1,...,n} plati

k
a(G o F E 8£ (a). (28)

Bacz

Diikaz. Bez Dk. O

Poznamka. Vztah (28) plyne z reprezentace

g%(a) g%(a)
(26D (a),..., 250 a)) = (20).- G2 ) | .

Ok (a) Sk (a)

oz o Oxp

a vypoctu soucinu matic.

Pi¥iklad. Piiklad byl upraven. Necht G: R? — R je definovano jako G(z,y) = 2% — y2. Déle
uvazujme F': (0,00) x R — R?, kde F(r,t) = (rcost,rsint). Definujme h: R? — R predpisem

h(r,t) = G(F(r,t)).
Potom pro (r,t) € (0,00) x R plati

cost —rsin t)

oG
(%(7‘, t), g’;(r t)) = (a (rcost rsmt) 3e 9% (r cost rsmt)) (sint ot

a tedy
Oh . .
8—(7", t) = 2rcostcost + (—2rsint)sint,
”
Oh : .
E(T’ t) = 2rcost(—rsint) + (—2rsint)(r cost).

konec 23. prednasky (20. 5. 2026)
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4.2 Derivace vyssich rada

Definice. Necht f je funkce z R" do R, i,5 € {1,...,n}, a a € R™. Parcialni derivaci funkce

r%i podle j-té proménné v bodé a znadime %{Z{;j(a), pokud i # j, pfipadné g%(a), pokud

i = 7. Obdobné znacime parcidlni derivace vyssich Fadu.

Poznamka.

Definice. Necht G C R” je oteviena mnozina, f: G — R a k € N. Rekneme, Ze f je t¥idy
C*, pokud jsou vechny parcialni derivace funkce f az do fadu k véetné spojité na G. Mnozinu

viech funkef f: G — R tiidy C* oznacujeme C*(G) a klademe C®(G) = N7, C*(G).

Véta 4.6 (zaménnost parcialnich derivaci). Necht f je funkce z R™ do R, a € R™ a i,j €

{1,...,n}. Jestlize obé funkce %, % maji totdlni diferencidl v a, potom
i J
0*f B 0% f

(a)

al‘ial‘j “= 6%6% '

Diikaz. Bez Dk. O

Poznamka. Parciilni derivace nejsou obecné zaménné, jak ukazuje piiklad 10.3.11 ve skrip-
tech.

Disledek. Necht n € N, f je funkce z R® do R, G C R" je oteviend, f € C3(G), a € G a
i,j € {1,...,n}. Potom
0% f Of

Bx,-(‘):cj @)= 81‘38:131 @

Definice. Nechf f je funkce z R" do R, @ € R" a f € C?(G), kde G je oteviend mnoZzina.
Potom matici

N v 7 ()

32
Ox]

8517] al‘n
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4.3 Véta o implicitné zadané funkci

Vé&ta 4.7 (o implicitné zadané funkci). Necht n € N, k € NU {0}, G C R je oteviend
mnoZina, F: G - R, £ € R", g € R, [Z,9] € G a necht plati:

(a) F € CH(G),

(b) F(z,9) =0,

(c) 95(7,9) #0.

Potom ezistuje okoli U C R™ bodu Z a okoli V. C R bodu y tak, Ze U x V C G a pro kazZdé
x € U existuge prave jedno y € V' s vlastnosti F(x,y) = 0. Oznacime-li toto y symbolem p(x),
pak ¢ € CK(U) a

oF
Oy Tm(%@(@) )
&Ei(x):fm, kdeie{l,...,n}axeU.
Y

Diikaz. Bez Dk.

Priklad. Piiklad byl upraven.
Uvazujme mnozinu
M= {[z,y] eR*: 2% + 4> =1}.
Ukazte, ze v jistém okoli bodu [@, %] lze mnozinu M popsat jako graf néjaké funkce ¢ pro-
ménné x. Spoctéte @’(@).

Reseni. Polozme ve Vé&te 4.7

Flog) = @499 -1 a [0g= 2.1
Pak
() F e C(R2)
(i) F(4L.5) =0,
(i) 5705 3) = @)z 1 =1#0

Tedy dle Véty 4.7 existuje na néjakém okoli bodu § funkce ¢ tridy C°, kterd spliuje
F(z,¢(x)) = 0. Dale plati

pa
i
[S ¥l

N [ N|—=
N—

%
I
|
™

N

Il
/T\
&[8
N—
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4.4 Lokalni extrémy funkci vice proménnych

Definice. Necht (X, ) je metricky prostor, M C X, a € M a f je funkce z X do R spliujici
M C D(f). Rekneme, Ze f nabyva v bodé a svého maxima (minima) na M, jestlize plati

Vee M: f(x)< f(a) (f(z)=f(a))

Rekneme, Ze f nabyva v bodé a svého lokalniho maxima (lokdlniho minima) na M,
jestlize existuje takové d > 0, Ze

Vo € B(a,0) N M : f(x) < fa) (f(z) = f(a)).

Rekneme, Ze f nabyva v bodé a svého ostrého lokalniho maxima (ostrého lokalniho
minima) na M, jestlize existuje takové d > 0, Ze

Vo € (B(a,0) N M)\ {a}: f(x) < fla) (f(z)> f(a)).

Souhrnné nazyvame uvedené body extrémy (piipadné lokalni, ostré apod.) f na M.

Volné extrémy

Véta 4.8 (nutné podminka existence lokdlniho extrému). Necht n € N, G C R"™ je oteviend,
a€Gaie{l,...,n}. Necht funkce f: G — R md v bodé¢ a lokdlni extrém. Potom bud’g—gfi(a)

neexistuje, nebo W( a) =0.

Diikaz. Predpokladejme, Ze a—f(a) existuje. Nalezneme § > 0 spliwjici a + te! € G pro t €
(—0,6). Definujme funkci g: (—4,8) — R piedpisem g(t) = f(a + te’). Potom ma g v bodé
0 lokélni extrém, a tedy bud ¢’(0) neexistuje, nebo ¢’(0) = 0. Diky predchazejici poznamce
vime, Ze plati

/

J0) = @) = 2@,
takze ¢'(0) existuje. Tedy ¢'(0) = 0, a tudiz také a—g{i(a) =0. O

Véta 4.9 (podminky druhého fadu pro existenci lokalniho extrému). Necht n € N, G C R
je oteviend, f € C3(G), a € G a f'(a) = 0. Potom plati:

(a) je-li matice H(a) positivné definitni, pak funkce f nabyvd v bodé a svého ostrého lokdl-
ntho minima;

(b) je-li matice H(a) negativné definitni, pak funkce f nabgvd v bodé a svého ostrého lo-
kdlntho maxima;

(c) je-li matice H(a) indefinitni, pak funkce f nenabyvd v bodé a lokdlniho extrému.

Diikaz. Bez Dk. O

Poznamka. Je-li matice H(a) semidefinitni, pak pouze na zékladé této informace nelze roz-
hodnout, zda ma f v a extrém, piipadné jakého typu, jak ilustruji piiklady f(x,y) = +at+y?.
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Vazané extrémy

Véta 4.10 (Lagrangeovy multiplikatory). Necht G C R? je oteviend mnoZina, f,g € CHG),
M ={[z,y] € G,g(x,y) = 0} a [zo,y0] € M je bodem lokdlniho extrému funkce f vzhledem k
mnoziné M. Pak je splnéna alespon jedna z ndsledujicich podminek:

1. Vg(zo,y0) = (0,0)

2. existuje A € R spliiujici V f (zo, y0) + AVg(zo,y0) = (0,0)

Diikaz. Bez Dukazu. O

konec 24. prednasky (22. 5. 2026)
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