24. cviceni — Implicitni funkce
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady

1. Ukazte, 7e rovnice 22 + xy? — y?> = 1 uréuje na okoli bodu [—2,1] implicitné zadanou

funkci y(z). Spoctéte prvni derivaci této funkce v bodé —2.
Zdroj prikladu: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPart
Cv.pdf
Reseni: Polozme F =22 — 32+ 232 -1, G=R% k=1a (z,7) = (—2,1). Pak

(a) F eCF@)

(b) F(=2,1)=4-2-1-1=0

(¢) 95 = =2y + 22y, Fo(-2,1) = —2—4=—6#0.
Tedy jsou splnény podminky vty o implicitni funkci a existuje € > 0 a § > 0 takové, Ze
pro kazdé x € (T —e, T +¢) existuje pravé jedno y € (y—9,y+0) s vlastnosti F(x,y) = 0.
Oznagime-li toto y symbolem ¢(z), pak p(x) € C*((Z — &, + €)).
Zderivujeme podle z a pouZijeme vzorec.

OF , OF
Pak 3 3
, —
)= - = ——
y(=2) s 5
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2. Ukaite, 7e rovnice 22 + y? 4+ xy — 3 = 0 urcuje na okoli bodu [1, 1] implicitné zadanou
funkci y(z). Spoctéte prvni a druhou derivaci této funkce v bodé 1.
Zdroj prikladu: http://homel.vsb.cz/ kre40/esfmat2/kapitoly/kapitola_5_3.pdf
Reseni: Poloime F =22 +y? 4+ 2y -3, G=R% k=2a (z,7) = (1,1). Pak
(a) F eCF @)
(b) F(1,1)=14+14+1-3=0
(¢) 9 =29+, (1, 1) =3 #0.
Tedy jsou splnény podminky véty o implicitni funkci a existuje € > 0 a § > 0 takové, Ze
pro kazdé x € (Z—¢,Z+¢) existuje pravé jedno y € (y—9,y+0) s vlastnosti F(z,y) = 0.
Oznagime-li toto y symbolem ¢(z), pak p(x) € C3((Z — &,z +¢€)). Zderivujeme piivodni
rovnici
2z +2yy +y+ay =0
y'(2y+a)=—22—y
o —2x —y
2+

Dosadime bod [1, 1] a ziskame
y'(1) = -1

Pro druhou derivaci zderivujeme jesté jednou

y'2y+a)+y' 2y +1) = -2y

"o _y/(2y/ + 1) —2—y
B (2y + x)

"o _2(y,)2 - 2y/ -2

(2y + )

V'2y+x)+y' (2 +1) =2y
"o _y/(2y/ + 1) —2- y/

(2y +x)
"o _2(1/)2 - 23/ -2
N (2y + )
Dosadime z =1,y =1,9 = —1:
—24+2-2 2
" 1 =_- - ~__Z
vl =5 3
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3. Ukazte, Ze rovnice (22 + y?)? — 322y — y® = 0 uréuje na okoli bodu [0, 1] implicitné

zadanou funkci y(x). Spoctéte prvni a druhou derivaci této funkce v bodé 0.
Zdroj piikladu: http://homel.vsb.cz/ kre40/esfmat2/kapitoly/kapitola_5_3.pdf
Reseni: Polozme F = (22 4+ y?)? — 32%y — 4>, G =R%, k=2 a (z,7) = (0,1). Pak

(a) FeCk@)

(b) F(0,1)=1-0—-1=0

(¢) 95 =2(2? + )2y — 327 — 3¢%, §L(0,1) =1 £ 0.
Tedy jsou splnény podminky véty o implicitni funkci a existuje € > 0 a § > 0 takové, Ze
pro kazdé x € (z—¢,T+¢) existuje pravé jedno y € (y—0,y+0) s vlastnosti F(x,y) = 0.
Oznagime-li toto y symbolem ¢(z), pak p(x) € C2((Z — ¢, + €)).
UvaZzujme ptivodni rovnici (y je nyni funkce, pro nazornost miizeme psat y(z)):

(% + y(«)*)* = 32y (z) — y(x)® = 0
Zderivujme obé strany podle = (pozor na vnitini funkei) a vyjadieme y:

2(2® +y(@)*) (22 + 2y(2)y (x)) — bay(x) — 32y (x) — 3y(«)?y/(x) = 0
42” + da?y(2)y' () + day(2)® + dy(2)’y(2)" — 6ay(z) — 32?y(z) — 3y(2)*y(z)" =0
y'(z) (42%y(z) + 4y(2)® — 32® — 3y(z)?) = —42® — day(z)? + 62y(x)

') = —4a3 — day(x)? + 62y (x)
VT Ly () + 4y(a) — 327 — By(w)?

Dosadime (z,y(z)) = (0,1) a ziskame

y'(0) = %

.....

misto y(x)).
y' (42%y + 4y° — 32% — 3y?) = —42® — 4day® + 6y
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Tedy

2

y" (40”y + 4y° — 32% — 3y®) + o/ (Buy + 4a”y + 124y — 62 — 6yy/) =

—1222 — 4y* — 8xyy’ + 6y + 6y’
Dosadime z =0, y(z) =1 a y/'(z) = 0.

y"(0)(0+4-0-3)+004+0+0-0-0)=-0-4—-0+6+0

Tedy

y"(0) = 2.

0.0,
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4. Ukazte, Ze rovnice y — % siny = x ur€uje na okoli bodu [, 7| implicitné zadanou funkci

y(z). Najdéte rovnici teény v bodé [, 7].
Zdroj ptikladu: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPart
Cv.pdf
Reseni: Polozme F =y — siny —z, G=R?% k=1a (7,9) = (r,7). Pak

(a) FeCHG),

(b) F(m,m)=m—0—7 =0,

(c) %—Igzl—%cosy, %—I;(w,ﬂ)zl—F%:%#O.
Tedy jsou splnény podminky véty o implicitni funkci a existuje ¢ > 0 a § > 0 takové, Ze
pro kazdé x € (T —e, T +¢) existuje pravé jedno y € (y—9,y+0) s vlastnosti F(x,y) = 0.
Oznaéime-li toto y symbolem ¢(z), pak ¢(z) € C?((Z —&,% + ¢)).
Zderivujeme podle = a pouZijeme vzorec.

oF _ . OF

—_— = =1
ox oz (m, )
Pak 1 5
! - __-_Zz

Pro rovnici teény plati

Tedy

/

-5

-5 1L

I I I I I
-6 -2 -1 0 1 2
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5. Ukaite, 7e rovnice y — Ssiny = x uréuje na okoli bodu [*51, 7

5 5+, 5] implicitné zadanou
funkci y(z). Urcete, zda graf této funkce lezi na okoli daného bodu pod te¢nou nebo
nad tecnou.

Zdroj prikladu: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPart
Cv.pdf
Reseni: Polozme F =y — ssiny —z, G=R% k=2a (z,9) = (551, 3). Pak
(a) F eCF@)
) P 5 =F-1+1-3
(c) %—Z =1—3cosy, %—5(%‘%%) =1#0.
Tedy jsou splnény podminky véty o implicitni funkci a existuje ¢ > 0 a § > 0 takové, ze
pro kazdé x € (T —e,T+¢) existuje pravé jedno y € (g—0,y+9) s vlastnosti F'(z,y) = 0.
Oznagime-li toto y symbolem ¢(z), pak p(x) € C2((Z — &, + €)).
Zderivujeme puvodni rovnici

/ 1 /
Y —Ecosyy =1

1
Yy <1— 2005y> =1

/_
V= (1—%cosy)

(T —1 1
= =1
y( 2 > 1-0

Pro druhou derivaci jesté jednou zderivujeme

Z 1 / 1 . /
Y 1—§cosy +y ismyy =0

Dosadime

Dosadime x = ”T_l, Yy =

Dohromady mame: funkce y je C2, tedy y" je spojita. Navic y” (”7_1) = —% < 0. Odtud
méme, ze existuje okoli bodu z takové, ze druha derivace je na tomto okoli zaporna.
Funkce je tam tedy konkavni a lezi pod te¢nou.

6. K rovnici —22 + y? — 2xy + y = 0 najdéte body, v nichZ jsou splnény piedpoklady véty
o implicitni funkci a které jsou stacionarnimi body takto implicitné definovanych funkci
jedné proménné. Rozhodnéte, zda jsou v téchto bodech lok. extrémy.

Zdroj ptikladu: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPart
Cv.pdf
Reseni: Polozme F = —z2 4+ 3% — 2zy +y, G = R?, k= 2. Mame F € C*(G).
Hledame takové body (z,y), kde

(a) F(z,y) = —2” +y* =22y +y =0

(b) G =2y —22+1#0
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OF
(c) ¥'(0) =— Z% =0, tedy %—I; = —2z — 2y = 0 (stacionarni body)
Ze 3. rovnice mame y = —z. Dosadime do prvni:
—2? 422+ 22— =0
z(2z — 1) =0.

Celkem mame body (0,0) a (3, —%) Pro oba je navic splnéna podminka %—5 #0.
Tedy jsou v obou bodech splnény podminky véty o implicitni funkci.
Spocteme dvé derivace.

—2x+2yy —2y —2zy' +14 =0
2y —2z+1)=2x+2y
déle
v'(2y—22+1)+9' (2 —2)=2+2¢
"_ Y2y —2)+2+2y
2y — 2z +1)

Dosadime nalezené body (navic mame, ze y' = 0). Tedy

2
y”(o):1>0
1 2
!
== <o
yig)=—<

Zéaver: v bodé (0,0) je lok. minimum a v bodé (3, —3) je lok. maximum.

o [T
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7. Ukazte, Ze rovnice In(2%2%) = €Y — 1 uréuje na okoli bodu [—1,%,1] implicitné

zadanou funkci z(x,y). Vypoctéte jeji parcialni derivace 1. Ffadu a urcete jejich hodnotu
v daném bodé.
Priklad is FeSenim méme z http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opor
y/VybrPartCv.pdf
Reseni: Polozme F(z,y,2) = In(z22%) — #°%Y + 1, G = (—00,0) x R x (0,00), k=1
a(z,9) =(-1,%), z=1. Pak

(a) F e CH(G),

(b) F(~1,5,1) = log(1) — €' % +1=0,

(c) %—5 = % — €*°%Y cosy, %—5(—1, 5,1) =3~ elcoss cosy =3 #0.
Tedy jsou splnény podminky v&ty o implicitni funkci a existuje € > 0 a & > 0 takové,
ze pro kazdé (z,y) € B((Z,y),e) existuje pravé jedno z € (Z — 6,z + 0) s vlastnosti
F(z,y,z) = 0. Oznaéime-li toto 2z symbolem ¢(z,y), pak ¢(z,y) € CY(B((Z,%),¢)).
Zderivujeme podle x a y a pouzijeme vzorec.

oF 2 oF T
o2 Ty =2
or x’ 8x( "2’ )
Pak
9z _ -2 _2
dor 3 3
? OF OF
o = —e*“P®Yz(—siny), a—y(—l, g, 1)=1
Pak
9z _ 1
oy 3

8. UkaZte, Ze rovnice z + €* = zy + 2 urcuje na okoli bodu [—1, 1,0] implicitné zadanou
funkei z(z,y). Vypoctéte jeji parcialni derivace 1. a 2. fadu v daném bodé.
Priklad is FeSenim méme z http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opor
y/VybrPartCv.pdf
Reseni:
e Polozme F(x,y,2) =z2+e*—a2y—2,G=R3 k=2a (z,7) = (-1,1), 2= 0. Pak
(a) F € CHG),
(b) F(-1,1,0)=0+¢e"+1-2=0,
() ZE=1+4¢€ ZE(-1,1,00=1+1#0
Tedy jsou splnény podminky véty o implicitni funkci a existuje e > 0a d > 0 takové,
Ze pro kazdé (z,y) € B((Z,y), ) existuje pravé jedno z € (Z — 0,z 4 0) s vlastnosti
F(z,y,2) = 0. Oznac¢ime-li toto z symbolem p(z, y), pak ¢(x,y) € C3(B((z,7),¢)).
e Pro zjisténi derivaci budeme aplikovat fetizkové pravidlo. Uvazujme rovnici

z+e =xy+2,

kde z = z(z,y) je funkce dvou proménnych. Prve derivujeme podle z.

0: L 0:_

Ox 83:_y

0z

“n1 Zy —

Ox( +e)=y
9z y
or 1+e?
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V bodé (—1,1,0) mame

0z 1 1
(=1,1,0) 140 2

ox

Analogicky zderivujeme podle y.

%4—63 %—w
Ay Oy
0
£(1+ez):$
%_ T
dy 1+e?
V bodé (—1,1,0) mame
0z -1 1
~1,1,0) = =

e Analogicky postupujeme pro 2. derivace.

02z g , 0%
V bodé (—1,1,0) mame
0%z 0o o Oz 11 1
=2 (-1,1,0) = —1(1 C2(-1,1,0) = —= - = = —=
Dale 52 5
z 2\—2 z z
Z 2 — (1 Rad
052 z(1+e?) a9
V bodé (—1,1,0) mame
%z 0z 1 1 1
—(-1,1,0)=1(1+e"2". 2(-1,1,0) == - [ —= ) = —=
5 (1L =10+ 20 1,0 = - (<3) = -

SmiSené derivace:
e (1+¢) —y(e)L
0xdy (1+e2)?

V bodé (—1,1,0) mame

0? 1+ —160&—1,1,0 241 5
S g2 UFEOHOECLL) 24) 5
dxdy (14 €0)? 4 8
Navic plati
0%z 5
717170 =
8y8x( ) 8

coz plyne z véty o zaménnosti parcialnich derivaci a faktu, ze ¢ € C?(B((%,7),¢)).
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9. Ukaite, 7e rovnice x2 + y? + 22 + xyz = 20 uréuje na okoli bodu [1,2,3] implicitné

zadanou funkei z(z,y). Najdéte rovnici te¢né roviny v daném bodé.
Priklad is FeSenim méame z http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opor
y/VybrPartCv.pdf
Reseni: Polozme F(z,y,2) =x? + 19>+ 22 +2yz2—20, G =R3 k=1a (z,7) = (1,2),
z = 3. Pak

(a) F eCHG),

(b) F(1,2,3) =1+4+9+6—20=0,

(c) %&£ =22+ 2y 26(1,2,3) =6+ 2 #0.
Tedy jsou splnény podminky v&ty o implicitni funkci a existuje € > 0 a & > 0 takové,
ze pro kazdé (z,y) € B((Z,y),e) existuje pravé jedno z € (2 — 6,2 + 0) s vlastnosti
F(z,y,z) = 0. Oznaéime-li toto 2z symbolem ¢(z,y), pak ¢(z,y) € CY(B((Z,%),¢)).
Zderivujeme podle x a y a pouzijeme vzorec.

oF oF
Pak
0z _ 8 _
or 8
* OF OF
= =2 Z(1,2,3) =4+3="T.
Pak
0 _ 7
or 8

Protoze ¢(z,y) € CY(B((z,7),¢)), tak funkce ma derivaci a miizeme sestavit rovnici
tecné roviny. Dostavame

__of _ o _
zZ—z %(%Z/az)(l“ 90)4'3*(%3/,2)(9—3/)
z—3=—1(:1:—1)—£(y—2)

a;—i—z —i—z—§
/T

Zkouskové priklady

10. Ukazte, Ze dané rovnice urceuje na okoli bodu [Z, ] implicitné zadanou funkci (proménné
x). Spoctéte prvni a druhou derivaci této funkce v bodé z.
(a) ¥ +y* =2y, ['f7§] = [17 1]
Reseni: Polozme F = a2V + ¢y* — 2y, G = (0,00) x (0,00), k =2 a (Z,7) = (1,1).
Pak
i. [ ecka)
ii. F(1,1)=141-2=0
iii. %5 =aYlogz +xy® ! -2, %5(1,1) =0+1-2=—-1#0.
Tedy jsou splnény podminky véty o implicitni funkci a existuje e > 0 a § > 0 takové,
ze pro kazdé x € (T — €,% + ¢) existuje pravé jedno y € (y — 9§,y + 0) s vlastnosti
F(z,y) = 0. Oznagime-li toto y symbolem o(z), pak ¢(z) € C2((Z — &,7 + ¢)).
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Uvazujme ptvodni rovnici
¥ + ¥ =2y

neboli
eylog:p + eavlogy _ 2y

Zderivujme obé strany podle x a vyjadreme 3/:
ﬂ(i+ybmﬂ+f<Mw+§y>=%’
Yy (:):y logx + yrg — 2) = —acy% —y"logy

Dosadime (z,y(x)) = (1,1) a ziskame

y(1)(0+1-2)=-1-0
y'(1) = 1.

.....

Y <a:y logx + y‘rg - 2) = —xy% —y"logy

Tedy
y” <wy logx + ymE - 2)
Y

Y T x —xy/
+4/Qﬁ(y+ymﬂx)ng++wﬁ(bgy+d>*ﬂﬁy 2y>
T Zz Y Yy Yy
L x
= —zY¥ <g+y/logx> gfq:yyxZ Y _ o (logy+xy') logy —
x x x Y Y

Dosadime x =1, y(1) =1 a ¢y/(z) = 1.

1—-1 1-1
y%1x0+1—2H4(u1+0»0+1+1®+1)1+1~5r7::—1ﬂ+0)1—1—i—~—u0+1)0—1

Tedy
(D) +1+1=-1-1

y'(1) =4
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20}

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

(b) 6sinx2 + 6sinny — 2y + 27 [(f, g] — [0, 0]

Regeni: Polozme F = ¢S@” 4 ¢sinzy _ 2y 2 G =R2 k=2a (z,y) = (0,0).
Pak

i. Fecka)

i. F(0,0)=14+1-2=0
iil. 2 = ey (coszy)r — 2 2£(0,0) =1-1-0—2=—2#£0

To0y oy \7? )

Tedy jsou splnény podminky véty o implicitni funkci a existuje e > 0a d > 0 takové,
Ze pro kazdé x € (T — &,Z + ¢) existuje pravé jedno y € (g — 0,7 + d) s vlastnosti
F(z,y) = 0. Oznaéime-li toto y symbolem (), pak ¢(z) € C?((z —&,Z +¢)).
Uvazujme ptvodni rovnici

esian 4+ STy — 2y + 2

Zderivujme obé¢ strany podle z a vyjadieme 3':

1% cos(22)22 + €Y cos(zy) (y + zy) = 2/
Dosadime (z,y(z)) = (0,0) a ziskame

e? cos(0) - 0+ €® cos 0(0 + 0) = 2¢/(0)y/(0) = 0.
Pro druhou derivaci jesté jednou zderivujeme rovnici:

17 cos(22)22 + e cos(zy)(y + zy) = 2/
Tedy

17 (cos(22)22)? + 5% (— sin(z?)42? + cos(z?) - 2)

+ CSinmy(COS(x’y)(y—i-.’Ey/))Q + esinmy(_ sin(xy)(y+xy')2 + Cos(acy)(y’ +y/ +xy//)) — 2y/l

Dosadime z = 0, y(0) =0 a y/(z) = 0.
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Tedy
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(c) /2 + arcsin(z + y?) = arccos(y + z*), [z, 7] = [0,0]
ReSeni: Polozme F = 7/2 + arcsin(z + y?) — arccos(y + 22), G = (—3) x (—3
(1ze vykoukat z obrazku) , k =2 a (z,y) = (0,0).

25
--------- 2
---- = e, ~ 15
b f"'li.::‘:.
, i
'\\* /. ] Py h“
e ¥ | Y
\ | N
LY | W
l!v" \“P
4 35 3 25 2 15 ,’ﬁ 05 o 0.5 A 15 2 25
o
i |
N NEENE NS .,a' i
T ~ Y
pr i :“ d L
s ; S Lo v
i [l D oad 1
_oad " ""‘;f‘" . X
— = o =15 5 1
- _— )
___________ F L
_______ H 5 | L
...... F - K 2
------- / )" k. “\
i / 25 " :
’ ‘a )
. k R
[ i &
'I’ Jl 3 ‘1 “l
Pak
i. Feclka)
ii. F(0,0)=2+0-2=0
i, 95 = ! +——2 _ 950,00=1+0=1#0.
v 1-@ty?)? | 1-(yra?)? W

Tedy jsou splnény podminky véty o implicitni funkci a existuje e > 0 a § > 0 takové,
7e pro kazdé x € (T — &,% + €) existuje pravé jedno y € (g — 0,7 + 9) s vlastnosti
F(z,y) = 0. Oznaéime-li toto y symbolem (), pak ¢(z) € C?((z —&,Z +¢)).
Uvazujme ptivodni rovnici

7/2 + arcsin(z 4 y?) = arccos(y + z°)
Zderivujme obé strany podle z a vyjadieme /'

1+ 2yy/ B Yy + 2z

Vi—@+2)? J1—(y+a2)?

Dosadime (z,y(z)) = (0,0) a ziskame

1=-y(0)
—1=1y/(0)

.....

1+ 2yy B Yy + 2z

Vi—@+y? Vi)
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Tedy

Tedy

2y'y + 2yy") (1 — (z + 7)) 72 + (1 +2yy) - (—1> (1= (z+y%)”

"+ D A 20

Dosadime z =0, y(0) =0 a y/(0) = —1

2=—(y"+2)

2

—l)u—«y+x%r

3
2

3
2

(=2(z + ) (1 + 2yy"))

(—2(y + 2%)(y + 22))

Kalkulus 1, 2025/26, Kristyna Kuncova
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(d) arctan(y® + zy) = ¢V — cos + y, [, 7] = [0, 0
ResSeni: Polozme F = arctan(y? + zy) — e + cosz —y, G = R? k = 2 a
(7,7) = (0,0). Pak

i. Fecka)

i F(0,00=0—-1+1-0=0

sov JF 2y+x T OF _ _

111. B—yzl_’_(y%w—eyx—l, 87/(0,0)—0—0—1——1750

Tedy jsou splnény podminky véty o implicitni funkci a existuje e > 0a d > 0 takové,
ze pro kazdé z € (T — e,T + €) existuje pravé jedno y € (y — 9§,y + 0) s vlastnosti
F(z,y) = 0. Oznaéime-li toto y symbolem (), pak ¢(z) € C?((z —&,Z +¢)).
Uvazujme ptuvodni rovnici

arctan(y? + zy) = e”Y —cosx +y
Zderivujme obé¢ strany podle x a vyjadreme 3/:

2uy' +y+xy

ey )
Dosadime (z,y(z)) = (0,0) a ziskame

0=1'(0)

.....

2uy' +y+xy

2= =e"(y+ay)+sinx+ ¢
T+ 02 o) (y +xy) y

Tedy

'y +2yy" + '+ + 2y A+ (v +2y)?) — Cuy' +y +2y) (2% + zy) Cyy' +y + )

(14 (y2 + zy)?)?
=e(y+ay)’ + ey +y +ay") + cosz + "

Dosadime z = 0, y(0) =0 a 3/(0) = 0.

0:1—|—y”

Tedy
y"(0) = —1
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Bonus

11. Rozhodnéte, zda je podminka %—g(f, y) # 0 ve v&té o implicitni funkei nutna. Dokézete
sestrojit funkci (alespoil obrazkem), u niz plati vSechny predpoklady az na tento, a pfesto
plati zaveér?

Reseni: Napi. funkei y = &/ 1ze nanpsat i jako implicitni funkci k rovnici y* = z. Pak
v bodé (0,0) neni splnéna podminka nenulové derivace, pfesto jde zjevné o funkci.
Jiny piiklad na obrazku
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