23. cviceni — Retizkové pravidlo
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/“kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
1. Vypoctéte derivace slozenych funkci
(a) z=uV1+v2 kdeu=e** av=e¢""
Reseni: Z fetizkového pravidla mame

of _Of du  8f dv

or  Ou Or  Ov Ox

Tedy musime nejprve spocitat

gf— 1+ 02
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(b) z = uv?w3, kde u =sinz, v = —cosz a w = €*

Reseni: 7 fetizkového pravidla mame

8f_(9f.8u 8f‘8v of ow

9r 0u 9z T ow 0r  ow oz
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Tedy musime nejprve spocitat

ﬁ _ 2.3
ou
0
(95)0 = 2uow®
0
a—z{} = 3uv?w?
ou
— = COSZ
ox
ov .
— =sinx
ox
ow
or ¢
Dosadime
15)
8—f = v2w? - cosz + 2uvw? - sinz + 3uv w? - °
T

= cos® 2e3” cos x4 2sin z(— cos z)

= €3z cos z(cos® x — 2sin® x + 3sin x cos )

6356

¢) z=sinucosv, kde u = (z —y)? av =22 — y>?
(c) : y Y

Reseni: Z fetizkového pravidla mame

05 _0f 0w of o0
dr Ou O0r Ov Oz
0f _0f ou  0f o
dy Ou Oy Ov Oy

Tedy musime nejprve spocitat

v COS U COSV
a—f = —sinwusinv
ov
ou
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ov
Y9
ox .
ov
U9
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Dosadime

gi = cosucosv - 2(x —y) —sinusinv - 2z

= cos(z — y)? cos(z® — y?) - 2(z — y) — sin(z — y)

2

2 2x e®

sinzx + 3sin x cos” xe

sin(z? — %) - 2z
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Reseni: 7 tetizkového pravidla mame
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Tedy musime nejprve spocitat
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(d) w=yz2 2’ kdex =", y=In(r+2s+3t) az=1rs +1
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2. Spoététe parcialni derivace g(z,y) = f(2? + y?).
Reseni: Uvazujme funkci f(u), kde u(z,y) = 22 + 2.
7 tetizkového pravidla méame
99 _Of ou_0of .
Jdr Ou Ox Ou
99 _0f ou_0f ,
dy Ou Oy Ou

3. Necht f(x,y) = 22 + 3y?. Uréete derivace f vzhledem k polarnim soufadnicim.
Polarni{ soutadnice: x = rcosa, y = rsina.

Reseni: 7 tetizkového pravidla mame

0 of o of o
Bii = 87£ : 67:’; +83J; . 8737{ = 2x - cosa + 6y - sin = 2r cos acos a + 67 sin o sin «

of _of 9z Oof 9y _
dao dx Oda Oy Oda

= —2r? cosasina + 6r% sin o cos a = 4r? cos asin «

2z - (—rsina) + 6y - rcos «

4. Necht f(x,y) = e~ @y Uréete derivace f vzhledem k polarnim soutfadnicim.

Reseni: 7 fetizkového pravidla mame

of of ox Of 0y — (@ +y?) (a2 +y? .
o _ 2 = 2 YY T —97) . T2y (o)
B = B 87“+6y 5 = ¢ (—2x)-cosa+e (—2y) - sin«
— —e " 2rcosla —e " 2rsin2a = —2re "
a
of of ox Of @_

o= a. = —(@*+9*) (Z9g) . (—rsi —(@+1%) (94 .
o Ox Oa Oy Oa € (—2z) - (—rsina) te (—2y) - rcos «

2 . 2 )
=e 2% cosasina — e " 2r? cosasina = 0

5. Ukazte, ze funkce F(z,y,2) = ZInz +zf (£, 2) vyhovuje vztahu x%—g + y%—i + z%—’j =
F+ 2

Reseni: Uvazujme funkci f(u,v), kde u(z,y,z) = 2av(r,yz) = 2.

<
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Pak dle fetizkového pravidla je

oFr y xy 1 of Ou Of v
am—zlog“z‘ﬁf(“’”)”(au 9z 90w
_Y ry 1 of _y [ of =z
_zIng—i— z a;+f(u’v)+x<8u 22 Ov a2
oF s o5 ou, 0f o
ay_ZIOgm+x<6u oy Ov 8y>
T of 1 0of
_zIng+$<8u x+av‘0>
OF _ wy . (0f u 0f o
9, 2 08 ou 0z Ov 0z
_ W of g, 08 1
leogw—l—x(au 0+8v .
Dosadime do zadaného vztahu:
ﬁlog:z:—i—%%—acf(u,v)—yg—za—f + %logx—i—yg + ——ylog:n—i-z
z z ou ov z ou z
:Elogac—kﬁ—i-xf(u,v):F—i-ﬁ
z z z

6. Necht g(z,y) = f(z +y,x — y), spoctéte % v bodé (a, b).

Reseni: Uvazujme funkei f(u,v), kde u(z,y) =z +y, v(z,y) =z — ¥.

7 tetizkového pravidla mame

oy _9f ou of ov_of | of
Oy Ou Oy Ov Oy Ou ov ’
Pak
%y _ 0 (0] o
oxdy Oz \Ou v
Ozna&ime-li funkece h(u,v) = % a j(u,v) = %, mame z Fetizkového pravidla
0% _Oh Ou Oh Ov (0j Ou 0j Ov
0xdy  Qu Or Ov Ox ou Oxr Ov Ox
__Oh oh dj dj
=51t (au-1+av-1>
B 0% f 0% f B 0% f B 0% f
 Qudu  Ovdu  Oudv  Ovdv

ProtoZe jsou splnény predpoklady, tak mame zdménné 2. smiSené parcidlni derivace.

Tedy

0%g

0% f 0% f

0xdy  Oudu ~ Ovdv
V konkrétnim bodé (a,b) pak plati

0%g
0xdy

(a,b)

0% f
~ Qudu

82 f

(a+b’a_b)_6vav

(a+b,a—0)

Kalkulus 1

, 2025/26, Kristyna Kuncova

f

v

)



7. Ukazte, Ze funkce F(x,y) = x f(z+y)+yg(x+y) vyhovuje rovnici 8 F 9 0F +%2TF =0

ozxdy
Reseni: Uvazujme funkce f(u) a g(u), kde u(x,y) = x + 3. Dale oznacme 8—5 =fa
g—g = ¢'. 7 Yetizkového pravidla je
aF ou
- =fraf f+yg ap = Tl g
* OF P )
U u
5 :a:f’-a—y+g+yg/-a—y =af +g+yg
Analogicky pak
O*F
— =+ +zf"+yd
0x?
82
—_xf”+g +4 +yg”
dy>
82F / " / /1
050y ff+af"+g +yg

Po dosazeni do rovnice je

f/+f/+xf”+yg”_2(f/+$f//+gl+yg”)+xf//+gl+g/+yg//
=0

8. Vyraz x5-% f —i—yaayaf pretransformujte pro funkci F'(u,v) = f(z,y), kde u =y av =y/x.
Regeni: Aplikujeme Fetizkové pravidlo

of _oF ou 0P ov_oF( y

dr Ou Or Ov Or Ov x2

82f_8<8F<_y)>_2y8F y<82F ou O0°F 8v>

3 Ov

_ Gy OF y (PF oy
ST o 22 \ovdv  x?

0% f _8<8F (y))_—l@Fy(@QF ou  O*F 611)

o2 Oz \ v 22 23 0v 8u6v'%+8v8v.%

oydr oy \ v \ 22/)) 22 duv oudv Oy + owdv Oy
_j@_£321+y_1
22 v Oudv ovdv  x
Dosadime
an+ 0% f m2£a£7£ 0’F AN ~19F y 82F'1+82F'1
e y@y@:z: x3 Ov v a2 I\ 2200~ 22 \Guaw ovdv  x

y OF o 82

z2 0v  z2 Oudv

7 predpist pro v a v navic mame xr = %, Y = U.

Dohromady
i@fF_yj(‘ﬁF_v?@F 5 O°F

22 0v  x20udv  u Ov 8u6v
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9. Necht F = (F1, Fy) : R® — R? je zobrazeni definované predpisem
F(z,y,2) = ((x + 1)y 4+ 1)(z + 2), sin z cos(2y + 2)).

Zobrazeni G : R? — R? ma v bodé [2,0] derivaci representovanou matict

2 1
0 -1
1 0

(a) Dokazte, ze v bodé [0, 0, 0] existuje derivace zobrazeni G o F' a spoc¢téte jeji repre-
sentujici matici.
(b) Spoctéte derivaci funkce Fy v bodé [0,0, 0] podle vektoru (1,2,0).

Regeni:
(a) Nejdifve najdeme reprezentujici matici funkce F. Pro (z,y, z) € R3 je
3F1 8F1 2 aFl 2
— =2 1 1 2 — = 1 2 - = 1 1
=2t DD G o@r DY) =@t DA+
F: F: F:
68; = cosz cos(2y + z) 88; = sinz(—2sin(2y + 2)) 88; = sinz(—sin(2y + 2))

Viechny parcialni derivace jsou spojité na R3, tedy existuje derivace zobrazeni F.

V bodé [0, 0, 0] pak je representovana matici

4 2 1
1 00
Obé zobrazeni maji derivaci, tedy ji mé i zobrazeni G(F'). Matici zobrazeni G(F)
pak ziskame jako
1 9
4 2 1
1] - =11
1 00
0 4
(b) V8echny parcialni derivace funkce F jsou spojité, tedy existuje derivace Fj. Specialné
pro derivaci funkce Fj v bodé [0,0,0] méame
(4,2,1)
Pro derivaci ve sméru pak plati
D(l’g,O)Fl(O,O, 0)=(4,2,1)-(1,2,0) =4+44+0=38.

10. Necht F = (Fy, Fy, F3, Fy) : R?2 — R je zobrazeni definované piedpisem

X
Fla.y) = (arctanu F)at (@ y> |
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(a) Ukazte, ze v bodé (—1,1) existuje derivace funkce F' a spo¢téte jeji reprezentujici
matici.

(b) Spoctéte %(0,0), pokud existuje.
Resent:

(a) Uvazujme (z,y) € B((—1,1),3). Pak plati |z| = —=, |y| = v.

Zderivujeme
oF 1 oF 2
or 1+ (z+2y)? oy 1+ (z+2y)?
OF: F:
o 9B _
ox oy
OFy  —3x* —y? OF; o3 —ay(y +2)
oxr 14y oy (1+y)?
oFy oFy

A T

Vsechny parcialni derivace jsou v bodé (—1, 1) spojité, tedy existuje derivace funkce
F'. Jeji representujici matice pak je

i1
1 1
1
-2 1
671 671
(b) Spocteme z definice.
lo+|
OF ((0+8)* +0%) 3 — 0 £2]¢
Z3(0,0) = lim S U L BT
ox t—0 t t—0 t—0
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