22. cviceni — Totalni diferencial

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady

1. Urcete defini¢ni obor, parcialni derivace a totalni diferencial nésledujicich funkci

(a) 2 — 2zy — 3y°

ReZeni:

Priklad i s feSenim mame z: https://homel.vsb.cz/ kre40/esfmat2/kapitoly/
kapitola_5_2.pdf

Mame Df = RQ.

Parcialni derivace: of
= =2z — 2y,
ox Y
of

—— = =2z — 6y.
oy Y

Obé parcialni derivace jsou definované a spojité na celém R?. Tedy totalni diferen-
cial existuje a je tvaru

f(a)(h) = (2a1 — 2a2)h1 + (—2a; — 6ag)hy.

— Y Resent:

+y

Priklad i s FeSenim mame z: https://homel.vsb.cz/ kre40/esfmat2/kapitoly/
kapitola_5_2.pdf

Méame Dy = {[z,y] € R? : x # —y}.

x
(b) arctan -
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Parcialni derivace na D Ik

of _ 1 We+y —1z—y) _ y

Ox | (%)2 (z +y)? x? + 32
of _ 1 ety —lz-y) -z
dy . (%)2 (z +y)? x? + y?

Obé parcialni derivace jsou definované a spojité na celém Djy. Tedy totalni difer-
encial existuje na Dy a je tvaru
a9 —al

"(a)(h) = hy +
F@0) = e+ i

ha.

-10

(¢) zylog(x +y)
Reseni: Priklad i s feSenim mame z: https://homel.vsb.cz/ kre40/esfmat2/k
apitoly/kapitola_5_2.pdf
Méame Dy = {[z,y] € R : 2 +y > 0}.
Parcidlni derivace na Dy:

af Ty
A g
Ox yog(x—l—y)+$+y
af Ty
— 1

3y xog(:v-l—y)-l—:v ”

Obé parcialni derivace jsou definované a spojité na celém Dy. Tedy totalni difer-
encial existuje a je tvaru

a1a2

F(a)(h) = <a2 log(ay + as) + ) hy + <a1 log(ay + as) + —222 ) ho.

ay + ag a1 + ao
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2. Urcete parcialni derivace a tot. diferencial v bodé (0,0)

(a) [yl sina
Stru¢né€jsi feSeni: 1. Dy = R? (absolutni hodnota ani funkce sinus nedévaji
7adné podminky).

2. Parcialni derivaci podle v bodé (0,0) lze ur¢it pfimym vypoctem

of

5(0,0) = (Jy| cos.2)] 0 = [0] cos0 = 0.

Parcialni derivaci podle y v bodé (0,0) kvili absolutni hodnoté u y uréime radéji
z definice parcidlni derivace:

af(o 0) = Jim f(0,0+ h) — £(0,0) — lim |0+ A|sin0 — |0]sin 0 — lim 0 _o.
oy h—0 h h—0 h haoh

3. Diky existenci parcialnich derivaci v bodé (0,0) mame jediného kandidéata na
totalni diferenciél

df(0,0) £ (gf(o 0), 8f(o 0)) = (0,0).

Nevime, zda jsou parcialni derivace v bodé (0,0) spojité, proto ovéfime (nebo
)

vyvratime), Ze o totalni diferencial skute¢né jde pomoci jeho definice
tedy ukazat (nebo vyvratit), z

Chceme
FO+h1,0 4 ha) = £(0,0) = (3£(0,0), 5£(0,0)) - (R, h2)”
im
(h1,h2)—(0,0) [[(h1, e
Po dosazeni na levou stranu a rozsifenim h; dostaneme
‘hg’Slnhl . lim sinh1 ) h1|h2| h1’h2‘
hl,hg 0,0) /h? + h2 (h1,h2)—(0,0) A1

NGEET (1 h2)>(0,0) N
—1
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ProtoZe podle AG-nerovnosti plati odhady:
h3+h3

|hah]| 52 1 /5 5 (h1,h2)—(0,0)
RV ey RV e A A A o
podle véty o dvou policajtech vyplyva
. |hoh]
lim ——=1-0=0.
(hlah2)_)(070) \ h% + h%

Protoze i ve vice proménnych plati, Ze lim f = 0, pravé kdyz lim |f| = 0, je tedy
také

(h1,h2)—(0,0) \/m )

a tedy funkce f méa v bodé (0,0) totalni diferencial

df(0,0) = (0,0).

Podrobnéjsi feSeni: 1. Urcime definicni obor. Absolutni hodnota ani funkce
sinus nam nedéavaji zadné podminky, defini¢nim oborem je tedy celé R2.

Dy =R%
2. Spocteme parcidlni derivace. Pro parcidlni derivaci g—i na celem R? plati:
or _ 9 (ly|sinz) = | \i (sinz) = |y|cosx
ar oz Y ~ Yoz - ’

specialné tedy %5(0, 0) = |0 cos0 = 0.
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Parcidlni derivaci % na celém R? kviili absolutni hodnoté takto jednoduse spocitat

nelze. Proto je vyhodnégjsi rovnou pocitat z definice v bodé (0, 0).
of f(0,0+h) — £(0,0) ~ lim |0+ A|sin0 — |0]sin 0

. 0
a9, (00) = Jim h B h = oy =0

8. Urcime, zda funkce md ¢i nemd totdlni diferencidl. Obé parcialni derivace
podle predchoziho kroku existuji. Jedinym kandididtem na totalni diferenciél je
tedy (linearni zobrazeni uréené matici 2 x 1)

df(0,0) = <g£(0 0), af(o 0)) = (0,0).

Protoze nevime, zda je % v bodé (0,0) spojita, zkusime ovéfit, zda se jedna
o totalni diferencial funkce f v bodé (0,0) pomoci definice totalniho diferencialu.
Chceme tedy ovérit nebo vyvratit, ze

. F(O+ 71,0+ o) — £(0,0) — (9£(0,0), 9 (0 0))-(h1,h2)T:0

(h1,h2)—(0,0) | (h1, hal

Po dosazeni do limity postupné dostaneme:

_ JO0+ 01,04 he) — £(0,0) — (§£(0,0), 5£(0,0)) - (R, ho)”
lim =
(h1,h2)—(0,0) ([ (A1, hel

|ha|sinhy — 0 — (0,0) - (hy, ho)T

= lim =
(h1,h2)—(0,0) Vhi+h3

lim |h2’ sin h1
1 y————
(h1,h2)—=(0,0) \/h% + h3

Nyni se mtZzeme zbavit sinu rozsifenim hy, nebot lim, 4,)-(0,0) S‘?Llhl = 1. Podle
véty o aritmetice limit

lim \hg] sinhy
(h1,h2)—(0,0) «/h2+h2
. sin h1 . hl ’hg‘
= lim . lim =
(h1,h2)—(0,0) D1 (h1,h2)—(0,0) 4 /h2 + h2
hq|ha|

= lim =
(h1,h2)=(0,0) \/hi + h3

Chceme ukazat, Ze limita vySe je rovna nule. K tomu staci ukézat, Ze i v absolutni
hodnoté je limita rovna nule, tedy ze
hilhs| |hiho| 2

————|=  lm
Vh2 + k2| (hh2)=(00) \/h? + h3

Absolutni hodnotou jsme si zjednodusili praci, protoze nyni miazeme pouzit odhad
plynouci z AG-nerovnosti, ktera plati pro nezaporna ¢isla:

2, 12
|h1hg| < hl%%,

0.

(h1,h2)—>(0,0)
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a tudiz

0 < |h1hs - VhE+h3 (hi,ha)—(0,0) 0
T VR +hE T 2

Podle véty o dvou policajtech pro limitu funkce vice proménnych je tedy

lim 7’h1h2‘ =0
(h1,h2)—(00) \/hZ + hE

tedy podle predchoziho postupu také

F(0+h1,0+ ha) = £(0,0) = (5£(0,0), 5£(0,0)) - (1, ho)”

lim =0,
(h1,h2)=(0,0) [[(ha, hall
coz podle definice totalniho diferencialu znamena, ze df(0,0) = (0,0). O
(b) cos ¥y
Regeni:

1. Dy = R? (funkce kosinus ani tieti odmocnina nedévaji zadné podminky).

2. Parcialni derivace v bodé (0,0) pfimym vypoctem urcit nelze, nebot

of 0 . s ‘ 1 '
9 on (cos {/zy) = —sin({/zy) 33/ (a2 @) Y
of 9 1

Dy~ 9y (S VE) = —sin(Yey) - s e

kterézto vyrazy nejsou v bodé (0,0) definované. Budeme tedy pocitat z definice
parcialnich derivaci.

- -
Of (0,0 = tim L0+ 10 = F(0.0) _ o5 Y(0+H) 0= cos VD0
o h0 h h—0 h

. 1-1 0
T T O
Obdobné
h — 30_ 0 h _ 300
OF (0.0) = tim 1©OFM = F(0.0) _ ;08 /0 (0+h) —cos V0.0
dy 70 h h—=0 3
— .0
= a0

3. Diky existenci parcidlnich derivaci mame jediného kandidata na totalni diferen-
cial, a tedy

7 Of of
df(0,0) = (==(0,0), ==(0,0)) = (0,0).
£0.0) 2 (50,0, 5 0.0) = 0.0
Ovéfime to (nebo vyvratime) pomoci definice totalniho diferencialu. Ptame se tedy,
zda
. F(0+h1,0+ ho) = £(0,0) — (5£(0,0), 5£(0,0)) - (h1, h2)T
lim =0
(h1,h2)=(0,0) [(h1, o)
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Po dosazeni do limity postupné dostaneme:

cos {/(0+ h1)(0 + ha) — 1 —(0,0) - (hy, ho)” o cos /(e —1

lim =
(h1,h2)—(0,0) VR + h3 (h1,h2)=(00)  \/h? + h3
Pozor. Nyni si uvédomme, Ze pokud jdeme do nuly po piimkich h; = 0 nebo
ho = 0, potom c¢itatel je nulovy a limita rovna nule. V dal8im tedy muZeme pocitat
limitu vzhledem k defini¢nimu oboru bez téchto os = a y, tedy vzhledem k mnoziné

M :=TR?\ {{(—oo, +00) x {0}} U {{0} x (—o0, —1—00)}}.

Pokud i limita vzhledem k mnoziné M vyjde nula, pak i ptivodn{ limita pocitané
vzhledem k celému defini¢nimu oboru bude rovna nule.

Dtivodem této pasaze je, Ze pro odstranéni kosinu budeme potiebovat rozsitit, a na
osach by toto rozsiteni selhalo.

Pocitame tedy nyni

i cos v/ (hih2) — 1
im =
(h1,h2)=(0,0) (4, norem \/m

po rozsifeni dostaneme
_ i cos V/(hihe) =1 ¥/(hihz)?
(h1,h2)%(0,0)(h1’h2)6M {)’/(hlhg)2 \/h% + h% .

——1/2

Prvni limita je rovna minus jedné poloviné podle jednorozmérné limity lim,_,q COSZ# =
—% a véty o limité slozené funkce pro limity vice proménnych, varianty (P), nebot
existuje prstencové okoli P bodu (0,0), pro které na PN M je 0 < (h1h2)? < 27, a
tedy cos {/(h1h2)? # 1. Zde je pravé dilezité z mnoziny M vyloudit osy x

a y.

Podle AG-nerovnosti je pak ¢/(hihs)? < (h? + h3)%/3/{/4, a tedy plati odhady

o< VIRF _ 1
T Vhi+n3 T V4

Podle véty o dvou policajtech je tedy hledana limita skuteéné rovna nule (vzhledem
k M; pfedtim jsme totéz ukazali i vic¢i ose x a ose y. Tedy to plati i viiéi celému
Dy), a tudiz funkce f ma v bodé (0,0) totalni diferencial df(0,0) = (0,0). O

(1} 4 h3)3—s ka2,
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(¢) VIl + |y

ResSeni:

1. Dy = R? (tfeti odmocnina ani absolutni hodnota nedavaji zadné podminky).

2. Parcialni derivace v bodé (0,0) spocteme z definice. Pocitame-li naréz jednos-
tranné limity zleva i zprava, dostavame:

/ hl3 3 3/2
i VIOFRPHOF o IR 1 lirgi|h|1/2:i1-0:o.
_>

h—0+ h  h=0+ h  h—0+ h h

Obé jednostranné limity jsou si rovny, existuje tedy oboustranné. Z definice existuje
tedy i parcialni derivace %(O, 0), nebot

af(O 0) = lim 0+~ + [0 =0.

or h—0 h

Analogicky pro %5:

/10[3 AE 3/2
lim 0] + 10 + | = lim L—0.

h—0+ h  hso+ b

Opét, obé jednostranné limity jsou si rovny, existuje tedy oboustranna. Z definice
existuje tedy i parcialni derivace g—i(o, 0) a je 2—5(0, 0) =0.
3. Diky existenci parcidlnich derivaci mame jediného kandidata na totalni diferen-
cial, a tedy

of of

47(0,0) = (5,:(0,0), 5 (0,0)) = (0,0).
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Ovéfime to (nebo vyvratime) pomoci definice totalniho diferencialu. Ptame se tedy,
zda
F(0 41,0+ ha) = £(0,0) — (50,0, 55(0,0)) - (b1, h2)"

lim 0.
(h1,h2)—(0,0) [ (h1, ho)|l

Po dosazeni do limity postupné dostaneme:

V10 + h P+ 10+ ko> — 0 — (0,0) - (hy, ho)T lim |h1 |3 + |hel3

lim =
(hl,hg)—>(0,0) \/ h% + h% (h17h2)_>(070) \/ h% + h%

Nyni plati odhady:
VIRP +1haf® _ v/ (Ihal + [h2])([Pa]? + [hal?) (h1,h2)=+(0,0)
< = /|h1| + |he]| ————= 0.
Vhi+hs Vhi+hs Ihal + [he

Podle véty o dvou policajtech je tedy hledana limita rovne nule, a tudiz funkce f
ma v bodé (0,0) totalni diferencial df(0,0) = (0,0). O

0<

(d) 7y
Resent:
1. Dy =R2%
2. Spoc¢teme parcialni derivace v bodé (0,0). Budeme pocitat z definice.
- /(0+Rh)0—+v0-0
01 (0.0) = 1im 1O@H 1O = (0.0) ), VO+RO-V0-0 0 0 _
ox h—0 h h—0 h h—0 h
Analogicky
of
—(0,0) = 0.
ay( ? )

3. Diky existenci parcidlnich derivaci mame jediného kandidata na totalni diferen-
cial, a tedy

40,0 £ (G 0.0, 5 0.0 = 0.0,
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Ovéfime to (nebo vyvratime) pomoci definice totalniho diferencialu. Ptame se tedy,
zda
Lo SO R0+ ko) = £(0,0) = (51(0,0), 5(0,0) - (b, ha)T 4
im =

0.
(h1,h2)—+(0,0) [ (h1, ha)l

Po dosazeni do limity postupné dostaneme:

i Vhiha —0—(0,0) - (hy,he)T i /h1hs
(h1,h2)—(0,0) VhE + h3 (h1,h2)=(0,0) \/h% + h3

Tato limita ovSem neexistuje. Pro pfimku h; = 0 mame

V0 - ho

lim "2 g
(hlth)_)(Ovo) \ 02 + h%

zatimco pro primku hy = hs

, VT T 1
lim 2T

i lim — =0
(h1,h2)—(0,0) h% + h% (h1,h2)—(0,0) \/§3/VI_Q|

Zavér: Totalni diferencial neexistuje.

10 =10

: 1

(e) f(fL') — (a:2—|—y2)smm, (CC,y) 7& (070)

0, z=0
Regeni:
1. Dy = R? (zlomek v sinu dévd podminku z? + y* # 0, prvni vyraz je tedy
korektné definovan v8ude kromé pocatku; v pocatku je vSak funkce dodefinovana
druhym radkem).
Vsuvka: Neni nutné ovéfovat spojitost f v bodé (0,0). Pfesto se mtZe hodit se nad tim zamyslet,
nebot funkce, ktera neni v bodé& spojitd, nemtze mit v tomto bodé totalni diferencial.
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Funkce f nicméné v bodé (0,0) spojita je. Plyne to z véty o dvou policajtech a jednoduchého
odhadu
—(2® +y?) < flz,y) < (° +y7),

pficemz leva i prava strana konverguji do nuly pro (z,y) — (0,0).

2. Spocteme parcialni derivace v bodé (0,0). Protoze bod (0,0) je od pohledu
problematicky, budeme pocitat z definice.

_ h? + 02) sin 51 — 0
g(0,0) = lim f0+10 = (0.0 = lim ( ) h7+07 = lim hsimi =0,
ox h—0 h h—0 h h—0 h?

podle véty o omezené krat nulové posloupnosti. Obdobné

of _F0,04+h)—£(0,0) . (OP+h)singm -0 1
ay "0 =% h w2 h i gz =0

3. Diky existenci parcidlnich derivaci mame jediného kandidata na totalni diferen-
cial, a tedy

7 Of of
df(0,0) = (==(0,0), =(0,0)) = (0,0).
£0.0) 2 (50,0, 5 0.0) = 0.0
Ovéfime to (nebo vyvratime) pomoci definice totalniho diferencialu. Ptame se tedy,
zda
y FO0+h1,0+ ha) = £(0,0) = (5£(0,0), 3£(0,0)) - (h, ha)" .
im =0.
(ha,h2)~(0,0) 1A, ha)|

Po dosazeni do limity postupné dostaneme:

I (h% + h%) sin h%ihg —0- (Oa 0) ’ (hla hQ)T
1m =

(h1,h2)=(0,0) Vhi+h3
1
= li \/h? +h3 -sin —5—— =0
(hlyhzl)rg(o»o) A h% + h%

opét podle véty o limité omezené krat nulové posloupnosti (ovSem tentokrat pro
funkce vice proménnych). Tudiz funkce f mé& v bodé (0,0) totalni diferenciél
df(0,0) = (0,0). O
Dodatek nepotfebny pro feseni tlohy: Funkce f ma v bodé (0, 0) totalni diferencial, prestoze
parcialni derivace jsou v tomto bodé nespojité.

Mame totiz napf., ze

af of . T

—(0,0) =0 = =2 — 0,0).

ax( ) ) ’ 6x(x’y) m81n$2+y2 $2+y2 Ccos x2+y2 (x7y)7é( ) )
Aby byla parcialni derivace g—i v bodé (0,0) spojita, muselo by platit, Ze (dvojna) limita

lim g 4y (0,0 %(x, y) = 0. To ale neni pravda, tato limita totiz neexistuje. Jdéme nap¥. do bodu
(0,0) po piimce y = x, tj. pocitejme limitu
) )

fimy h -

1
= lim <2 sin12h% — = cos 1h2> .
h—0 h
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of
? Oz

Limita napravo zjevné neexistuje tedy nemiize byt spojitéd v bodé (0,0). Dokazat lze naptiklad

1

z Heineho véty. Pokud volime napriklad posloupnost h, = —5—, potom cos 7z = cos(2mn) =1,
sin# = sin(mn) = 0, a tedy lim %(hn,hn) = —oo. Naopak, volime-li h,, = \/ﬁ, pak
cos 75 = cos(m + 27n) = —1, sin 55 = sin(n/2 + mn) = 0, a tedy lim 2L (hn, hn) = +o0.

3. Dodefinujte funkei f(z,y) = % tak, aby méla totalni diferencial ve vSech bodech a
spoctéte ho.
Regeni:

Priklad i s FeSenim méame z: Metody TeSeni vybranych tloh z matematické analyzy,
Holicky, Kalenda

e Funkce je definovana na R?\ {(0,0)}. Musime ji tedy dodefinovat v pocatku. Aby
méla totalni diferencidl, musi byt dodefinovana spojité. Uvazujme napt. limitu po

pfimce y = 0.
0

)
22 +0

Kandidétem na dodefinovani je tedy pouze 0.

lim f(z,0) =
z—0

Dale pracujeme s funkei

2L, (z,y) # (0,0),
x,y) =< Ty
fey) {o, (,y) = (0,0).

(Pozn.: Zatim nevime, zda je takto dodefinované funkce opravdu spojit4,)
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e V bodech (z,

y) # (0,0) spocteme parcialni derivace.

of  3ay(e® +y?) — 2’y -2z 2Py(a® 4 3y°)
or (22 + y?)2 (22 y?)2
of 2ty a2y 2y

oy (22 + y?)? (a2 4 y?)?

ProtoZe obé& parciélni derivace jsou spojité na mnoziné R?\ {(0,0)}, tak tam funkce
mé totalni diferencial tvaru

2, (.2 2 3(2 _ 02
+3y7) (2" —y°)
(), ) = Z Y ha.
e Parcialni derivace v bodé (0,0) spoc¢teme z definice.
20 _
g(0,0):lim f0+40) = /(0.0 = Jim £ :hm9:0
ox t—0 t—0 t—0 t
0%t
%(0, 0) = lim 1(0,0+1) — f(0,0) — lim -2 = lim9 =0.
dy t—0 t t—0 t—0 t

e Kandidatem na totalni diferencial v bodé (0,0) je tedy zobrazeni
f(O, 0)(h1, hg) = 0hq + Ohs.
Ovérime z definice, tedy se ptame, zda:
FO+ 1,0+ ha) = £(0,0) = (5£(0,0), $(0,0)) - (ha, ko)™
[(r, o) |

im
(h1,h2)—(0,0)
Konkrétné tedy

h3hg
—-0-0
hi+h3

NCET

lim h?hz
(h1,h2)—(0,0) (h? 4 h3)\/h3 + h3

lim
(h1,h2)—(0,0)

Pouzijeme odhad
2|hihe| < hi + h3

Pak
h3hy ‘ h? hyhs h%‘ 1 B3+ R} gy
RN R GCE IR N E I 12+ 2 2V
Protoze (ze spojitosti)
1
li —\/h2+h2=0
(hoha)s(0.0) 2V =0

tak i (ze 2 policajti)

h$ha B
(b3 +h3)V/hi + 3|
Tedy jsme ovéfili, ze totélni diferenciél v po¢atku opravdu je tvaru

£(0,0)(h1, ha) = Ohy + Ohs.
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4. Dodefinujte funkci f(z,y) = ——=L4— tak, aby méla totalni diferencial ve vSech bodech

Varty?

a spoctéte ho.

Reseni:

Priklad i s feSenim mame z: https://lide.uhk.cz/prf/ucitel/lipovjil/teaching
/dif_pocet_vice_prom.pdf

e Funkce je definovana na R? \ {(0,0)}. Musime ji tedy dodefinovat v po¢atku. Aby
méla totaln{ diferenciél, musi byt dodefinovina spojité. Uvazujme napt. limitu po
pfimce y = 0.

0
li =——=0.
Kandidatem na dodefinovani je tedy pouze 0.
Dale pracujeme s funkci

e V bodech (z,y) # (0,0) spo¢teme parcialni derivace.

2 2 _ gl 2z
8_f B yv e +yT —xys N B y3
oz ( /332+y2)2 ( /$2+y2)3

of 3

o R

ProtoZe obé parcialni derivace jsou spojité na mnoziné R?\ {(0,0)}, tak tam funkce
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mé totalni diferencial tvaru

y? x

NN

e Parcialni derivace v bodé (0,0) spocteme z definice.

3

hy + hs.

f/(xv y)(hh h2) =

t-0
_ -0
ox 0 t 0 t =0 t|t|
0-t
_ -0
8—f(0,0):lim £(0,0+1) = £(0,0) :hmi\wzhmﬂzo_
oy t—0 t t—0 t t—0 t|t|

e Kandidatem na totalni diferencial v bodé (0, 0) je tedy zobrazeni
f(O, 0)(h1, hg) = 0hq + Ohso.
Ovétime z definice, tedy se ptame, zda:

o J(0+ by, 0+ ha) = £(0,0) — (§£(0,0), 5(0,0)) - (k1 ha)"
lim =0

(h1,h2)~(0,0) [(1, ha)|

Konkrétné tedy

ke _0-0
. V/h3+h3 : hihg
lim = lim 3 3
(h1,h2)=(0,0)  /h? + h3 (h1,h2)—(0,0) h{ + hj

Tato limita neexistuje, protoze pro primku hy = hy dostavame

h2 1

li L=
oo R+ hT 2
ale pro he =0 je

lim — = 0.
hllgloh% 0

Tedy jsme ovérili, ze totalni diferencial v pocatku neexistuje.

5. Lze dodefinovat funkei f(z,y) = ;ﬁizz In(1 + xy) na ndjakém okoli pocatku tak, aby v
ném meéla totalni diferencial?
ReSeni: Piiklad i s feSenim mame z: Metody FeSeni vybranych tloh z matematické
analyzy, Holicky, Kalenda

e Funkce zy je spojita na R? a v po¢atku ma hodnotu 0, tedy existuje takové prs-
tencové d-okoli pocatku, ze xy > —1. Tedy na tomto okoli je funkce f dobfe
definovéna.

Musime ji nyni dodefinovat v pocatku. Aby méla totalni diferencial, musi byt
dodefinovana spojité. Uvazujme napf. limitu po piimce y = 0.

, x
ilir(l) f(z,0) = ﬁlog(l +0)=0.
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Kandidatem na dodefinovani je tedy pouze O.

Dale pracujeme s funkei

fla,y) = {%bg“ +ay), (2,y) € B((0,0),8)\ {(0,0)},,

0, (xz,y) = (0,0).
e Parcialni derivace v bodé (0,0) spoc¢teme z definice.
8_f(0 0) = lim f0+40) = f(0.0) lim tﬁ_g?log(l 00 lim9 =0
or 150 t 150 t S0t
g(o 0) = lim 100+ =F0.0 i log(1+0:-6) -0 Jim 2 = 0
oy =0 t T 50 t 0t

e Kandidatem na totéalni diferencial v bodé (0,0) je tedy zobrazeni
£(0,0)(h1, he) = Ohy + Ohs.
Ovéfime z definice, tedy se ptame, zda:

f(O + hlao + h2) - f(0,0) - (%5(070)7 %5(0’0)) : (h’lvh?)T

lim = 0.
(h1,h2)=(0,0) [[(h1, ha) |
Konkrétné tedy
hi+h
_ s 0g(1+hihs) =00 , (h1 4 hg) log(1 + hyhs)
lim = lim 3
(h1,h2)—(0,0) VhE+h3 (h1,h2)—+(0,0) (h? + h3)2
Pro pfimku hy = hy dostavame
ohylog(1+h3) . 1 log(1+h3) 1
im ——————= lim — ——5—=—
h1—0+ (2h2)2 h1—0+ /2 h3 V2
Tedy kyZené limita nemtiize byt rovna 0, tedy totalni diferencial v poéatku neexis-

tuje.
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. Ovéfte z definice totalni diferencial funkce z2 + y? v bodé [z0, yol.

Reseni:

Priklad i s feSenim mame z: https://lide.uhk.cz/prf/ucitel/lipovjil/teaching
/dif_pocet_vice_prom.pdf

e Na R? mame parcialni derivace

of _

=2
ox v
of
9
oy 4

e Kandidatem na totalni diferencial v bodé (x¢,yo) je tedy zobrazeni
f(@o,y0)(h1, he) = 2z0h1 + 2yohe.
Pocitame tedy limitu

(zo + h1)? + (yo + h2)* — 23 — y§ — 2z0h1 — 2yoha

lim
(h1,h2)—(0,0) VhE+h3

B i h? + h3

= m _—
(h17h2)_>(070) \/ h% + h%

= li \VR24+h:=0
() 00y VT T2 0

coz bylo ukazati.
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