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Teorie
Definice 1. Parcidlni derivaci funkce f v bodé a = (a1, as,...,a,) € R™ podle proménné x;
definujeme jako limitu
0 a1,a9,...,a0; +t,...,a,) — flar,a2,...,ai,...,a
f(a):hmf( 1,42, 7’L+7 771) f( 1,42, s Uiy ;n).
ox; t—0

Definice 2. Derivace (totalni diferencial)
Necht je dana realna funkce n-proménnych f : R™ — R, definovana na néjakém okoli bodu
a € R™. Pokud existuje lineadrni zobrazeni L : R™ — R takové, Ze

Lo fla+ 1) = f(a) — L(h)
h—0 IRl

:O’

potom toto linearni zobrazeni L zna¢ime df (a) nebo také f/(a) a nazyvame jej derivaci nebo
také totalnim diferencidlem funkce f v bodé a. Zobrazeni, které bodu a pfifazuje df (a), resp.
f'(a), znacime df , resp. f' a nazyvame jej diferencidlem funkce f.

Véta 3. Necht funkce f : R" — R ma totalni diferencial df(a) v bodé a. Potom df(a) je
linearni zobrazeni, které vektoru h = (hy, ha, ..., h,) € R" piitfazuje &islo df (a)(h) a plati, ze

Véta 4. Necht f : R™ — R je realna funkce, jejiz vS8echny parcidlni derivace jsou spojité v
bodé a. Potom funkce f ma v bodé a totalni diferencial urcéeny piedpisem

Hinty
2|zy| < 2%+ 42, +2zy < 22 + ¢?
max{|z|, [y|} < Va2 +y? < V2max{|z|, |y|}

1
ﬁ(lw! +y) < Va2 +y? < |z| + |y

laf® + 6" < (lal + b)) (lal* + b]*)

Algoritmus - Totalni diferencial f(z,y)

1. Uréime definiéni obor f(z,y).

2. Pokud je to potfeba, spojité dodefinujeme funkci f(x,y). (Stadi dodefinovat napt.
dvojnéasobnou limitou, pfipadnou spojitost da existence tot. diferenciélu.)

Kalkulus 1, 2025/26, Kristyna Kuncovéa 1


https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php

3. Spoc¢teme parcialni derivace mechanicky nebo podle definice (jako minule) vSude, kde
to jde (nebo v bodé, na ktery jsme tézani).

4. Spocteme totalni diferencial.

(a) Jestlize mé funkce v daném bodé spojité parcialni derivace, pak je totalni diferen-
cial dan predpisem z Véty 4.

(b) Jestlize funkce mé parcialni derivace (ale nejsou spojité nebo nevime, zda jsou spo-
jité), dopocitame totalni diferencial z definice - kandidatem jsou pak parcialni
derivace.

(c) Jestlize funkce nékde neni spojita nebo dokonce definované, totalni diferencial tam
funkce nema.

(d) Jestlize parcialni derivace v néjakém bodé neexistuji (pfip. nejsou vlastni), totalni
diferencial tam funkce nema.

Priklady

1. Urcete defini¢ni obor, parcialni derivace a totéalni diferencial (v obecném bodé (ai,as))
nésledujicich funkeci

(a) 2 —2uy — 3y° (b) arctan *—2 (c) zylog(z +y)
rr—y

2. Urcete parcialni derivace a tot. diferencial v bodé (0, 0):
(a)¥8 Jy| sinz (©)© ]z + [y[?
(b)Y cos yzy (d)X yay

@’ %) sin 1+, z, ,
<e>8%f<x>:{é H S, (0) # 0.0

3.9 Dodefinujte funkci f(z,y) = nyyQ tak, aby méla totalni diferenciél ve vech bodech a
spoctéte ho.

4.%K Dodefinujte funkei f (z,y) = ——L— tak, aby méla totalni diferencial ve vSech bodech

/12 +y2

a spoctéte ho.

5. Lze dodefinovat funkci flz,y) = ;gizz In(1 + zy) na n&jakém okoli pocatku tak, aby v
ném méla totalni diferencial?

6. Ovéite z definice totalni diferencial funkce 22 + 32 v bodé [zg, yo].

(el®yl + elMuD(Pul + [Ty N > gleul + g[Tul /N (92)
Q) @YW RAON[9D 1 alnjsixe ‘Qulags Auyoesa nop
¥) -[Aa wreuizouwr ojwg) Y weps[yza AWl ZApY TNIOqO
¢) oyupruyep }01£qz oxd jgeaz e Ty e Ty Aso oid jge[az
¢)
z)

gy = Ty sowrd od eyt (

ey = Ty ‘0 = Ty eoupxd od Ajrury (
itz > Azl (

1feziur e guazowo (o

ey = Ly ‘0 = Ty eowrd od Ly (p

1eyp0d owlepnq [eoULIP Iufgol oxd nyrwry (qg)
o+ & > |fiz|g (eg)
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