20. cviceni — Parcialni derivace
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Teorie
Definice 1. Parcialni derivaci funkce f v bodé a = (a1, as,...,a,) € R" podle proménné z;
definujeme jako limitu
0 a1,a9,...,a0; +t,...,a,) — flar,a2,...,ai,...,a
f(a):hmf( 1,42, 7’L+7 771) f( 1,42, s Uiy ;n).
ox; t—0

Véta 2. Necht je funkce f(z,y) diferencovatelna v bodé A = [zg; yo]. Pak v bodé [xo; yo; f(x0; yo)]
existuje te¢né rovina ke grafu funkce z = f(x,y) uréena rovnici

z—20 = %(Jio;yo)(z —x0) + (35(%;1/0)(3/ — o).

Algoritmus - jak spocitat parcialni derivace funkce f(z,y)

1. Uréime definiéni obor f(z,y).
2. Spoc¢teme parcialni derivace mechanicky tam, kde to jde.

3. Identifikujeme problematické body - funkce je tam definovana, ale mechanické de-
rivovani nefunguje. Davame pozor na

(a) kraje defini¢niho oboru ptuvodni funkce;

(b) body, kde je funkce definovana, ale mechanické derivovani ne (napf. funkce f(x,y) =
Va? +2);

(c) mista, kde je funkce definovana po ¢astech;

(d) funkce: absolutni hodnota, sgn, odmocniny, arcsina arccos. . .
4. Zafixujeme jeden konkrétni problematicky bod [zg,yo] a z definice spoc¢itame par-
cialni derivaci. (Jde o limitu s 1 proménnou, v8e krom ¢ je vlastné parametr.)

5. Typicky vyjde limita zavisld na parametru - diskutujeme vysledek vzhledem k tomu
parametru (podezielému bodu [z, yo)).

6. Udélame zaveér, kde vSude derivace existuji a kolik vyjdou.

7. Poznamky:

(a) Parcialni derivace lze pocitat pouze tam, kde je definovana puvodni funkce.

(b) Parcialni derivace je limita (na fezu) - lze ji po¢itat pouze tam, kde existuje spravné
okolf bodu. (Napt. f(z,y) = /1— 22 —y? je definovana na kruhu. Parcialni
derivace v krajnich bodech (na kruznici) spocitat nelze, protoze se tam neni jak
,»DIiblizit“.)
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Priklady - zkouskové
Zdroj: https://www.karlin.mff.cuni.cz/"zeleny/vyuka.php

1. Najdéte parcidlni derivace 1. radu podle vSech proménnych, urcete Dy a Dy, napiste
rovnici te¢né roviny v bodé a

= "7’2 - y2|7 a=[1,2]
=Y 4Ty + lzy|, a = [1,2]

)
)
) =4y +sinz, a=[0,1]
)
)

= min{z? 4+ y%2 - 2? — 4%}, a = [1,2]

(g) f(z,y) = (arctan /22 + y2)*, a = [1,2]

sin(z cosy), > 0

(h) f(xay):{ 7a:[172]

cos(zsiny) +2, z <0

Bonusové ptiklady

2. Najdéte parcidlni derivace 1. fadu podle vSech proménnych, urcete Dy a Dy.

L y€Q,
f(xvy)_{(L yGR\Q

3. Necht T je tetna rovina ke grafu funkce f(z,y) = —2% — y? + 22 + 4y — 4, kterd je
kolma k piimce {(t,t,t) € R3 : t € R}. Ve kterém bodé& protind T osu z (pifmku
{(0,0,t) e R3 : t € R})?

Pozn.: Normala ke grafu funkce je ur¢ena rovnicemi

0
T =x0+ i(xo; Yo)t

ox

of
= —(x0;y0)t teR
Y y0+8y($0’y0)
z=2zy—t

p301q° = P (JI)
7] = g2 ‘2800 — = (14 245 + 5 )ws /(g 15 03ersanyeN (o1)
|fix| = b 10 ual 93(natrop sotuyep 7 (qT)
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