19. cvic¢eni — Funkce vice proménnych
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
1. Urcete a zakreslete defini¢ni obor dané funkce
(a) flz,y) = Vaty?
Reseni:

Kvili definiénimu oboru funkce /¢ potfebujeme

0 < a2y,
neboli
0 < uzy.
Tedy
(y>0Az>0)V(y<0Az<0).
Zaver:

Df:{[ar,y]GRQ:(yZO/\:L‘ZO)\/(ySO/\J:SO).}

(b) f(z,y) = arcsin(z + y)
Reseni:

Kvili defini¢nimu oboru funkce arcsin potfebujeme
-1<z+y<1

tedy
y<1l-—uz, —1—z<uy.
Zaver:
Dy={lzyl eR?:y<l—u —1-z<y}
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() fla,y) = V9 — (@2 +y?) + Va2 +y?—4

Regeni:
Kvili defini¢nimu oboru funkce v/t potiebujeme

0<9— (2 + 9y )Ana?+9y>—4>0
tedy

4 < 2+ y2 <9.

Zaver:

Dy ={[r,yl e R*: 4 < 2? +y* <9}

3.0
2.8
2.6

(d) f(z,y) =In(z> 4+ y*> — 1) + In(16 — % — 16%)
Regeni:
Kvuli definiénimu oboru funkce In potfebujeme
22+ —1>0A16—2%—16y% >0
tedy
2?2+ 92 > 1A16 > 2% + 163>
Zavér:
Dy ={[z,y] e R* : 2% +y* > 1 A 16 > 2° + 16y°}
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(e) f(z,y) = arcsin(zy)
Reseni:

Kvili defini¢nimu oboru funkce arcsin potfebujeme
—-1<zy <1

Uvazujme piipady
e pro x = 0 jsou nerovnosti splnény.
e pro z > 0 mame

1 1
——<y<-
x x
e pro z < 0 mame
1 1
—Sy< —
x x

ZAaver:

Dy ={z,y] eR*: —1 <y <1}

In(z +1)
=+
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Kvili defini¢nimu oboru funkce In, v/¢ a zlomku potiebujeme

24+1>0A4— (22 +1%) >0

tedy
z>-—1A4> 2%+ 4>
Zaver:
Di={[z,y) eR*: x> —1A4> 2 + 4%}
: ol
! i
:’-"'_2- ---"\‘- I|
J"I’ “\ 1‘|
4' ' \\ \
£ i 1 Y I
& i % 0]
rl' 1 1 |
' - . !
AREAY L |
2 4 0 1 2 |
1 : J' 2t
‘\ : a’ II ,'l
bt 7 < o
ol Iy 1
=1 ”
P -
1 e
]
!

(2) f(z,y) = ysinz
Resent:

Kvili definiénimu oboru funkce v/t potfebujeme

ysinx >0
tedy
(y>0Asinz >0)V (y <0Asinz <0)
Zavér:

Di={[z,y] €R*: (y>0Asinz >0)V (y <0Asinz <0)}

Kalkulus 1, 2025/26, Kristyna Kuncova



2. Urcete a zakreslete vrstevnice nasledujicich funkci

(a) flz,y) =z +y—4
Regeni: Defini¢nim oborem je celé R2.
Zafixujme k € R. Hledame kiivky tvaru

r+y—4=k,

coz jsou pfimky.

(b) f(z,y) =2 +y?
Reseni: Defini¢nim oborem je celé R2.
Zafixujme k € R. Hledame kfivky tvaru

2?4y = k.

Jelikoz 2% 4+ y2 > 0, tak vrstevnice lze najit jen pro k > 0. Konkrétné pro k = 0 jde
o jeden bod (poc¢atek), pro k > 0 jde o kruznice se stfedem v po¢atku a o poloméru

Vk.
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2 y2

(c) f(flﬁay):?JrZ

Reseni: Defini¢nim oborem je celé R2.
Zafixujme k € R. Hledame kiivky tvaru
2 2

x Yy
9 +4 =k
2 2
T Y g,
9k = 4k

Jelikoz 2% 4+ y? > 0, tak vrstevnice lze najit jen pro k > 0. Konkrétné pro k = 0 jde
o jeden bod (pocatek), pro k > 0 jde o elipsy se stfedem v poc¢atku a s poloosami

2k a 2vVk.

(d) f(z,y) =2®+y* + 42— 2y +6
Reseni: Defini¢nim oborem je celé R2.
Zafixujme k € R. Hledame kfivky tvaru
4yt e —2y+ 6=~k
(@+22+@y-1)7=k-1
Jelikoz leva strana rovnice je vétsi nebo rovna 0, tak vrstevnice lze najit jen pro

k > 1. Konkrétné pro k = 1 jde o jeden bod ([-2,1]), pro k > 1 jde o kruznice se
stfedem v [—2,1] a s polomérem vk — 1.
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(e) flz,y) ==y
Regeni: Defini¢nim oborem je celé R2.
Zafixujme k € R. Hledame kiivky tvaru

zy =k

Pro k = 0 jsou vrstevnicemi osy soufadnic. Pro k # 0 lze pepsat y = £, kde z # 0,

x
jde tedy o hyperboly..

(f) fz,y) = =] +2ly|
Reseni: Defini¢nim oborem je celé R2.
Zafixujme k € R. Hleddame kiivky tvaru

|z +2[y| = &

Jelikoz leva strana rovnice je v&tsi nebo rovna 0, tak vrstevnice lze najit jen pro
k > 0. Pro k = 0 jde o jeden bod - pocéatek. Pro k > 0 vyjdou kosodélniky. (Lze
rozepsat pro kladnéa a zaporna z, y zvlast a kreslit po kvadrantech.)
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3. Urdete defini¢éni obor a nacértnéte.

(a) f(z,y) = arcsin(z + y) + arctan(z + y) + zy
Reseni:

Kvili defini¢nimu oboru funkce arcsin potfebujeme
-1<z+4+y<1

tedy
y<1l-—uz, —1—-z<y.

ZAver:
Di={lz,y) eR*:y<l—az, —1-z<y}

M

-5

Kalkulus 1, 2025/26, Kristyna Kuncova



|z — [yl
ResSeni: Méame podminky

(b) f(ay) = log (L)

x
z # 0, || # |yl, m>0

Tedy ziskdAme nerovnice
(x>0 A Jz|—y| >0) V (x<0 A |z|—y| <0).

ZAavér:

x
Dy = {[ﬂfvy] ER?:x #0,|x] # |y|,m >0}

() flz,y) = Voy —y° + 2y
Reseni: Podminky:
y(x —y* +2y) >0

Tedy

e y=0, xz € R, nebo

e = =y’ — 2y, nebo

e x>y?—2y A y>0,nebo

e x <y -2y A y<O.
Navic lze upravit y? — 2y = (y — 1)% — 1.
Zaver:

Dy ={[z,y] € R* : y(z —y* +2y) > 0}
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(d) f(x,y) = arcsin\/z(x +y)
Reseni: Podminky
0<z(x+y) <1
Tedy
e x>0 A y>—x, nebo
e x <0 A y < —x, nebo
e =0,y €R, nebo

o y=—x.
Zaroven musi byt splnéno
z(x+y) <1
x? 4 zy <1
oy <1-— 22

Tedy
e x =0,y €R, nebo
e x>0 A yS%—av,nebo
e x <0 A yzé—m.
Zaver:
Df:{[m,y]eRQ:OSm(x—i—y)Sl}
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(e) f(z,y) = Vy+sinz, a=10,1]

ReSeni: Definiéni obor:

Dy ={[z,y] € R* : y +sinx > 0}

(f) flz,y) = ,3/1n§, a=1,2

Reseni:

e Defini¢ni obor:
Dy = {[z,y] € R* : zy > 0}.
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08

06

04

02

(&) f(x.y) =2, 0= (1,2
Reseni: Funkci prepiSeme jako

2W7) — gy”logz _

Defini¢ni obor:

-02

04

06

08

(zlogy)
e log x

Dy ={[z,y] € R* 2z >0,y >0}

12
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Parcialni derivace

4. Najdéte parcialni derivace 1. Ffadu podle vSech proménnych, urcete Dy a Dy.

(a) f(z,y) =35z — 4y® + 6ay

ReZeni: of
— =35+6
ox *
of
— =62 —8
dy vy
Df=Dy; = Do; =R?
oz oy
a2
(b) fla,y) = =1
Regeni:
of _ — siny?
oxr a2
of _ 2y cos >
oy x
Dy =Dos = Dy = {(z,y) €ER?: x # 0}
x Y
(c) f(z,y) ==y tan <>
Regeni:
of x T
- = ytan— + 3z
0 Yy cos
Y
af T —z?
—— =xtan— + ———
oy Y ycos2§

Df:DﬂZDﬂ:{(ﬂf,y)GRziy%Os#ngkmkGZ}
ox oy

(@) fla.y) =
Reseni
¥ = eyln:c
af _ y—1
or yr
gi =zY%lnzx

Df=Dys = Dos = {(x,y) €R*: 2 > 0}
oz dy
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(©) f(z.y) = xe™
ResSeni:

f) f(z,y) = arcsin%
Reseni:

DfZ{(m,y)G]RQ:x#O,

of

of

0y

a

Q?‘\

D
D

T
9
Yy

S
Il

(lf =™ + pye®Y
ox
g — 2%y
Ay
Dy =Dys = Dos =R?
ox oy
of _ 1~y
0 2 2
x 1_ 52 x
g _ 1
oy >
Yy 1— 32 X

=1
T

72{(x,y)6R2::c7$0,%‘<1}

(.CE + y)x _ ea:ln(a:+y)

5= (o () + )

r+y

8f _ z—1
5y = 2@ ty)

2 ZDgJZ{(way)ERQ:x+y>O}
x Y

of _ 3Vy?
x5Vt

_ 6Vmy 6V
5Y AT 5y
Dy =R?

= {(z,y) € R?: 2 # 0}

{(z,y) e R? 1y # 0}
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() fle) = 50T
Reseni:
of _ v
ox  a%—y?
of _ =
oy a2 —y?
Df:Daf:Daf:{(:c,y)GR2:x+y>O,x7éy}
oz Oy x—y
. r+y
= t
() Fla.y) = arcoot T2
Reseni:
of __y
or 22+ y?
of _ _—w
oy a2 +4y?

Dy =Dos =Dos ={(z,y) eR* 1z # y}
ox dy
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