18. cvi¢eni — Metrické prostory
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz
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Definice 1. Metrickym prostorem budeme rozumét dvojici (X, p), kde X je mnozina, p :
X x X — [0,00) je funkce spliiujici

(1) Vo,y € X ¢ plz,y) =0 =y,

(2) Vz,y € X : p(z,y) = p(y, ),

(8) Va,y,2 € X : p(z,2) < pla,y) + ply, 2).
Funkci p nazyvame metrika na X.

Poznamka 2. Mnozinu R" uvazujeme s metrikami

=1,...,n

n n
Poo (T, Y) =X lzi—vil,  p1(z,y) =§;|xz‘—yz‘|, p2(z,y) = Zl|1'i_yi|27 z,y € R™.
1= 1=

Uloha 3. Uréete, zda jsou nasledujici objekty metrickym prostorem (precizni dikaz neni
tieba)

1. Na prostoru C([0, 2]) spojitych funkcich na [0, 2] uvazujme
p(fr9) = 1F(1) —g(1)].

- >
2. Na R uvazujme p(z,y) = r—y, T2,
17 r<y.

3. Prostor R? s funkci p(z,2) = 0, p(x,y) = pa(x,x0) + pa(x0,y), * # y, kde x¢ znadi
pocatek (0,0) a py znadéi eukleidovskou metriku v R2. Pfi méfeni vzdalenosti dvou
ruznych bodt musime vzdy projit pocatkem.

4. Taxi: Vzdalenost dvou mist v Praze méifime jako nejkratsi moznou drahu ujetou autem.
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Definice 4. Necht (X, p) je metricky prostor, A C X, A # 0, a x € X. Vzddlenosti bodu x
od mnoziny A rozumime &islo

p(z, A) = inf{p(z,y); y € A}.

Uloha 5. # Na R2 najdéte vzdalenost bodu P = [0,1] od pFimky y = —x v metrice

1. P1 2. P2 3. Poo

Hejblatko v geogebie: py: https://www.geogebra.org/calculator/qnksmgpw

p2: https://wuw.geogebra.org/calculator/bxgadyvs

Poo: https://www.geogebra.org/calculator/a62qmmex

Zdroj: https://is.muni.cz/th/143424/fi_b/cd-priloha/skripta/mp/metricke-pro
story-pro-obrazovku.pdf?so=nx

Uloha 6. €8 V prostoru C ([0, 1]) uvazujeme supremovou metriku

poo(frg) = sup [f(z) —g(x)].
z€[0,1]
Najdéte nejmensi vzdélenost funkce f(z) = x od podprostoru tvoreného konstantnimi
funkcemi.
Hejblatko v geogebie: https://www.geogebra.org/calculator/veyfkghz
Zdroj: https://is.muni.cz/th/fmhb8/bp.pdf

Poznamka 7. Necht p € [1,00) a [, je mnozina vSech realnych posloupnosti {x,}, pro néz
fada > > |zn|P konverguje. Pak definujeme metriku

o] 1/p
pp(@,y) = (Z |0 — yn|p> :
n=0

Poznamka 8. Uvazujme mnozinu viech omezenych realnych posloupnosti {x, } Pak defin-
ujeme metriku

poo(:v,y) = Sup |xn - yn|
neN
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Uloha 9. & Uréete vzdalenost posloupnosti z = {1, 2, 3%, 4%, ceey #, ...} od mnoziny M =

{z ={z,}2, : &1 = x2} v prostorech
1. I 2. Iy 3. lo

Zdroj: https://is.muni.cz/th/fmhb8/bp.pdf
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Definice 10. Necht x € X, r > 0. Otevienou kouli rozumime mnozinu

B(z,r) ={y € X;p(z,y) <7}

Uzavrenou koul? rozumime mnozinu

Bz, r) ={y € X;p(z,y) <7}
Uloha 11. Naértnéte jednotkovou kouli v prostoru (R3, p1), (R?, p2), (R?, poo)-

Definice 12. Necht X je libovolnd mnozina. Definujme funkci pgiskr: P X P — [0, 00) pied-
pisem

1, pokud x # v,

0, pokud z =y.

pdiskr($a y) = {

Funkci pgisir nazyvame diskrétni metrikou na X a (P, pqiskr) diskrétnim metrickym prostorem.
Uloha 13. Jak vypada koule v diskrétnim metrickém prostoru?

Definice 14. Necht (X, p) je metricky prostor a {z,,}5°; je posloupnost prvka X. Rekneme,
ze {xn }5° 1 konverguje ky € X v (X, p), jestlize plati lim,,_,oc p(zn,y) = 0. Prvek y nazyvame
limitou posloupnosti {z,}>2, v (X, p). Konvergentni posloupnosti v (X, p) rozumime kazdou
posloupnost prvka X, kterd ma limitu v (X, p).

Definice 15. Necht (X, p) je metricky prostor, M C X. Rekneme, ze mnozina M je uzaviend
v X, jestlize plati: pro kazdou posloupnost {x,} v M, splijici z, — z pro néjaky prvek
x € X, pak plati: z € M.

Definice 16. Necht M C X, z € X. Rekneme, 7e z € X je vnitinim bodem mnoZiny M,
jestlize existuje r > 0 spliwjici B(x,r) C M.

MnozZina M C X se nazyva oteviend v (X, p), jestlize kazdy jeji bod je jejim vnitfnim
bodem.

Poznamka 17. 1. Mnozina F' v metrickém prostoru (X, p) je uzaviena pravé tehdy, kdyz
X \ F je oteviena.

2. Mnozina G v metrickém prostoru (X, p) je oteviena pravé tehdy, kdyz X \ G je uzaviena.

Uloha 18. Urcete, zda je interval (0, 1) oteviena & uzaviend mnoZin v metrickém prostoru
(X, p), jestlize
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1. X =(0,1), p=p1, 3. X =0, 1] s diskrétni metrikou,
2. X =R, p=p1, 4. X =(0,1)U(3,4), p=3p1.

Definice 19. Necht M C X. Rekneme, ze x je hranicnim bodem mmnoZiny M, pokud pro
kazdé r > 0 plati B(x,r) "M # 0 a B(z,r)N (P \ M) # 0. MnoZinu v8ech hrani¢nich bodi
nazyvame hranice a znac¢ime ji OM.

Uzdvérem mnoziny M rozumime mnozinu M = M U OM.

Uloha 20. Urcete, zda mnozina M je uzaviend, oteviené, co je jeji vnitfek, uzavér, hranice
(v R s eukleidovskou metrikou):

1. M= (0,1) 3. M = (0,1] 5. M = [0,00)
2. M =[0,1] 4. M = (0,00) 6. M = (—o0,00)
7. N 8. Q 9. R

Uloha 21. Uréete, zda je dana mnozina uzaviena, uzaviena, najdéte hranici (v R?).

M,
M, M, My Ms
o /'_\
( ) \ / @
a) b ch d) €)

Uloha 22. Rozhodnéte, zda plati (v obecném metrickém prostoru):

1. ® B(z,r) = B(x,r) 2. X ANB=A4ANB

Uloha 23. Najdéte uzavéry grafii funkei

1. 2. Dirichletova funkce

fla) = { sin(1/x), x>0

0, z=0 3. Riemannova funkce

https://www.geogebra.org/calculator/zapw8zma
https://cs.wikipedia.org/wiki/Dirichletova_funkce
https://cs.wikipedia.org/wiki/Riemannova_funkce

Uloha 24. Najdéte netrivialni A C R, aby spliiovala nasledujici

1.A=0A 2 IntADpA 3 IntACA 4 IntAGA 5. IntA2A 6. IntA=A4
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