17. cviceni — Konvergence Newtonova integralu 2
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Piiklady

1. Vysetrete absolutni konvergenci integralt, o, 3,a,b,k,p,q,s € R, n € N:

1
(a) / log x dz
0

Reseni: Lze pifmo spocitat (per partes)
1 1
/ log z dz = [xlog z]} / 1dz = [zlogz]} — [z]d = —1.
0 0

Zavér: integral fol f(z) dz konverguje.

(b) /Oooe_x2 dz

Resent:
e Funkce f je spojita na [0, 00).
e u oo budeme srovnavat s e”*. Pro x > 1 mame

2 _
et <e”?

A

—x

x§x2

Protoze foooe_x dz konverguje (lze pfimo upoéitat), tak ze srovnavaciho kritéria
konverguje i [[° f(z)dz

Zaver: [ f(x) dz konverguje.

1 ..
(©) / sinx da
0 T

ResSeni:

e Funkce f je spojita na (0, 1].
e Protoze lim, o1 Si;x = 1, tak lze funkeci spojité rozsitit do 0. Tedy folf(x)
konverguje.

e()f
lim (x—l)l(a:+1) _ E
rz—1+4+ o 2

Protoze f12 —L = 0o (Ize pfimo upoéitat), z LSK plyne i divergence f12 f(x).
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> sin 22
(e) / ———dz
o V1+a3
Reseni:
e Funkce f je spojita na [0, 00).
e u 0: Funkce f je spojitd na omezeném a uzavieném intervalu [0,1], tedy

fol\f\ dz konverguje.
e u 00: Odhadneme

‘ sin 2 o1
VIi+z3| V1423 T Vas
Protoze fl —= dx konverguje, tak ze SK konverguje i [° f(xz) dz.

Zaver: [[°f da; konverguje

s

fH © i tg® zdx
0

e Funkce f je spojita na (0, 5).
e u 0: Funkci tanz u 0 srovnavame s z, tedy g(z) = z®. Pak

t (7
lim 22Ty € (0, 00).
z—0+ x¢

Tedy [,* f(x)dz konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje [,* 2. Tedy préavé
tehdy, kdyz a > —1.
e uZ: Méme tanz = 22 Funkei sina srovname s 1, funkci cosz s (5 — ).

Dohromady tedy g(z) = 1/(5 — x)“.

T T m-((2_$)> =1€(0,00).

m%%f(g_%)a eI 1 cos T

z)

(Limitu lim,_z_ (Cosx lze upocitat z L’Hospitala.)

Tedy [ f(x)dz konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje f (5 —x)~*. Tento
4 4
integrél lze pfimo spocitat a dostaneme, Ze konverguje praveé tehdy, kdyz o < 1.

Zaver: fO x) dz konverguje pravé tehdy, kdyz a € (—1,1).
s
(2) / log(sin x) dx
0
Reseni:

e Funkce f je spojitda na (0,7). Navic f < 0, budeme tedy vySetfovat |f| =

—log(sinx).
e u 0: Funkci sinz u 0 srovnavame s z, tedy zvolme g(x) = —logz. Pak
~ log(si , cos
lim —10BEINT) M G (0, 00).
=0+ —logx  néco/oo z—0+ P
Tedy fo x) dz konverguje pravé tehdy, kdyZ konverguje fo — log =, ktery ale

konverguje (lze upocitat).
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e u m: Funkci sinz srovname s (7 — z), Tedy g(z) = — log(m — z).
cos T

lim I =1 € (0, 00).

i — log(sin x) ru

ToT— — log(7r — .%’) néco/oco T—m—

(r—z)

(Limitu limg_, (;;2) Ize upoditat z L'Hospitala.)

Tedy [z f(x)dz konverguje pravé tehdy, kdyZ konverguje [r —log(m — ).
2 2

Tento integral 1ze pfimo spocitat a zjistime, ze konverguje.

Zaver: [ f(z) da konverguje.

1
(h) /ajbg””dx

0

Reseni:

e Funkci piepiieme f(x) = 1987 = elogzlogr — elog” Tedy funkce f je spojita

na (0, 1].
e u 0: Na intervalu (0, %) plati logz < —1. Tedy

xlogz > 1’71

1
“ <1 . . . . .. . L. ,
Protoze [y +dx diverguje, tak ze srovnavaciho kritéria diverguje i integral
1
foe xlogx dz.

Z&aver: folf(:n) dx diverguje.

(i) /Oltjlgdx

Reseni: Funkce je spojita na (0,1], u 0 limitné srovname s g(z) = =5 = ﬁ
Méame
tanz
Jim Vel 1€ (0,00).
Va3

Protoze integral folﬁ konverguje, tak z LSK konverguje i zadany integral.

2 P

j ——dx
W | 7=
Reseni:
e Funkce f je spojita na (1,2].
e ul: mame Va2 —1 =z —1-+x+1. Funkci f budeme tedy srovnavat s

funkei g(z) = \/%

X

—_— X
lim f(@) = lim xi_l = lim —— = ¢ (0,00)
a—1+ g(x) -1+ — ot v+l V2

Tedy f12 f(z) dx konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje f12 \/Q%dm, ktery
ale konverguje (lze pfimo spocitat).

ZAvér: f12 f(z) dz konverguje.
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(k) / =3t Ve 4y

0
Reseni: Provedeme substituci y = /z, dy = ﬁ dax:
o0 o
/ a3 eVE qy = 2/ y_l/Qe_y dy
1 1

Na intervalu (0,00) je funkce spojita a nezédporna. Roztrhneme na integraly fol +

S

. ; ’ _ 1
U 0: srovname s funkei g(y) = N
T 1
Y
lim ei/g: lim — =1¢€(0,00)

y—0+ 7 y—0+ €Y
Protoze folﬁ dy konverguje (lze spocitat), konverguje z LSK i folﬁ'
U oo: Pouzijeme SK, pro y > 1 méme
1 1
< —.

\/gey — ey

Protoze [;e™¥ dy konverguje, tak ze SK konverguje i [;°

1
Vyer”
Zavér: puvodn{ integral Konverguje.

1
(1) /xlnxdx
vO

1 1
_ 12
/ x ln:”dx:/ e T dg.
0 0

Funkce je spojita na (0, 1] a plati

lim e ™7 = .
z—0+
Funkei lze tedy spojité rozsifit na (omezeny) interval [0, 1] a tedy integral konver-
guje.
2 In(sinz)
m —————=dz
(m) /0 zv/sinz

Reseni: Funkce je spojita na (0, 7). Problematické body: 0 a .

. In z|
U 0: srovname s g(x) = | .
g(x) V23
In(sin z)
lim TvVsinz | 1
0 g :
V3

Protoze [y’ |Inz|z73/2 = oo (z tabulky nebo odvodime), tak u 0 diverguje i nas
puvodn{ integral. U 7 tedy uz nemusime vySetfovat.

Zavér: diverguje.
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(n) / sin® x cos? x dz
0
Reseni: U 0 stovname s g(x) = 2P

sin® x cos? x

lim S TCOSTE g
z—0+ xP
tedy fo x) konverguje < fo 2P konverguje < p > —1.

U3 LSng( r) = (5 —x)

. sin? x cos? x
im — =
T )
r—IT— (5 — l’)q

tedy f§ f(x) konverguje < f 5 —x)9 konverguje. Lze upocitat nebo substituovat

a vyjde, Ze mtegral konverguje & q>—1.
ZAvér: fo x) konverguje & (p > —1Aq > —1).

ee 1
(0) / sin? = dx
1 T
Reseni: U oo: LSK s g(z) = 5.

SlIl2 l

lim i
T—00 -
X

=1

Protoze floox*Q konverguje, konverguje i floof(a:).

T 1
(p) 4 Sln(COSI‘) dx

s Ccos T 1

Vi | VR

Protoze [y ﬁ konverguje, konverguje i nas integral.

- dx
o Vilog(l T e)
Reseni: U 0: LSK s g(z) = %:
1

Valog(ler) _ 1
i = g2 € (0,00).

VT

lim
z—0+

Protoze [ -L konverguje, tak z LSK konverguje i e
0z 0

U oo: funkce 14 e* | se chova jako“ e*, tedy LSK s g(x) = m =gz 3/2,
1
. Vzlog(l+e®) . x . x
lim Yoloelte?) _ - -
b0 1 = e log(1 + e®) 2300 loge®(e=® + 1)
z/z
1
= lim ’ =lim —— =1

x—00 T + Iog(e*x + 1) T—00 1 | log(e=®+1)

T
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Navic integral foox*S/Q konverguje, tedy z LSK konverguje i [, f(x)

Zaver: fo x) konverguje.

r) W ——dz
(x) /_1 V1—at
Reseni:
e funkce f je spojitad na (—1,1). Funkci rozepiseme jako

1 1 1

\/17x4:\/17x2-\/1+:v2_\/173:~\/1+x~\/1+x2

e u —1 srovnavame s g(z) = \/11-;-7 Méme
/(@) : ! !
. T . 1—z4 .
lim —= = lim = lim =—-¢€ (0,00
a——1+ g(x) o—o-1+ \/II—T:U e——14+ /1 — a1+ 22 2 ( )
tedy f?l f(x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fi)l \/11-;?
verguje (lze pfimo spoéitat).
e u 1 srovnavame s g(z) = \/11_7 Méame
f@) _ : 11
. x . 1—z4
lim ——~ = lim = lim =€ (0,00)
:r%lf :L’) r—1— 11—55 x%lf 1 + T /1 + 1.2 2
tedy fo x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fo \/7

verguje (lze pfimo spoéitat).
ZAvér: f_ll f(z) konverguje.
) /é au"csingzv2 + 23) da
0o xlog®(l+x)

ResSeni:

e funkce f je spojita na (0, %]

e u 0: mame arcsin(z? + %) = arcsin(2?(1 + z)), budeme ho srovnavat s x2.
Funkci log(1 + ) srovnavame s . Dohromady tedy srovnavame s g(z) = xx—;z
Mame
arcsin(z243) .
S (2 3 2
lm L) gy wRE0re) arcs;n(f” +2°) S (142) =1 € (0,00),
a—0+ g(x) a0+ z e=0+  2?(1+2z)  log*(1+x)
tedy fo x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fo = dx, ktery diverguje.
Zaver: fO x) diverguje.

1 p—
(t) / mdx
0 xP
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ReSeni: Funkce spojita na (0,00). U 0 srovname s g(z) = z (uhodneme z
Taylorova rozvoje funkce z — sin z).

x—sinx 1
lim —%— == € (0,00).
x—0+ % 6 ( ’ )
X

Tedy f lo—sing sinz , 1,9K konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje f x37P. Tedy pravé
tehdy, kdyz 3—p>-1&p<4.

U oo: srovname s funkci g(z) = 5.

aP
r—sinx .
. . ST
lim gf = lim 1-— =1-0

Z LSK tedy konverguje pravé tehdy, kdyz flooml_p konverguje, coZz je & 1—p < —1
&2 < p.
Zavér: Integral konverguje < 2 < p < 4.
gin L arctan x
(u) —f——dx
0 i
Reseni: Funkce je spojita na (0,00).

xsin% -1
= Sl =
x z

U 0: srovname s g(x) =

sin % arctan
lim —2-—— =1¢€(0,00).
x—0+ Z sin =
xT
Navic fol Sin% konverguje, protoZe |sin %\ < 1 a integral omezené a spojité funkce
(na [0, 1]) konverguje.
U oo: = —> 0+, tedy sin 1

l
x

g(x) = =% = 5. LSK:

= »Se chova jako® sin u 0. Budeme tedy srovnavat s funkef

I3

sin % arctan x

lim —% — =1.

Tr—00 o
X
x

NIE]

oo Ssin l arctan x

Protoze fl ~z konverguje, konverguje i f dz.

x
Zavér: puvodn{ integral konverguje.

1
(v) / z% arctan®  dz
0
Regeni:
e Funkce f je spojita na (0, 00).
e u 0: funkci arctan z srovnavame s x. Dohromady tedy funkci f budeme tedy

srovnavat s funkei g(z) = %P,

o t B
=0+ g(x) @m0+ xozh
Tedy fo x)dz konverguje pravé tehdy, kdyZ konverguje f TP ktery ale
konverguje prave tehdy, kdyz o+ 8 > —1.
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e u oo: funkci arctan x srovnavame s 5. Dohromady tedy funkci f budeme tedy
srovnévat s funkei g(z) = z%(3)°.
a t B
mnfgzzhmfiﬁﬁiif=1e@¢m
Z—00 g(x) Z—00 xa(j)ﬁ
Tedy fl x) dz konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fl @ ktery ale
konvergUJe prave tehdy, kdyz o < —1.

Zaver: fo x) dx konverguje pravé tehdy, kdyz a + 8 > —1, a < —1.

(w) /2 arctan(a: -1) da
i (2= V)P
ReSeni:
e Funkce f je spojita na (1,2].
e u 1: funkci arctan(z—1) srovnavame s (x—1) (chova se jako arctan u 0). Funkci

(x —+v/z) = /x(y/xr — 1) budeme srovnavat s (y/x —1). Dohromady tedy funkci

f budeme tedy srovnavat s funkci g(x) = (\(/32:11))17 = (‘/E(J\r/li)f‘l/ﬁfl) =1 f;/_gf)i_l.

arctan(z—1)

m L@ oy (e o VEoDP o (Ve P
acl—lgl-f- g(x) - acl—lgl-‘r (\(/{:11))17 a xligl—&- (x — \/E)P B Ili,rﬂ (ﬁ)p(ﬁ _ 1)p
=1¢€ (0,00)

Tedy fl x) dz konverguje pravé tehdy, kdyZ konverguje fl 0 f\ff)i <.

e Konvergence integralu fl i f‘ff)i o+ Substituce y = /x, dy = Tdaj.

NG
y+1
_JIT 9
A‘(y—U“1y®

Integral srovname s h(y) = ﬁ Pak

1
(y y;r)f” T2y
1
(y—-1)P

lim

Jim, =4 € (0,00)

Tedy || 1\/5 (yff)i,_l 2y dy konverguje prave tehdy, kdyz konverguje || 1\/5 dy,

coz je prévé tehdy, kdyz 1 — p > —1, tedy p < 2.

1
(y—1)p=1

Zaver: fl x) dz konverguje pravé tehdy, kdyz p < 2.
arctan px
(x) / ———de
0 ™
Regeni:

e p =0, pak f =0 a integral konverguje.
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e p >0, pak u 0 LSK s g(z) = &.

xn

arctan pr

lim —2°— =1
T )

tedy fo konverguje & fo prl~™ konverguje < 1 —n > —1 < 2 > n.
U oo LSK s g(z) = x%:
arctan pr
lim —&— =1.
T—00 2
zn
Tedy fl x) konverguje < fl ~" konverguje < n < 1.
e p<O: funkce arctan x je licha, tedy arctan px = — arctan |p|z pro x € (0, 00)

a tedy konvergence vyjde stejné jako pro p > 0.
Zaver: fo x) konverguje pro p = 0 a n € N. Jinak diverguje.

(y) /000 sin (\/ x4+ 1 — aza) dz

ResSeni: U oco: upravime odmocniny:

1
V2o +1—z®
1/x20¢_i_ —l—.fCo‘

1-0(
sin L n L 1
lim VaZetldor g Va2otitas  VaZoflte® 1
1 1 1
T—00 = T—00 W/ e - 2
Tedy z LSK fl x) konverguje pravé tehdy, kdyz o > 1.
Pro a < 0 srovname s g(z) = 1.
sin (m_xa) sinl, a <0,
lim =
T—00 1
sin3, a=0
Z LSK tedy [°f(x) pro a < 0 diverguje.
U 0 staci uvazovat a > 1. Ale pro takové « je f(x) spojita na [0, 1], tedy integral
konverguje
Zéver: [° f(x) konverguje < a > 1.

2. Vysetfete absolutni konvergenci integrald, o, 8 € R.
Zdroj: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ spurny/pages/ma2.php#
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"pick/
http://www.karlin.mff.cuni.cz/ rokyta/vyuka/index.html

OOJ'Q— oo )%
@ [T Dosar,

3

ResSeni:
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e funkce f je spojita na (1,00).

e u 1: funkci log x srovname s (x —1). Funkci 22 —1 = (z—1)(x+1) srovnavame

s (x — 1). Dohromady tedy srovnavame s g(z) = (z — 1)(z — 1)¢. Méame
(z2—1)(log ) a
e 1 1
lim J@) _ im z” lim (x+1) log7o € (0, 00),
w1+ g(z)  a—i+ (2 — 1) (x — 1) a=1+ 23 (x — 1)~

tedy fl x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fl

konverguje pravé tehdy, kdyz a + 1 > —1, tedy kdyz a > —2.

spocitat.)

e u oo: funkeci 22 — 1 srovnavame s x2.

22 log®
3

x?—1

(x2—1)(log$)a
T P S

z2log® x

z—00 ¢ q:) Z—00 3
X

T—00 T

Tedy [,°f

= lim 5 =1€

) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje f2

— 1)t da, ktery
(Lze primo

Dohromady tedy srovnavame s g(z) =

(0, 00).

log L dx, ktery

konvergUJe prave tehdy, kdyz o < —1 (lze spocitat substituci y = log x).

ZAavér: f 1

(b) /1( el” 1—1) AICCOST |
0 varcsin x

x) konverguje pravé tehdy, kdyz o € (=2, —1).

Reseni:

e funkce f je spojita na (0,1).

e u 0: funkei arcsin(z), budeme ho srovnéavat s . Dohromady tedy srovnévame

sg(z) = % Méame
(e~ —1)™ arccos =
f(l‘) lim \/arisin;r — (6 o 1)&%
:):HO .’E) z—04 ﬁ
tedy fo x) konverguje pravé tehdy, kdyZ konverguje fo
guje.

€ (0, 00),

L = dz, ktery konver-

e u 1: funkci (e!~—1) srovnavame s 1 —x. Funkci arccos x srovnavame s /1 — z.

Dohromady tedy srovnavame s g(z) =

(e~ —1)® arccos =

L f@ Jarinz V2
z—>1— J,‘) xl—lgl— (1 — x)am o \/g < (0

tedy [1 f(x)
2
Tedy pravé tehdy, kdy# konverguje [1(1— z)zte
2
tedy pro a > —5.

Zaver: fo x) konverguje pravé tehdy, kdyz a > —3

oo 1 -
(c) / Lx:a (arccot ) dz ReSeni:
1 (z—1)2

(1 —2)*/1 —z. Mame

00)

konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje f;l (1 —2)*/1—zdx.
2

, COZ je pravé pro a—l—% > —1,
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e funkce f je spojita na (1,00).
e u 1: logx, budeme ho srovnavat s (z — 1). Dohromady tedy srovnavame s

z—1 3
= . M
g(x) p— ame
logz (arccot z
fl@) _ o @-n? A * _ iy, log a
—< = lim — = lim (arccot x)
x—>1 [E) I L= 1+ ($ — 1)
(z—1)2
= (arccot 1)* € (0, 00),
tedy fl x) konverguje prave tehdy, kdyZz konverguje f1

verguje (lze pfimo spocitat).

e u oo: funkci arccot z budeme srovnavat s % Funkeci —— srovname s —5.

($—1)2 T2
Dohromady tedy srovnavame s g(z) = 1982, Mame
xr2x®
log x o
arccot x 3
IRRACOI el A o
——~ = lim ; = lim ——— - (zarccotz)* =1 € (0, 00).
:c—)oo $) T—00 %ga: T—00 (CC _ 1)5
T2
Tedy f2 x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje f2 (log x)x™ 3o dz,
ktery konvergUJe pravé tehdy, kdyz —5 — a < —1, tedy pravé pro a > —l
Zaver: [° f(x) konverguje pravé tehdy, kdyz a>—3

(d) Ukazte, ze funkce x — sinx je kladné na (0,00) a Vysetrete konvergenci

(1 1 — si

/ (ogﬂg)( og(x —sinz)) .
0 x5 + 10 +sinz

Reseni:
e Uvazujme funkci h(x) = = — sinz. Pak h(0) = 0 a h'(z) = 1 — cosz na

€ (0,00). Pak ' > 0 na (0,00). Specialné je b’ > 0 na (0,27). Tedy h je
rostouci na [0, 27]. Navic h neklesa na [27, 00). Tedy h > 0 na (0, 00).

e funkce f je spojita na (0, 00).
e funkci h = x — sinx lze rozvinout jako x — sinx = % + o(z?).

e u 0: budeme srovnavat log(z — sinz) s logz® = 3logz. Dohromady tedy

2
srovnavame s g(z) = 310#. Mame

(log z) (log(z—sin x))
im @) _ oy @Stiodsine
e—0+ g(z) -0+ 3 log2 T z—0+ 3logzx

=1-10 =10 € (0, 00),

log(w —sinz) ($g + 10 + sin )

tedy fo x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fo 3log? z dz, ktery kon-
verguje (nutno ukézat).
Limitu jsme spocetli jako

log(x —sinxz) r'm

lim lim =—— . 5 -
0+ 3logx néco/oo T30+ 2 z—0+ 3 x z—sing
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) . 6 . ‘o
e u co: budeme srovnavat log(x—sin z) s log 2. Funkei 25 +10+-sin 2 srovnavame

_ log?z
= 6

s a8 Dohromady tedy srovnavame s g(x) . Mame
5

(log z)(log(z—sinx))
f(x)

[
lim —~ = lim eh+104sine iy
T—00 g(m) T—00 logzm 2360 logx N

log(z — sinx) 25 + 10 + sinw

=1€(0,00)

6
5

il

x

log? z

tedy [ f(x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje [ 5 da, ktery kon-

verguje (nutno ukazat).
Limitu jsme spocetli jako

log(z — sinz) logz(l—#2%) . logs +log(l — )

lim = lim ——% =~ =
T—00 log x T—00 log T—00 log
log(1 — sin x 0
~gim 1 80T voar 0 (0, 00)
T—00 log x oo

Z&aver: fooof(a:) konverguje.

(e) /Ol(arcsinx — x)%sin® (7z) cos® (gac>

ResSeni:

funkce f je spojita na (0,1).

. : . . . . 3
funkei arcsin & — sinz lze rozvinout jako arcsinz — z = 2= + o(z*).

e u 0: budeme srovnavat arcsinz — x s x3. Funkci sin(nz) srovnévame s 7z.

Dohromady tedy srovnavame s g(x) = (23)%(rx)?. Mame

z—0+ g(z) 20+ (x3)(mx)B

lim f(z) lim (arcsinz — x) sin” (7z) cos® (5z) _ (é

>a-1~1e(0,oo),

1 1
tedy f0§ f(x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje ff wBa3etB gy ktery
konverguje pravé tehdy, kdyz 3a + 5 > —1.

e u 1: Funkci sin(7x) srovnavame s 1 —z. Plyne z grafu nebo z Taylorova rozvoje
funkce sin(7z) v bodé 1. Funkei cos (§z) srovnavame s 1 — z. (Opét z grafu
nebo z Taylora v 1.)

Dohromady tedy srovnavame s g(z) = (1 — z)?(1 — 2)®. Mame
f(z) . (arcsinz — x)®sin®(7z) cos® (32) T

lim = = 1 _
Jm ) T A =2 —a0 (3

«
— 1) (g) € (0, 0)
tedy f;l f(x) konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje fll(l — )28 da, ktery
2 2
konverguje pravé tehdy, kdyZz o + 8 > —1 (lze pfevést substituci y = 1 — = na
zndmy integral).
Limity jsme spocetli jako

sin(mx) g . mwcos(mx)
lim = lim —— =
a—1- (1 —x) 0/0 a—»1—-  —1
cos (5x) r —Zsin (52
hm 7(2 ) L:H hm 27" \27 (2 ) — E
a—1— (1 —z) 0/0 21— -1 2
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Zaver: folf(:v) konverguje pravé tehdy, kdyz (o + 8 > —1&3a+ 5 > —1).
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