16. cviceni — Konvergence Newtonova integralu
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
1. VygSetfete absolutni konvergenci integrala («, a, b, p,q € R):

S|
(a) /1(3_x)aK<:>a<1

ReSeni: Pievedeme substituci y = 3 — z:

31 21
[t 5o
1 3—x) 0o y°

coz konverguje pravé tehdy, kdyz o < 1.

> 1
b ——dx D
( ) \/[; 3/x3 + 1
Reseni:

Na intervalu [1,00) srovname s funkci 1.

Protoze floo% diverguje, diverguje i floof.

! d
— dz
Va3 + 1

o0
Na intervalu (0, 1] tedy uz nemusime integral vysetfovat - pivodni pfiklad /
0
uz konvergovat nemiize.

Pro tplnost: Na intervalu [0,1] je funkce spojita, je tedy spojitd na omezeném
uzavieném intervalu a tedy je fo f konvergentni.

[o¢]

1

Zaver: / ———— dz diverguje.
0 Va3+1 s

1 n 2
(©) /01(1+>de

14 a2
Regeni: Konverguje, protoze jde o spojitou funkei na uzavieném omezeném inter-
valu.
© r—1
d ———dz D
(d) /3 2?2+ 2z
ReSeni: Srovname LSK s g = %
gfl
- 2
lim === =1 € (0, 00).

T—00 =
T

Tedy i puvodni integral diverguje.

|
(e) /01_$3de
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Reseni: Funkei lze rozlozit jako

1 1
1—23 (I—2)(a2+z+1)

Aplikujeme LSk s g = ﬁ

1
(I—2)(@Z4atl) . 1 1

1. B E——_— _— = — .
R A g T3 €0
Ale
L
1
/Ol_x:[—ln\l—:vﬂozoo—l—o.

Tedy i puvodni integral diverguje.
Pozn.: Integral lze upocitat pres parcialni zlomky (hodné prace).
oo
x
f —dz K
0 [ =5
Reseni: Na intervalu [0, 1] jde o spojitou funkei na omezeném a uzavieném inter-
valu, tedy konverguje.

Na [1, 00) uzijeme LSK s xiz

xT

Tim. ZH = 1€ (0,00).

2

Protoze floo m—lg konverguje, konverguje i ptivodni integral.

00671'
d
® [ T
Regeni: Ze SK:

<e 7.
x

Protoze flooe_x = %, tak konverguje i puvodni integral.
™1 — cos(ax
w [,
0 xP
Reseni: Jestlize a = 0, tak je f = 0 a integral konverguje pro viechna p € R.
Necht a # 0. Uzijeme LSK s g = 2

xP
1—
) % 1—cos(axr) 5 a?
lim — = 53— 0 = — €(0,00).
=0+ LD a“T 2
€T

Tedy ptuvodni integral konverguje pravé pro p — 2 < 1, tedy p < 3.

Q) /0 T Ve dy

Reseni: Aplikujeme substituci y = v/z. Pak dy = ﬁ dx a

/ e VPdr = / 2ye” Ydy =2 <[—ye_y]go —I—/ e Y dy>
0 0 0

=2([~ye ]y + e VF) =2
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oo
() / (m — 2arctanz)® dz
0
Reseni:
1
i. / (m — 2arctan z)* dx
0

Funkce je na intervalu [0, 1] spojita. Konkrétné

lim (7 — 2arctanz)® = 7.
z—0+

Spojita funkce na omezeném uzavieném intervalu — integral je konvergentni.

o0
ii. / (m — 2arctanz)* dz
1

U oo srovname s x~%:

— 2arctanz)®
lim (T 28tan®)® o0 g o).

T—00 r—«

N4&s integral tedy konverguje pravé pro —a < —1, tedy a > 1.

Zavér: Pivodni integral tedy konverguje pravé pro —a < —1, tedy o > 1.

*sinx
(k) /1 o dx

Regeni: Integral konverguje absolutné, neb ‘Sirfd < L.
’ T T

2. Vysetiete absolutni konvergenci integralia (o, a,b,p,q € R):

1
(a) / P71 —2)7tdx
0
Reseni:
1
i [ZaP (1 —2)tde
Budeme srovnavat LSK s 2P~ 1. 1:

p—1(1 _ p)a—1
i &0 =D (- )1 = 1 e (0, 00)
z—0 xp—1 z—0

Tedy nas integral konverguje pravé tehdy, kdyz p — 1 > —1, tedy pro p > 0.
ii. fll P11 — )t da

2

U jednicky srovname LSK s 1- (1 —z)4~L. Mame

p—1(1 — )¢
lim 2 (d - = lim 27! =1 € (0,00)
r—1— (1 — x)q_l r—1—

Tedy nas integral u jednicky konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje integrél
fll(l — )% 1. Pfevedeme substituci y = 1 — a:
2

; :
[ (1— )it = /0 Y1 dy,

2

ktery konverguje pravé pro g — 1 > —1, tedy pro ¢ > 0.
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ZAaver: fol 2P~1(1 — )97 dz konverguje pravé tehdy, kdyZ p, q > 0.

[ g
()/01+qu

Resent: (Rada: U parametri si nejprve zkusime dosadit riznd konkrétni ¢isla,
napt. jak bychom priklad Tesili, kdyby p = 2, ¢ = 3, kdyby p = %, q = —>5... Zkusime
i zZlomky a zdpornd ¢isla. Na zdkladé toho pak odhadneme postup pro obecny parametr.)

S
O e

. 1 wewe . P , xP
A. g >0: "1 je silngjsi nez 9" Srovnavame s funkei -, tedy

lim = lim 1

P
Tt _ oy, L )L a>0
z—0 2P x—0 1+ x4 5, q=0.

Tedy nés integral konverguje praveé tehdy, kdyz p > —1.
B. ¢ < 0: "2z1 je siln&jsi nez 1"
Srovnavame s funkci %’, tedy

zP q 1
. q . €T .
lim 22 = lim ——— = lim ——— =
z—0 % z—0 1+ 24 z—=01 4+ 274

Tedy nas integral konverguje pravé tehdy, kdyz p — q > —1.
.. oo P
i. fl Tz
A. g >0: "z7 je silnéjsi nez 1"
Srovnavame s funkei %7 tedy

vy
lim Ery = lim o = Loa>0
r—oo Lo z—oo | + x4 %7 q:()‘
Tedy nés integral konverguje praveé tehdy, kdyz p —q < —1.
B. ¢ < 0: "1 je silnéjsi nez x?" Srovnavame s funkci %, tedy
xP
lim % = lim =
r—oo P z—o0 1 4+ x4

Tedy nés integral konverguje pravé tehdy, kdyz p < —1.

Zaver: fooo T _fiq dz konverguje pravé tehdy, kdyz

(=0 & p>-1 & p—qg<-1)
Vig>0 & p<—-1 & p—g>-1)
Lze zapsat i jako:
(g>p+1 & p>-1)
Vig<p+1l & p<-1)

T arccot® z
1ii. ——dzx
0

b
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Integrand f je nezaporna funkce, staci tedy vySetfovat absolutni konvergenci.
K tomu pouzijeme limitni srovnavaci kritérium a rozklad

T2 arccot® z L arccot® T arccot® x
‘4447744’d$3: ‘Aggjrgg’dx'+ ““77‘4’d$
0 T 0 T 1 T

Vys8etfujme nyni (absolutni) konvergenci integralu

L arccot®
— dx
0 xT

a . iy 2 2 2 ~
Funkce % je spojita a nezaporna na (0, 1], a protoze
arccot® x
. b .
lim —%— = lim arccot”x = (7/2)"
z—0+ = z—0+
x

je (absolutni) konvergence vySetfovaného integralu ekvivalentni (absolutni)
konvergenci integralu
1
1
j/ Az'dl
0o T

Tento integral konverguje pro b < 1.
Vys8etfujme nyni (absolutni) konvergenci integralu

> arccot® x
b dx
1 X

a . ey o . . «
arccot’ e spojita a nezdporna na [1,+00), a protoze

Funkce "
xT

lim xarccotz =1,

T—r+00
plati také, ze
arccot® x
. 3 .
lim —%— = lim z%arccot”z =1,
T—+00 z—0+
ma+b

a tudiz je (absolutni) konvergence vySetfovaného integralu ekvivalentni (abso-
lutni) konvergenci integralu
400 1
/1 pratb dx

Tento integral konverguje pro a + b > 1 a diverguje jinak.
Zavér: Integral konverguje (absolutné), pokud 1 > b > 1 — a. Jinak diverguje.

+oo T
iv. / arctan — In® z dx
1 X +—1

Regeni:
Integrand je nezaporny, staci vySetfovat absolutni konvergenci.
Na pravém okoli jednicky je

1
arctan%ﬂ bt Inz=mn(1+(x—-1)~(x—-1)
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(jak dostaneme pouzitim Taylorova rozvoje logaritmu v nule). Odtud plyne,
7e konvergence integralu
2
| @y
1

je podle limitniho srovnavaciho kritéria ekvivalentni konvergenci integralu

/12(:1:—1)“(1:1:

a pouzitim substituce y = x — 1 dostaneme, Ze tento je ekvivalentni integralu

1
/ y*dy
0

Posledni integréal konverguje, a to absolutné, pro a > —1.
Naopak na okoli nekoneéna je

1
arctan 5 ~ —
ze+1 x

a podle limitniho srovnavaciho kritéria je konvergence integralu
+oo
f(z) d

2

ekvivalentni konvergenci integralu

+ool a
/ LU
2 X

U tohoto integralu ale umime pfimo ur¢it primitivni funkci. Na intervalu
(2, +00) plati, ze

In® x " yotl In% g
o= [ra= o= T ve
pro a # —1. Odtud pfimo vyplyva, Ze integral konverguje pro a + 1 < 0, tedy
pro a < —1.

Hodnotu a = —1 lze také vyloucit pfimym vypoctem, ale vzhledem k podmince
u jednicky to neni nutné.

Zaveér: Integral diverguje pro vSechna a € R.

3. Necht f je definovana na intervalu (a, ), je spojita a f > 0 na (a,00). Necht existuje
limita lim,_,o0 f(x) = A > 0. Ukaite, Ze pak [ f = oc.

Reseni:
Z definice limity existuje b > a takové, ze 0 < A/2 < f(z) na (b,00). Ze srovnavaciho
kritéria a nezépornosti f pak méame

/aoof(:z:)dmZ/boof(m)d:EZ/bOO;ldx:oo.
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4. Necht f >0, f € N(0,1). Dokazte, ze pak i z¥f € N'(0,1) pro viechna k € N.
Regeni:
Méame odhad
2" f ()] < 1-|f(2)] € N(O,1).

Tedy ze SK i z¥ f(x) € N(0,1).
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