12. cviceni — Odmocniny
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
Najdéte primitivni funkce
1. typ R (x, ’{L/m)
1
(8) () = z(l142yx + Jz)

ResSeni:

PouZijeme substituci ¢ = /z. Pak plati vztah t® = 2. Potom pro substituci 1.
typu
! 1
dt = <x1/6> dox = 63:*5/6 dx

(Pozn.: Pro 2. vétu o substituci bychom méli t% = x, tedy dz = 6t5 dt.) Odtud
vyplyva, Ze

/ ! 6”““5/6%/ ! 6t5dt—6/1dt
(14 2y/x + Jx) 625/6 t0(1 4 2t3 + 12) B 1 4+t2+263)

Trojélen ve jmenovateli mé zFejmé kofen —1 a lze jej tedy rozlozit na tvar (¢ +
1)(2t? — t 4+ 1). Dale postupujeme rozkladem na parcialni zlomky.

1 A B Ct+D

tt+1)(2t2 —t+1) t+t+1+2ﬂ—t+1

Prenasobenim jmenovateli dostaneme

1=A(t+1)(2t2 =t +1) + Bt(2t> =t + 1) + (Ct + D)t(t + 1).

Dosazenimt = 0 at = —1 dostaneme, ze A=1a B = —i. Porovnéanim koeficientu

u t3 mame, ze 2A+2B+C = 0, tedy C = —2A—2B = —%, a porovnanim koeficientt
u linearniho ¢lenu méme, 7ze B+ D =0, tedy 72e D = —B = %. Odtud vyplyva, ze

1 1 1 1 1 6t-1

2 t 4 ) t o 1°
tt+ )2 —-t+1) t 4t+1 82—-L 43

Integraly prvnich dvou ¢lent jsou zfejmé, posledni ¢len integrujeme dalsim rozkla-

dem na
166—3+5 3 2t—3 1 1

82— L4l 82 Lyl h 162 L4 1

Prvni ze s¢itanct pak lze integrovat substituci jmenovatele, druhy prevodem na
¢tverec Kombinaci vSech vysledkii dostaneme

1 1
de =6 [ ———_ dt
/x(1+2\/5+€/5) v /t(1+t2+2t3)

c 3 9 9 3 4t — 1
=6lnt—=-In(1+¢t)—-In(2t* —t+1) — —= arctan
2 ( ) 4 ( ) 27 V7
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3 4¥x —1
dx—lnx—fln 1+ —fln 2V — Sz +1 arctan ———.
Lze jesté upravit jako
3 4.7 — 1
= §ln A 3 — arctanL
47 14+ 22 ¥z — Yz +1)7° 2V7 VT

Puvodni funkce je spojita (a definované) na (0, 00) - tam budeme hledat primitvni
funkci.

Pfi 1. vété o substituci mame p(z) = Vz, ¢’ = ﬁ a f(t)=
Interval (o, 8) = (0,00) a ¢(a, B) = (0,00).

Funkce f ma primitvni funkci na (—oo,0) nebo (0,00). Zvolme (a,b) = (0,00).
Pak ¢(a, ) C (a,b).

Pii 2. vét& o substituci mame p(t) = %, o~ (x) = V. ¢ = 6t°. Dale f(z) =
Nakonec

6
t(1+t242t3)"

m a fe(t)¢'(t) = M~

3 9 3 4t —1
Gt)=6Int—=-In(1+t)—-In(2> —t+1) — —— arctan ———

Intervaly: ¢t € (o, 8) = (0,00) a p(a, 5) = (0,00) = (a, b).
Plati, ze ¢'(t) # 0 na (o, 8). Vysledny integral pak mame na (a,b) = (0, 00).

1—+vx+1
(b) 9(z) = ——.
1+vr+1
Reseni:
PouZijeme substitutci t = ¢z + 1. Potom dz = 6t° dt a
1—Vz+1
/:f” dz — dt.
1+vze+1
Protoze 1
B+ P+ )=+t PPt 1+ —
(—t°+ ) (t°+ 1) +t"+ tlt s
je
1 1 2t 1 c
6t°dt =6 [ (—t°+tt 42—t —t+14+-—"— ——— ) dt =
/1+t2 /( T + +21+t2 1+¢2
6. 6. 3
< 7t7+5t5—|—2t4 23 — 3¢2 + 6t + 31In(1 + £2) — 6arctant,
6 3
- / (\/ac +1) +g(\6/x + 1)5+5(\6/x + 1) —2(Vr +1)*-3(Va + 1)

+6(V/z + 1)+ 3In(1 4 (Vo + 1)%) — 6 arctan(V/z + 1)

Pro z € (—1, 00).
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1
9= e
Reseni:
Pouzijeme substituci ¢t = /2. Potom

1
dt = Z$_3/4 dx

. Odtud 5
1 4t 4t
———dr = | ——5 dt= | ——— dt.
/ I+ Va)Pve / (1+ 132 / (1+1)3
Rozklad na parcialni zlomky hleddme ve tvaru

a4 A N B N C
(14+t)3 1+t (1+t)2 (1+t)3

Prenasobenim jmenovatelem dostaneme
4t = A1 +t)*+ B +1t)+C,
odkud dosazenim t = —1 dostavame, ze C' = —4. Dale mame, Ze
4t = (A+B+C)+ (2A+ B)t + A%,

odkud ihned méame, Ze A =0 a B = 4. Tudiz

At 4 4 c 4 p
/(1+t)3 dt:/((1+t)2_(1+t)3> dt:_1+t+(1+t)2

244 . xg_2+4\4/5
~~treap 104 S

Pro z € (0, 00).

2. typ R <x, e/ g;fj_‘g)

(a) g(x) Ve+1l—+vr—1

a) g(z) = .
g Vr+1++vVr—1
Reseni: Defini¢nim oborem funkce ¢ je interval [1,400), maximélni otevienou
podmnozinou je interval (1, +00). Primitivni funkei sta¢i ur¢it na tomto intervalu.

Vyraz nejprve upravime vytknutim

1 1
Ve+l-—vVe—-1 a—1 \/%_1_ \/%—rl_l

r+1
t =
Vao—1’
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odkud méame

1+ 2 2t(1 — t2) + 2t(1 + 2 —4
7L’57 Qe — t(1 —t2) + 2t( +t)dt: t i
1—¢2 (1—12)2 (1—12)2

Odtud vyplyva, ze

1’—1—1_
Vatl-va—1 /\/ 1d$_)/t—1 - U

\/x—i-l—l—\/x—l x+1+1 t+1 1—t2)

standardnim rozkladem na parcidlni zlomky dostaneme

1 1 9 1
= / 2 4 — -2 _dt
t+1  (t+1)2 (t+1)32 t-1
a po integraci
C 1 1

+ 11|1 t\+11|t+1y
. —-In|l - —In
t+1 (t+1)2 2 2

zbyva dosadit za t:

1 1 1 1] 1 1
—>/ )da € — + —§ln1—1/x7+1+§ln x+1+1
ol (/2 +1)2 T v
Pii 2. vét& o substituci mame ¢(t) = — ifiz o' (t) = ﬁ, o Hx) = ,/%.
-l t—1 4t
Dale f(z) = =i a f(p(t)e'(t) = 75 - m
r—1
Nakonec ] ] ) ]
G(t) = — ——In|l —¢t/+=In|t+1
O =137 T ez gttt gl
Intervaly: t € (o, ) = (1,00) a p(a, 5) = (1,00) = (a, b).
Plati, Zze ¢/(t) # 0 na («, 8). Vysledny integral pak mame na (a,b) = (1, 00).
1
b )= .
b) o) = e o
ReSeni:
Upravme
1 1 (a: - 1)2/3
Ve DPe—1F @-12 \a+l
a pouzijeme substituci
L (r1 1/3 B41 dz  3t2(1 —13) 4+ 3t2(1 + %) 6t2
— r = — _— = .
r+1 ’ 1—t37 dt (1—1¢3)2 (1 —¢3)2
Odtud také vyplyva, ze
3 1 2 3
PR b
1—1¢3 1—1¢3
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Dostavame tak, zZe

/\3/(:1:4—1(;;6(96—1)4:/(:6_11)2 <i+1>2/3 d$—>/ 1_t3 42,

_/3
] 22

Pro x € (—

tedy

/ /1—331
1+x$

1+7§2

2arctant — In

Pro z € (—1,0),(0,1).
3. typ R (x, Vax? + bx + c)
(a)

Reseni: Substituce vz2 + 2z + 4 —

tedy

dt =

Hearer

oo, —1),(—1,1), (1, 00).

_/ —4t2 dt
) (=) (1 +12)
1+t

; —>/g(33) x—2arctan1/

/\/x2+2a:+4dx
\ﬁx:t
C(t=2)(t+2)
21—

—t2 _
dr = iZl dt
21 —t)?

dt =
/1—t2 1+t2

6t2
— dt
(1—13)2
3 3 1
€ = g(x)dxg—fsx—i_
2t 2Vazx—1
1—2 1
9(z) = 1+£C.;
- 1—=x
CVi4x
1
1412
—4¢
dr = ———=dt
T )
—4tdt C

—x
1+x

L- \ 11?
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/ x /t—2 )(t +2) 1 424
(t+2)(t—2) 1/ -1 3
= —_ 142
/2 -z =g )Lt (t—l) “aoe
c1 3
= 2Injt - 1|+ —
2<t+ n|t |+t_1>
—>/ dx— \/x2+2x—|— —z+2n|vVz2+2r+4—z—1|
+ ; )
Va?+2r+4—x—1
Pro z € R.
Pii 2. vété o substituci mame ¢(t) = % O(t) = %, o N z) =
Va2 42z +4 -1z
Déle f(2) = =L a f(p(t))¢(t) = [ $E2L2

Nakonec

1
G(t) =5 <t+21n|t—1|+31>

Intervaly: ¢t € (o, ) = (1,00) a p(a, ) = (—00,0) = (a,b).
Plati, ze ¢'(t) # 0 na («, 8). Vysledny integral pak mame na (a,b) = (—o0, 00).

1
9(x) = >
1+vV—a*+zx+2

Reseni: Piiklad i s feSenim méme z http://is.muni.cz/do/sci/UMS/el/analy
za/pages/specialni-integracni-metody.html

Podminky: —x?4z =2 > 0, tedy « € (—1,2) (integrujeme na otevieném intervalu).
Zéaroven méame 2 ruzné realné koteny, tedy vyraz upravime

1
dox = dx

1 1
/1+¢mdx‘/1+ C-—z)(z+1) 1+(x+1)\/%

Zvolme substituci

‘o 2—x
CVa+41
Pak
2—¢t2
241
. 6t
de = ———dt
T )2
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Mame

—>/ —ot dt—/ —6t dt
2 2 24+1)2 14+2) 2 +3t+1
1+t2+1 )<+) (1+22)(#2 + 3t +1)

4 2
~ VA(— 3+\/—2t) VBB +VE+2t) L+t

2 2
:—Qarctant——lo 2% +3+5|+ —log|—2t—3++5
g |+~ | |

1 2—z 2 2—x
€ _9arctan —— — —log |24/ ——
1+vV—a?+z+2 r+1 /5 z+1
2 2—z
+ —log |2 —
NV ad Il o

x € (—1,2)
(@) = 1
g (- 1Val o +1

Reseni: Piiklad i s feSenim méame z http://is.muni.cz/do/sci/UMS/el/analy
za/pages/specialni-integracni-metody.html

Funkce je spojita na intervalech (—oo, 1), (1, 00), méa na nich tedy primitivni funkci.
Vyraz 2 + = + 1 nema realné koteny. Zvolme substituci

Val+z+l=a+t

Pak
14
2t —1
) (- t+1)
22 —t+1
dp = ———— —“d¢
N G}
Dostavame
1 —2(t2 —t+1) 2
. dt= | ——— 4t
%/(Hz ><1_t2 ) (2t — 1)2 /t2+2t—2
2t—1 2t
V3 V3
-3 -3 c V3 ‘ V3
- n at €Y1 t+1—|—\/§‘+—lo ‘—t—1+\/§‘
/t+1+\/§ i —1+3 3 08 3 08
1 C \/3
— dr = ——10 ‘vx?—i—x—i-l—a;—i—l—i—\/g‘
/(m—l)\/a:Q—i—a:—i—l 3 ®

—i—\flog‘—\/aﬂ—i-x—&—l—x—l—i—\/g‘
(d)
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Reseni: Priklad i s feSenim méame z http://is.muni.cz/do/sci/UMS/el/analy
za/pages/specialni-integracni-metody.html

T+ VrZ—xz+1#0,

coz je splnéno pro vSechna x € (—00,0).

Podminky:

Funkee je tedy spojita na celém (—oo,00), kde mé také primitivni funkei.

2

Vyraz x° — x + 1 nemé realné kofeny. Zvolme substituci

Va?—z+1l=—-x+t

Pak
2 -1

Dostavame

12t —t+1) 2 3 3
at= [ 2 - at
_>/ (2t — 1) /t 2%—1 @t —1)y

3
2(2t — 1)

ngog\\/xz—w—i—l—i—x\
3
—§log]2( ?2—x+1+x)—1]

3
- 22(Va?2 —z+1+2)—1)

3
:2log |t] — §log\2t— 1] —

1
%
/w+\/x2—x+1

x € (—00,00)

4. Ostatni
(a) g(x) !
a xT) = .
g l+vz+Vita
Reseni:
Pouzijeme substituci
t=+vVx+V1+za.
Potom
2 - 1\2 21 42-2242 21 241
T = , der =2- . + dt = s dt
2 o 42 t 242
a mame
—1)(t2+1) 1/(t—1)(t2+1) 1/t3—t2+t—1
) d dt== | — 2 "= [ —— T &
/ v / 1 +t 23 2 3 2 3
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1 11 1 o1 11
N T I 2= e P Y i
2/( i e t3> 2( nft t+2t2>

Ql T x—1Inlv/z x| — ! !
—>/g(x)daj— <\f—|—\/ﬁ In|vz + V1 + z| \/{E+\/m+2\/§+(\/m>2>’

N |

Pro z € (0, 00).
Zkouskové priklady

1
9\x) =
(=) Va2 —3r+3
Regeni: Funkce je spojita na R, mé na ném tedy primitivni funkei.

Vyraz 22 — 3z + 3 nemé realné kofeny. Zvolme substituci

Va2 -3z +3=x+t

Pak
3= 2
243
a
—9¢ —(3—1¢2). 92 — 6t —
v (2t +3) — (3 —t°) 2dt: 2t 6t 6dt
(2t +3)2 (2t + 3)?
Dostavame

_>/ 1 dx_/ 1 —2t% — 6t — 6 _/ —2t? — 6t — 6
V2 =3z +3 ) 24 (2t +3)? ) 2t +3)(#2+3t+3)

2t+3
—2
= =
/ 2% + 3

€ _log |2t + 3|

1
—>/dxg—log‘Q\/an—Sx—FS—Qx—FS‘
2?2 —3x+3
Pii 2. vété o substituci mame ¢(t) = g;—ﬁ; o(t) = %, o Hz)=Va2 -3z +3—-2

Dale f(x) = b a f0(0)@ () = 572

Nakonec
G(t) = —log |2t + 3|
Intervaly: ¢ € (o, 8) = (—%,oo) a p(a, f) = (—o0,00) = (a,b).
Plati, ze ¢'(t) # 0 na («, 8). Vysledny integral pak mame na (a,b) = (—o0, 00).

Kalkulus 1, 2025/26, Kristyna Kuncovéa 9



6.

(a) g(z) =

r—1
T+ 2

Reseni: Defini¢nim oborem funkce je interval (—oco, —2) a (1, +00).

funkei sta¢i uréit na téchto intervalech.

¢ z—1
CVa+2
p_r-l m_1+2t2
42 127

Pouzijeme substituci

odkud méame

a dale
4)(1 — t2) — (1 4+ 2t2) (=2t 6t
( )( ()1 (t2)2 )( ) 1t (1 t2>2 1t

dr =

Odtud vyplyva, ze

x—1 6t 6t
[z o= o = [

Standardnim rozkladem na parcialni zlomky dostaneme

B 3 3 3 3w
_/_2(t+1) oy Tae—n) Tau— 1y

a po integraci
c 3 3 3 3
=——hl|t+1l|l—-———=+-Injt—-1| - —
It = oy Talnlt -5

zbyva dosadit za t:

—>/ dxf fln

3 3
+—1In

B -1 2
2( §—+2+1>

14-2t2

Pfi 2. vété o substituci mame (t) = =55 ¢'(t) = (176%)2, o Nz) =

Dale f(z) = \/% a fle®)¢'(t) =t oy
Nakonec
3 3 3

2+ 1) +§ln]t—1| -
Intervaly: t € (o, ) = (0,1), ¢(0,1) = (1,400) = (a,b) at € (@
¢(1,00) = (—00,-2) = (a, b)

Plati, Ze ¢/(t) # 0 na (a, B) a (&, B).
Vysledny integral pak mame na (—oo, —2) a (1, 00).

G(t) =~ e+ 1]~

20t — 1)
B) =

Primitivni

(1, +00)
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(b) g(x) = Vbx — 6 — 2
Regeni: Funkce je spojita na intervalu (2,3), ma na ném tedy primitivni funkci.
Vyraz 5z — 6 — 22 = —(2%2 — 52 + 6) = —(z — 2)(x — 3) ma redlné koteny 2 a 3.
Nejprve upravime kvadraticky vyraz pod odmocninou:

52 — 6 — 2% = — (2% =5z +6) = —(z — 2)(x — 3)

a prepiSeme ve tvaru vhodném pro substituci:

Vor—6—22=+/—(z—-2)(z—3)=/(B—z)(xz—2) = \/(Bx)2(x_2)

2 (z —2)
3 (3—x)’

¢ = xr—2
V33—’

3t2+2 2t
= = de = —— dt.
1+ T A+

— 1z € (2,3).

PouZijeme substituci

odkud méame

Odtud vyplyva, ze

t2+2 2t
/\/5x—6—x2dx— —3 + )t( dt

S—x 142 1+1¢2)2
/3+3t2 3t? —
B 1+1¢2 (1+t2)

22
- / (1+12)3 dt

Po rozkladu na parcialni zlomky dostavame

2 2
/ (1+12)2 d _/ (1+12)3 dt.

Zintegrujeme pomoci rekurentniho vzorce:

2 t
m dt 1 + + arctan(t),
t

2 (3t2 +5)
S dt €00 1 arctant,
/ (23 gy T

dt

Q

1[e)

tedy

Q

2t2 tt2—-1) 1
m dt m + Z arctant
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. v _ z—2.
Dosadime zpét za t = /5=

/g(x)dﬂfg : ( (3 ) 5 +learctan< H)
4<1+ <§§_‘§>2>

Pri 2. vété o substituci mame

CBtt+2 2t 1 [z—2
@(t)—mj @(t)—ma o (z) = 3o
Dale )
B r —2 i 2t
f(ﬂf) = (3 x) 34’ f(gp(t))(p (t) = (1 +t2)3.
Nakonec
(-1 1
G(t) = m + Zarctant, te(0,00), ze€(23).

ntervaly: ¢ € (a, 8) = (0, 00), ¢(a, f) = (2,3) = (a,b).
Plati, ze ¢'(t) # 0 na (o, 8). Vysledny integral pak méame na (a,b) = (2, 3).
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