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Piiklady

8. cviceni — Parcialni zlomky

://www2.karlin.mff.cuni.cz/“kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Urcete primitivni funkci k danym funkcim:

L (a) f(z) =

T
(x+ 1)(x+2)(z+3)
Reseni:

Budeme hledat rozklad ve tvaru

x A . B N C
(x+1)(z+2)(z+3) z+1 z+2 z+3

Prenasobenim dostaneme vztah

r=Ax+2)(z+3)+Bx+1)(z+3)+C(z+1)(z + 2)

Dosadme nyni postupné za x = —1, —2, —3. Obdrzime tak, Ze
1
—1=24 = A= ~3
—2=—-B — B=2
3
—-3=2C = C= —3

Odtud tedy vyplyva, Ze

-1 1 — 1
(x+1)(z+2)(x+3) 2 z+1 x4+ 2 2 z+3

(z+2)*

c 1 3 1
C hmlz4+1+2mlz+2 - |z +3=-In|——o"
2n]m \ n|x + 2| 2n|a: | 2n(x (137

x € (—00,—-3),(—3,-2),(—2,-1),(—1,00).
J@) = 5

-1
ResSeni:

Plati, Ze 23 — 1 = (x — 1)(2? + 2 + 1), pFi¢em# druhy ¢len jiz neméa realné kofeny.
Rozklad tedy hledame ve tvaru

r A N Bx +C
w—1 x—1 z224z+1

Prfenasobenim jmenovatelem dostaneme vztah

r=A@?+z+1)+ Bz +C)(z—1)

dosazenim x = 1 dostaneme, 7e A = % Zpétnym dosazenim a roznasobenim
dostaneme, Ze
1 1 1
T = §x2+§x+§+3x2—3x+C’x—C,
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odkud vyplyva, ze C = % (absolutni ¢leny) a B = —1 (koeficienty u z%). Rozklad

mé tedy tvar
x 1 1 1 z—-1

x3—1:§x—1_§$2+x—|—1

1 1 1
/ d:pgfln|x71|
3z —1 3
1 -1 1 2 1 1 1
/“’dx:/“dx/dxg
3x24+2x4+1 6x2+zx+1 224+ x+1

1 1 2 1
61n(:1;2 + x4 1) — — arctan T

V3 V3

Plati, ze

Odtud vyplyva:

. ) 1 2 + 1
/mgm_l dxg§1n|x—1|—gln(x2+x+1)+%afctan ffg

x € (—00,1),(1,00).
3
z° +1
(c) {(m) 23 — 52 4 6x
Reseni:
Mohli bychom provést déleni, k nalezeni prvniho kroku rozkladu ale vede snazsi
cesta
341 (2% — 5a? 4 6x) + 522 — 6z +1 522 — 6z + 1

= 14 o P
3 — bx2 + 62 3 — bx? + 6z +£L'3—5£L'2+6£L‘

Nyni uZ mame na pravé strané podil polynomi, kde stupen ¢itatele je mensi nez stu-
pen jmenovatele, a mizeme tedy pouzit standardni algoritmus. Nejprve rozlozime
jmenovatel na korenové ¢initele a poté hledame rozklad ve tvaru

512 — 62 + 1 A B C

—1 1 2L 2
+:1:(:c—2)(93—3) +x+x—2+x—3

Prenasobenim jmenovatelem dostaneme rovnici
522 —6x+ 1= A(x — 2)(z — 3) + Bz(z — 3) + Cx(z — 2)

Postupnym dosazenim x = 0, x = 2 a x = 3 dostaneme, Ze

1=6A = A:é

9=-2B — B:—g

28
45-184+1=3C = Cz;

Odtud vyplyva, ze

P41 A B 1 2
/de:/<1+a:+ + ¢ )dxga:—i—61nx\—gln]a:—2+381n]x—3]

3 — 522 + 61 r—2 -3
TE (—OO, 0)7 (07 2)7 (27 3)1 (37 OO)
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x
d A
(d) f(=) x4+ 522 +4
ResSeni:
Plati, ze
xt (o' 45a?+4)—ba?—4 Sa?4+4 512 + 4
v+ 522 +4 x4+ 5z2 + 4 ot 452 +4 T (224 1)(22 +4)

Obecné bychom méli hledat rozklad ve tvaru

52°+4 A4+ Bx C+ Dz

(x24+1)(224+4) 22+1 * 2+ 4

zde ale postaci hledat jej ve tvaru

522 + 4 A C

(22 +1)(z2+4) 22+1 T

Je to z toho duvodu, Ze ve zlomku neni nikde pfitomno x v prvni mocniné. Mozna
bude lépe vidét, pro¢ to funguje, pokud namisto x? budeme psat t.

st4 A C
(t+1)(t+4) t+1 t+4

Poznamenejme, Ze jde o substituci do vyrazu za tc¢elem hledani rozkladu, nikoliv
substituci do integrélu. Substituce nam bude uZitecna i v tom, Ze za t lze dosazo-
vat zdporné Cisla, coz zjednodusi postup ziskavani koeficientti A, B. Kazdopadné,
prenasobenim jmenovatelem dostaneme vztah

5t+4=A(t+4)+C(t+1)

Dosazenim t = —4 a t = —1 dostaneme, ze'

—-16 = -3C = Cz?

—1=34 = A:—%

Odtud tedy mame, ze
ot + 4 1 1 16 1

G+ 10(+4)  3i+1 3i+4

a tedy
52 +4 1 1 16 1

(2 +1)(22+4) 322+1 T3Pt

1) Poznamenejme, Ze zde hleddme rozklad platny pro viechna ¢ realna. Pokud by nékdo namitl, ze ¢t = 2

a neni tedy mozné dosazovat zéporna ¢isla, pak na tuto namitku odpovézme, Ze pokud najdeme obecné&jsi
rovnost platnou pro vSechna realna ¢isla, pak jisté plati i pro v8echna nezaporné realna ¢isla — které jiz lze
psat ve tvaru druhé mocniny z.

Kalkulus 1, 2025/26, Kristyna Kuncovéa 3



Nyni uz muZeme provést integraci.

z? 1 1 16 1 1 c
L — T N L
/x4+5x2+4 v /< 32513 4(x/2)2+1> o

C 1 4 1 T 1 8 T
=+ garctanx 3 . m arctani =x+ 3 arctanx — 3 arctan§
zeR
22 +1
© f&) = G =T
Regeni:
Rozklad budeme hledat ve tvaru

241 A B C

@t 1)2@-1) @+1f o541 z-1
Prenasobenim jmenovatelem dostaneme vztah
2+ 1=Ax—1)+Bx+1)(z—1)+Cz+ 1)
Dosazenim x = 1 a x = —1 dostaneme, Ze
2=4C = C= %

2=-24 — A=-1

Nyni dosazenim napf. z = 0 dostaneme, Ze

1:—A—B+C:>B:—A+C—1:—(—1)+%—1:%
Odtud mame:
2 +1 -1 1 1 1 1 c
/(x+1)2(m—1) N /<(:1c—|—1)2+2 T+1 2 :c—1> v
o 1 1 1 1 1 )
S | I+ -Injlz—1=—— +-1 1
o1 talr i+ gnfe—1l= "=+ 52—
x € (—o0,—1),(—1,1), (1, 00).
1
(f) f(z)

T 2(l+2)(1tz+2?)
Reseni: Kvadraticky trojélen 22+ z+1 = (z + %)2 + % nema realné koteny. Proto
rozklad na parcidlni zlomky hledame ve tvaru

1 A B Cx+ D

z(1+z)(14+ 2+ 2?) _E—i_l—l—x—i—x?—i—x—i—l

Prfenasobenim jmenovatelem dostaneme vztah

1=A0+2)(1 + 2+ 2% +Bz(1+ 2+ 2°) + (Cz + D)z(x + 1)
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Dosazenim x = 0 dostaneme, ze A = 1. Dosazenim x = —1 dostaneme, ze B = —1.
Po dosazeni a roznasobeni dostaneme

l=(142)1+z+2*) -2 +2z+2%) + (Cz+ D)z(z+1)
l=14+z+22+C23+C2? + da? + d

odkud vyplyva, ze D = —1 a C' = 0. Rozklad mé tvar
1 1 1 1

t(A+2)1+z+22) z 14z 224+z+1

Integraci dostavame

1 1 C
de=Inlz|—In|l+=x —/dx—
/m(l—i—m)(l—kx—i—ﬂ) =] | | (x+1)2 43

C | €T \/Z ¢ r + % | €T 2 ; 2z + 1
=In|——| — 4/ = arctan =In — — arctan ———
1+z 3 \/5 l+z| 3 V3
4
x € (—o0,—1),(—1,0),(0,00).
2
T
(8) f(z)= <932_3x+2>
Reseni:
Nejprve najdeme rozklad jmenovatele. Plati, Ze
2 —3x4+2=(x—1)(z—2)
Hledame tedy rozklad vyrazu
2
(z—1)2( —2)°
Ten je potieba obecné hledat ve tvaru
z? 4 B _C D
(x—1)2(x—-2)2 (z-12 2-1 (x—-2)2 -2

Prfenasobenim jmenovatelem dostaneme vztah
> = Az -2+ Bz —1)(z -2+ C(z —1)? + D(z — 2)(z — 1)2
Dosazenim x = 1 a x = 2 dostaneme, Ze
1= A, 4=C

Zbylé koeficienty B, D ur¢ime dosazenim dvou libovolnych hodnot, tfeba x = 0 a
z = 3. Dostaneme, Ze

0=4A—-4B+C—-2D=4—-4B+4—-2D = —-8=—-4B—-2D

9=A+4+2B+4C+4D=14+2B+164+4D — —-8=2B+4D
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Odtud snadno vyplyvé, ze D = —4 a B = 4. Odtud vyplyva:

/<IEQ—?’)C~’H2>2d$:/<(:U—11)2+xi1+(x_42)2_x:) do <

c 1 4 x—2+4(x—1) z—1
C L i dm|r—1|——— — 4|z -2 = — 41 -
P e B A ey ey 3 T ey i e
or — 6 x—1
—— + 41
x2—3x+2+ nx—Q‘
x € (—00,1),(1,2),(2,00).
1
h =
() f() =
Reseni:

Plati, ze 2 + 1 = (z + 1)(2? — 2+ 1) = (z + 1)((z — 3)? + 2). Druhy kvadraticky
trojclen tedy nema realné koteny, rozklad tedy hleddme ve tvaru

o A n Bxr+C
W+l x+1 22—z+1

Pfenasobenim jmenovatelem dostaneme vztah
l=A@* -z +1)+ (Bx+C)(z+1)

dosazenim z = —1 dostaneme, 7ze A = % Roznésobenim pak dostaneme

1
1:§(m2—x+1)+3x2+3x+0m+0

Wl

odkud ihned vyplyva, ze C = % (porovnéani koeficientt absolutnich ¢lent) a B = —
(porovnani koeficienti u druhé mocniny ). Rozklad méa tedy tvar

1 11 1 a2
B+1 3x+1 322-x+1
Plati, ze
1 1 c1
= de = -1 1
/3x+1 . 3n|x+]
1 -2 1 2zx-—1 1 1 c
/3952_37"‘1 ) /6$2—37+1 ! /2x2—x+1 .
cl 2 1 2z —1
= —In(z* — 2z +1) — —= arctan
o IVER NG
Odkud vyplyva, ze
1 1 1 1 2 —
/:U?)Hdz:g3ln|x+1|—6ln(ag2—x+1)+\/garctan 7

x € (—00,—1), (-1, 00).
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Zkouskové priklady

Priklady i s feSenim méame od doc. Rokyty https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ rok
yta/vyuka.html

log?z +logx + 1
2. () fla)= oy 0

~ z(log’z —logz + 1)

Reseni: Nejprve substituujeme: y = logz, dy = 1dz, (o, 8) = (0,00), (a,b) =

(_00700)7 IOg((O7 OO)) =R. ’
/ v+y+1
y?—y+1

Dostaneme
Zkontrolujeme stupen polynomt a podélime:

2

v +y+1 / 2y / 2y -1 / 1

T2 dy= [ 14 5——dy=y+ [ 5 —dy+ [ 5 dy.
/yQ—y—i-l 4 g1 7Y —y+1 7 v —yt+1Y

Prvni integral:

2y —1 2
2 dy=logly —y+1|+e
/yQ_yJr1 y =logly” —y+1]

Druhy integral:

1 1 41 41
dy—/dy—/dy—/dy
/yQ—erl (y—3)2+3 3( >2+1 3(2y—1>2+1

N[

Dohromady

/ log? z +logz + 1
z(log?z — logz + 1)

2 21 -1
dz £ log z + log(log® x — log z 4+ 1) + — arctan -k

V3 V3

x € (0,00)
e

(b) fl@)= (e +2)2(e* + 1)2
Reseni: Aplikujeme substituci y = e*, dy = e*dz. Intervaly (o, ) = (—o00, 0),
(a,b) = (—1,00), e*((—00,0)) = (0,00) C (a,b).
Dostaneme

3x

y?
/ 2 2 dy
(y+2)*(y +1)
Rozlozime na parcialni zlomky

/ v d—/4+4+1—4d
W+22w+ 127 T ) w+2? yr2 w12 y+1

4 1
——— +4lo + 2] — — —4lo +1
S0 gly + 2| S gly+ 1|

1o

rzeR
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22 +r+1
() flz)= (z 1 3)(a% + 22 1 3)

ResSeni: Rozlozime na parcialni zlomky:

7 1 5
/ ztotl d;vz/ 6 _ 4 6776 gy
(x 4+ 3) (22 + 2z + 3) x+3 2242x+3
7 1 20 + 2 2 1
| 3o — [ ETE g g
glosle+3 12/x2+2x+3 v 3/x2+2x+3 v

Prvni integral:

1Q

1 2z + 2 1 9
—— | ————dx=——1 2x + 3
12/x2+2x+3 T =g log(a” 422 43)
Druhy integral:

2/ 1 q 2/ 1 q
= ————dr=- | —————dx
3) 2242x+3 3) (x+1)2+2

2 1 1 1
:—/(dxg—-\@arctanx—i_

6. (23)2+1 3 /2
Dohromady
:c2+x+1 c 7 1 1 r+1
dz = ~1 ——1 249 — ~.v/2arctan =———
/($+3)($2+2$+3) 7 = g logla+ 3]~ 45 loa(a® +20+43) — 3 v 2arctan =7

S (_007 _3)7 (37 OO)

d) f@) sttt +attar+1

xr) =

(x+1)(2? +z+3)
Reseni: Zkontrolujeme stupné polynomu a podélime
34?441 —2? 42z +4
5 de= [ z—-1+ 3 dx

(x+1)(z2+2+3) (x+1)(x®2+z+3)

Po rozkladu na parcialni zlomky:

1 4 2 4
1 4y 43 z 1 gy 43
= —1 3 3 dr =" -2+ -1 1 3 d
/x teri e T g et glesle s +/(x2+x+3) ¢

Posledni integral:

(z2+z+3) ~  3) 224+2+3 3) (z+3)2+4
ar

2 2v11 20+ 1
= —Zlog(z® + z + 3) + —— arctan
3 logl )+ =3 NG
ZAver:
/x4—|—x3—|—1‘2+x—|—1d c 2 +11 41| 210 ( 2, +3)+2 arct 2z +1
r = ——x+-log|z+1|—= T4 rctan
@+ D@2 +z+3) g T3 3 %% Vi

x € (—o0,—1),(—1,00)
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