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Priiklady
Ur¢ete primitivni funkei k funkei f(x) na v8ech intervalech, kde PF existuje.

1. Smés

(a) f(x) = siny/z
Reseni: Zvolme substituci t = y/z. Intervaly z € (0,00), t € (0,00). Pak t? =z a
2tdt = dz. Potom

/sinﬁdx%/%sint dt

Tento integral vyfesime pomoci per partes, zvolime v = 2t, v/ = sint. Pak v/ = 2,
u = —cost. Mame

/Qtsintdt:—2tcost+2/costdt:—2tcost+2sint+c

Zpétné zasubstituujeme a dostaneme

/sinﬁdx: —2v/z cos /x + 2siny/z + c.

)
b S
b) f@) = Je=13
ReSeni: Substituce ¢ = v/4z — 7. Intervaly z € (%, ), t € (0,00).
Pak (t2 +7)/4 =z a t/2dt = dx. Pak

) 5 t ) t 5 3
—d ———dt = ——dt = 1—-——dt =
/\/433—74-3 $_>/t+32 2) t+3 2/ [+3
)
2(t—3ln|t+3|)+c—>/f(:v)dxg2(\/4x—7—3ln|\/4x—7+3|)+c

1

c) flz) = —=

(© fla) = <=
ReZeni: Pouzijeme substituci t = /T + e?. Intervaly = € R, t € (1,00). Pak
e =12 — 1, tedy = In(¢t?> — 1). Dopocteme dx = t22f1 dt. Odtud méame

1 1 2t 1 c
/\/l—i—exdx_)/tﬂ—ld /t2—1d "

—>/f el 1-V1+e®
1+\/1+6I

1-t¢
14+t
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Reseni: Zvolme substituci t = ¢/z. Intervaly x € (0,00), t € (0,00). Pak t® =z
a 6t°dt = dz. Mame

/lf%dx%

Provedeme déleni mnohoc¢lent a ziskdme

6/ t° dt = 6/t6 A, R 1 dt=6 t t5+t3 t + arctant | +
= - = e arctan c
1+ t2 1+ t2 7 5 3

48
p— - t_
dt—6/1 th =

Vratime substituci:

7/6 5/6 1/2
1_1\9 :6<$ _ 7 +$ —x1/6+arctanx1/6>+c

2. Goniometrické substituce

(a) f(z) = V4 —a?
ReSeni: Zvolme substituci z = 2cost. Pak dz = —2sintdt a 4 — 22 = 4(1 —
cos?t) = 4sin?t. Intervaly budou: ¢ € (0,7), pak = € (—2,2). Navic —2sint # 0
na (0,7) a funkce 2cost, t € (0,7) je na (surjekce). Dostavame

/\/4—952 dx—>/\/4sin2t(—2sint) dt = /—4|sint|sintdt
Protoze jsme na intervalu (0, ), tak |sint| =sint a

/—4|sint|sintdt: —4/sin2tdt.

Posledni integral lze vyfesit per partes nebo piepisem sin?t = M Pak

1-— 2 in(2
—4/sin2tdt:—4/C;’S(“dt:_4<;_smit)>+c

Celkem tedy pro x € (—2,2) mame

/ VI Tds — 4 (arccos(:v/Z) ~ sin(zarccos(x/2))> Lo

2 4

1
(b) flz) = m
ReSeni: Defini¢ni obor funkce f je interval (—1,1), stadi tedy ur¢it primitivni
funkci na tomto intervalu. Provedeme substituci = sint¢. Protoze x € (—1,1), je
t€(—%5,5). Potom
dx = cost dt,

a protoze cost > 0 pro t € (-5, 5), podle druhé véty o substituci mame

1 1 1 ¢
/(1—332)3/2 dx—>/sm t)3/2 cost dt_/cos3t cost dt_/coszt =tan t

a s pfihlédnutim k tomu, ze pro t € (=5, %) je cost = /1 — sin® t, dostaneme

_sint sint /f
cost /1 —sin?t 1-— x2
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(c)

fa) =/ a0
a—x

Reseni: Z podminek na integrand mame z € (—a,a). PouZijeme substituci z =

asint. Intervaly budou t € (-3, §). Navic dz = acostdt.
Potom

/ /a—i—x / /1—|—s1nt tdt—>/ 1+smt ost df —
a—T 1—sint 1—s1n

/ (1+sint) dt € at — acost — f(z dz € qarcsin L — /a2
a

f(x):; a>0

(22 + a2)3/2’

— 72

Reseni: Lze pouzit substituci asinht, ale ukazeme si jiny postup, pouzijeme sub-

dt a s

stituci x = atgt. Intervaly: x € (—00,00), t € (=3, %5). Potom dz = %
ptihlédnutim ke vztahu tgt 4+ 1 = cos2 ; plati
1 1 a
———— dx — dt
/ (22 + a2)3/2 /a3- (tg2t + 1)3/2 cos?t
c 1 x
— cost dt smt—>/ = —=—,
/ Ut a?\/a2 + z2
pficemz posledni vztah plyne z vypoctu
) <92 2
sin“ ¢ sin“t tget tgt
tgzt: 57 = — —>sin2t:g72 :>smt:L.
cos*t 1 —sin“t 1+tgt 1+tg2t

3. Hyperbolické:

(a)

flx)=vVa?+2%2 a>0

Reseni: Pouzijeme substituci z = asinht. Intervaly: z € (—oco,0), t € (—00,0).

Potom dx = acosht dt a plati

/\/a2+x2 dz — /aQCosth at € %(t—kcoshtsinht)

1 1 1
—>/f a 2 argsinh = +2x\/a2+x2c 2a21n <x+ a2+:1:2>+7:1:\/a2+a:2

2

Integral [ cosh? t lze spocitat rozepsanim do S i(e_% + €% +2), pomoci per partes

nebo pomoci vzorce cosh?t = (1 4 cosh(2t))/2.

1.2

f(:r):\/ﬁ,a>0

Regeni: PouZijeme substituci # = asinht¢. Intervaly 2 € R, t € R. Potom

dx = acosht dt a plati
2

2 512
a” sinh” ¢ a
——acosht dt:aQ/sinh2t at € 5

2
x
——dzr —
/\/a2—|—$2 v acosht
1
H/f —args1nh——§x\/a2+1: 2 &
a

DN | =

[t — sinh ¢ cosh ¢]

1
a’n <x + Va2 + x2>+§:p\/ a? + 2
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(c) f(z) = m

Reseni: Provedeme substituci z = v/2cosht. Intervaly: z € (v/2,00), t € (0,00).
Potom dz = v/2sinht dt a plati

2 2 cosh? ¢
/\/% dx — %\@sinht dt:/QCOSth dtg(t+SinhtCOSht)
2 _ sin

1 1
—>/f(x)dwgargcoshj?—i—230\/172—22111 <m—|—\/m2—2> +§.T\/;C2—2

Pro x € (—o0, —v/2), uvazujme substituci © = —/2cosht, t € (0,00). Pak
x2 2 cosh? t C
—dr = | ———— (—V2sinht) dt = —/QCOSth dt = — (¢ + sinh ¢ cosht)
/\/332—2 V2V sinh? ¢
Vyjadiime —% = cosht, tedy t = arg cosh —%.
Navic sinh? t = cosh?t — 1, tedy |sinh#| = v/cosh?¢ — 1.

Tedy

1 1
g —argcosh—i—i—fx\/ 2225 <m + Va2 — 2>+§x\/x2 -2

2
/xdx
Va? 2 V22

(d) f(z)=Va?—a%, a>0
Reseni:
Pouzijeme substituci © = acosht. Pracujeme na intervalech x € (a,00) a t €
(0,00).
Potom dx = asinht dt a plati
2

/\/:L‘2—a2 dx—)/aQSinth dtg%
1 1
—>/f(a:)dxg—2a2argcoshx—1—2:L‘\/:E2—a2.
a

(coshtsinht —t)

Lze také psét
1 1
/\/x2 —a?2dz & —§a21n ’x + Va2 - aQ‘ + 51‘\/:}62 —a?.

Pro interval z € (—o00, —a) uvazujme substituci z = —acosht a t € (0,00). Pak
dostaneme

2
/\/:L'2—CL2 d:z:—>/—a2$inh2t dtg—%(coshtsinht—t)

Vyjadifme —2 = cosht, tedy ¢t = argcosh —2.
Navic sinh? t = cosh?t — 1, tedy |sinh#| = v/cosh?¢ — 1.

Tedy
2
1
/\/ 22— a2 & % argcosh—E T z? — a?
a

Jiny pfistup pro z € (—oo,—a): Lze ukazat, Ze jestlize f je sud4, tak lze najit
primitivni funkci F'(z), ktera bude lich4. (Pozor, obecné jakikoli takova F' lich&
byt nemusi, zalezi na konstanté +C'.) Pak staci vyjadiit F tak, aby byla lich4.
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