6. cviceni — Per Partes + Substituce 2 + Lepeni

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady

Urcete primitivni funkei k funkei f(x) na v8ech otevienych intervalech, kde primitivni funkce
existuje.

1. (a) /arctan:cda:

Reseni:
_1
1422

/1 -arctan x dx = [z arctan x| — /

Per partes: v/ =1, u = x, v = arctanz, v/ =

x
1+ 22

dx

Substituce y = 1 + 2.

x 1 (1. ¢ 1 x c 1 2
- de = —= [ “dy € —Zloglyl = — [ —2— dz € Z10g(1
/1+m2 * 2/y y=—5loelyl /1+x2 v =g log(l+27)

Tedy dohromady

1
f(z)dx € varctanz — B log(1 + z?)

rzeR
Per partes: Pracujeme na intervalu I = R. Funkce ﬁ a 1 jsou spojité na R.

Substituce: Funkce % je definovina na R, na tomto intervalu tedy ma smysl
hledat primitivni funkci.

Pro substituci mame ¢ = 1+22, interval (o, 3) = (—o0, 00). Plati (1+22)((a, 8)) =
[1,00). Navic cp’ = 2z existuje vlastni na celém (a, ).

Funkce f = = ma primitivni funkci na intervalu (a,b) = (0,00). Protoze (1 +
2%)((o, B)) C (a b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro x € («, ).

Zavér: z € R.

(b) /colsxdx

Reseni: Pouzijeme substituci y = sinz. Potom dy = cosz dz a plati

/ 1 d /cosx d / CoS T _>/ cl 14y
€r = €r = = _
cos T cos?x 1 —sin’x 1—9y2 2 log 1—vy

/ C 1 1-+sinzx
— [ flz = — —_—
2 1—sinz
Funkce Colsx = ICSS“ je definovana na (—§ + k7, § + k), k € Z. Na téchto

intervalech tedy ma smysl hledat primitivni funkci. Jeden z nich zafixujeme.
Pro substituci mame ¢ = sinz, interval (o, ) = (=5 + kn, 5 + k7), k € Z. Plati
sin((a, 8)) = (—1,1). Navic ¢’ = cosz existuje vlastni na celém («, 3).
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Funkce f = yQ mé primitivni funkei specialné na intervalu (a,b) = (—1,1).
Protoze sin((«, 8)) C (a, b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro z € (a, ). ProtoZe takhle muzeme zafixovat interval pro kazdé k,
dostavame celkem = € (=5 + k7, § + kn), k € Z.

(c) / cotg x dx

ReSeni: Pouzijeme substituci y = sinz. Potom dy = cosz dz a plati

d
/cotgxdx:/c?sxdzn—)/yglog\y[%/f(x)dxglog\sin:d
sinz y

Funkce cot z je definovana na (0 + km, 7 + km), k € Z. Na téchto intervalech tedy
mé smysl hledat primitivni funkci. Jeden z nich zafixujeme.

Pro substituci mame ¢ = sinz, interval (o, ) = (0 + km, 7 + kn), k € Z. Plati
sin((a, 8)) = (0,1] (nebo [—1,0)). Navic ¢’ = cos z existuje vlastni na celéem («, 3).

Funkce f = 1 m4 primitivni funkci na intervalu (a,b) = (0,00) (nebo (—o0,0)).
Protoze sin((a, 8)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro z € («, ). Protoze takhle muZeme zafixovat interval pro kazdé k,
dostavame celkem x € (0 + km, 7+ k7), k € Z.

1+=z
d 1 d
()/wogl_x x
Reseni: Per partes: u’:x,u:l’;,v log 112, v/ = 1_21,2-
1+ 1o 14e z? 1, 14z /x2—1+1
1 dx = -2°1 - dx = Sx”1 - dz =
/x°g1 R R s /1—9;2 S R s 12
1, 14+ 1 cl 14+ 1 1+z
= 2?1 - 1 Rt i M
2" 8T, /< +1—$2> SR R i R
z € (—1,1)
(e) mdx

Jsinx — cosx

Reseni: Pouzijeme substituci y = sinx — cosz. Potom dy = cosx + sinx a plati

/ sinxz + cosx /dy c 3 2/3
¥/sinz — cos a: VERDY

3
—>/f Y/(sinz — cos )2 25\3/1—5111230

Funkce % je definovéna na (7 + k, %” +km), k € Z. Na téchto intervalech
tedy ma smysl hledat primitivni funkci. Jeden z nich zafixujeme.

Pro substituci mame ¢ = sinz — cosz, interval (o, ) = (§ + km, 5 1 kr), k € Z.
Plati (sin — cos)((a, 8)) = (0,v/2) pro sudé k a Plati (sin — cos)((a, 8)) = (—v/2,0)
pro licha k. Navic ¢’ = cosz + sinz existuje vlastni na celém (a, 5).

Funkce f = 3%@ ma primitivni funkei na intervalech (a,b) = (0,00) (ten vezmeme

pro sudé k) nebo na (a,b) = (—o0,0) (ten pro lich4 k). Protoze sin((«, 3)) C (a,b),
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tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral je pro x € («, ).
Protoze takhle miiZzeme zafixovat interval pro kazdé k, dostavame celkem (7§ +
km, 2T + kr), k € Z.

(Nem’ potfeba najit presné interval (0, v/2), dillezité je jen ovéfit vztah sin((a, §))

28
() /
Ro

N

.

ni: Pouzueme substituci y = v/z. Potom 3% = z, dy = 2\f dx a plati

dy € 2 arcsin Y

/mdw/ﬂlﬁjfﬂ/ﬁ
—>/f(ac)dx22arcsin\/§

Primitivni funkci budeme hledat na intervalu (0,1), protoze tam je definovana

funkece ———.
z(1—x)
Polozme ¢ = \/z a (o, 8) = . Pak /((0,1)) . Navic ¢’ = f existuje
vlastni na celém («, ).
Funkce f = (—1,1). Protoze v/((a, B)) C

(a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral je pro z €

(0,1).
(g) /xQe_Zm dx

Reseni:
Prvni per partes: v/ = e 2%, u = —%6_296, v=a? v = 2.

2 _—2x 1 2 _—2x —2x

ate " dr = —ote + [ ze " dx =
Druhé per partes: v/ = e 2", u=—3e 2, v=u1,v =1.
1 1 1 1 1 1
_ _§x2e—2a: + [_2%—2:5} + 2/6—% dr c _51,26—23: . §$e—2m . 4/6—29[:

zeR

3
(h) / 8Tz
Sinxr

Reseni: Pouzijeme substituci y = sinz. Pak plati

cos® cos?x cosx (1 —sin? )
- dr= | ———dr= | ——— coszdx
sinz sinz sinx

1—y? 1 2 o
—>/ Y dy:/dy_/ydygl()g|y_y2ﬁ/f(l’)dxglog\singﬂ_sngx
Yy

C()s’j (1 51n2 ZC) cosx

e o je definovana na (0 + km, 7 + km), k € Z. Na téchto
intervalech tedy mé smysl hledat primitivni funkci. Jeden z nich zafixujeme.

Funkece
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Pro substituci mame ¢ = sinz, interval (o, 8) = (0 4+ km, 7 + k), k € Z. Plati
sin((a, 8)) = (0, 1] (nebo [—1,0)). Navic ¢’ = cos z existuje vlastni na celéem («, 3).
Funkce f = =4 ma primitivni funkci na intervalu (a,b) = (0,00) (nebo —o0,0)).
Protoze sin((«, 8)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro z € («, ). Protoze takhle muZzeme zafixovat interval pro kazdé k,
dostavame celkem x € (0 + km, 7+ k7), k € Z.

1
——dx
/ zvax?+1
Reseni: Pouzijeme substituci y = v/22 + 1. Potom dy =
a plati

\/xgﬁdmagf—l::ﬁ

/ Ly L2 4 —>/ L 4 / LRI ’Hy‘
—_— Ar = R i 4 1 —_— = — —_— = —— 10 —_—
Va4 1 x? /22 41 y? -1 Y 1—y? 4 9 % 1—y

%/f(x)dxc—llo 1+va?+1
2 PV r

Primitivni funkci budeme hledat na intervalech (0,00) a (—o0,0), protoze tam je

definovana funkce ————.
zy/ (1+22)

Polozme ¢ = V22 +1 a (o, ) = (0 00) (nebo (—00,0)). Pak ¢((a, ) = (1,00)

(v obou pf"ipadech). Navic ¢’ = m existuje vlastni na celém («, ).

Funkce f = yQ mé primitivni funkeci specialné na intervalu (1,00). Protoze

o((a, 8)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro z € (0,00) i pro x € (—o0,0).

() /x arctan x dz

R o ie . ! __ _ 2 o /] _ 1
Reseni: Per partes: v' =z, u= %, v =arctanx, v = Tia7
1 1 1 1 f22+1-1
xarctan x dz = —x2 arctan x—— / dx = —z%arctan x— - / — dr =
2 14z 2 2 1+xz

1, 1 ol 1
= —g“arctanx — — = _z?arctanx — —x + — arctan
2 2 1 + $2 2 2 2
z €R
(k) /log(x +V1+22)de
Reseni: Per partes: v/ =1, u =z, v = log(z + V1 + 22), v/ = —-

V142’

/l-log(x—i— 1+:B2)dx:[xlog(ac+ 1+x2)}—/%da¢€

xlog<x+\/1+x2>—\/1—|—x2

Posledni integral lze poéitat napf¥. substituci y = 1 + 22
zeR
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(1) /sin(logw) dz

ReSeni: Pouzijeme integraci per partes, polozme v = 1, u = sin(logz). Potom
v=u1au = cos(logz)- 1. Dostaneme, ze

/1 -sin(log x) = xsin(log x) — /cos(log x)dx =
Nyni pouZijeme jesté jednou per partes na v’ = 1 a u = cos(log ) a dostaneme
/ 1-sin(log z) = z sin(log m)—/ cos(log x) dx = x sin(log z)—x cos(log m)—/ sin(log x)
Prfevedenim integralu napravo na levou stranu dostaneme, Ze

2 / 1 -sin(log ) < xsin(log x) — z cos(log x)

/sin(log x) < %az(sin(log x) — cos(log x))
x € (0,00)
(m) /a;" logxdx, n # —1

Reseni:

Polozme v/ = 2", v = logz. Potom u = 2" /n+1av = % Integrace per partes

dava
mn-{—l ok c xn+1 xn-l—l
"] dr = 1 — dr = 1 -
/a: ogxdr n+1og:c /n+1 x n+1ogm 1)

x € (0,00)

(n) /e” sin bz dx
Regeni:
Prob=0je [e™sin(0z) dz = [0 dz .
Nyni predpokladejme, Ze a # 0, b # 0. Pouzijeme nadvakrét integraci per partes,
exponencielu budeme derivovat a goniometrickou funkci integrovat. Plati

1
/eax sinbr dx = —geaz cos bx + % /e‘” cosbx dx =

1 ax a gr . a? ar -
_56 cosbx+b—26 smbaﬁ—b—2 e sinbx dwx.

Odtud vyplyva, ze

2
1
(1 + a) /e‘”” sin b dz £ —ge‘” cos bx + l%eax sin bx

b2

/e” sinbz dz £ —Leaz C08 b+ ——— % sin by = e (asinbx — bcos bx)
a? 4+ b? a? + b? a? + b2

Lehko se ovéri, ze vysledek plati i pro a = 0, pokud b # 0.

rzeR
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2. (a) f(z) = |z]

ReSeni: Funkce f(x) je spojita na celém R, mé tam tedy primitivni funkci.

f(z) = {—a:, x € (—00,0),

Rozepiseme

z, x€(0,00).

Zintegrujeme

x2

-5 4+, x€(—00,0),
F(x) = $22 ! ( )

% +c,  we€(0,00).

Najdeme konstanty c; a cg tak, aby F' byla spojita funkce. Tedy

2

. . T
lim F(z)= lim ——+4c¢ =¢
r—0— r—0— 2
se musi rovnat
22
lim F(z) = lim — 4 ¢y = co
x—0+ z—0+ 2
Dostavame
C1 = Co.
ZAvor:

—%2+01, x € (—00,0),
F(z)={ c, =0,
%—l—cl, z € (0,00).

(b) f(x) = max{l,a?}

ReSeni: Funkce f(x) je spojita na celém R, mé tam tedy primitivni funkci.

Rozepiseme
x2’ S (_007 _1)7
flz)=41, wze(-1,1),
2%, z € (1,00).
Zintegrujeme

%3+cl, x € (—o0,—1),
Flx)=<z+cy, x€(-1,1),
%j+63, x € (1,00).

Najdeme konstanty ci, co a cg tak, aby F' byla spojita funkce. Tedy

. . 23 1
lim F(z)= lim E—f—clz—g—i-cl

T——1— T——1—

se musi rovnat
lim F(z)= lim xz+c=—-14c

z——14 r——14

Dostavame 5
c1 = —— +ca.
1 3 2
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Dale
3

. . X
Jm Flz) = = te =54

se musi rovnat
lim F(z) = lim 2+ ca=1+c

r—1— r—1—
Dostavame
c3 = - tCo.
373 2
ZAver: .
(% - % +co, x€(—00,—1),
—1+ co, r=—1,
F(z) =<z + co, x e (—1,1),
14 co, =1,
24240, ze(lm)

(c) f(z) = Vab

Reseni: Funkce f(z) je spojita na celém R, ma tam tedy primitivni funkci.

—.'I}3 T —o0
f<x)={3’ =)

z®, € (0,00).

Rozepiseme

Zintegrujeme

1‘4
—=4c, x€(—00,0),
F(l’) — ;,;44 1 ( )
T +ce, xc(0,00).

Najdeme konstanty c¢; a co tak, aby F' byla spojita funkce. Tedy

4

. . T
xl—l>%l+ F(%) N x1—1>%1+ Z te=o
se musi rovnat
. . zt
AP = By ez
Dostavame
C1 = Co.
ZAavér: .
% 4c1, x€(—00,0),
F(l‘) =45€C,T = Oa
%4—62, x € (0,00).
(d) f(z)=e "

Reseni: Funkce f(x) je spojita na celém R, ma tam tedy primitivni funkci.

Rozepiseme
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Zintegrujeme
e* + c1, x € (—00,0),
Flz)=49 _,
—e 4y, x€(0,00),

Najdeme konstanty c¢; a co tak, aby F' byla spojita funkce. Tedy

lim F(z)= lim e"+c1=1+0¢1

r—0— z—0—

se musi rovnat
lim F(z)= lim —e “+ca=—-14c

z—0+ z—0+
Dostavame
2+ ¢ = co.
ZAver:
e’ + cq, x € (—00,0),
F(z)={1+¢, xz =0,

—e " +2+c, x€(0,00).
(e) f(z) = [sinz|

Reseni: Funkce f(x) je spojita na celém R, ma tam tedy primitivni funkci.
Rozepiseme
_ Jsinz, x € (04 2km, 7 + 2kn),
fa) = —sinz, € (7 + 2km, 2w + 2k7).

Zintegrujeme

F —cosz + Ag, =€ (04 2km, 7+ 2km),
xr) =
cosz + By, x € (m + 2km, 2w + 2k).

Najdeme konstanty Ay a By tak, aby F' byla spojita funkce. Tedy

lim F(x) = lim  —cosx+ Ay = —1+ Aj.
x—(0+2km)+ x—(0+2km)+
se musi rovnat
lim  F(x) = lim  cosz+ By =1+ Bg_1.
z— (0+2km)— z—(04+2km)—
Dostavame
-1+ A, =1+ Bj_;.
Analogicky
lim  F(z) = lim  cosx + By = —1+ By.
x— (m+2km)+ z— (7 +2km)+
se musi rovnat
lim F(z)= lim —cosx+ A =1+ Ay.
r—(m+2k7)— z—(m+2km)—
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Dostavame
1+ A, =—-1+ Byg.

Dohromady
By_1+2=A;
B =2+ Ay
By =4+ Br1
Tedy
By = By + 4k
Ak =By + 4k — 2
Zaver:
By + 4k — 3, x =0+ 2km,
F2) —cosx + By +4k —2, xz € (0+ 2knm,m+ 2km),
€Tr) =
4k — 1+ By, =+ 2km,
cosz + 4k + By, x € (7 + 2km, 27 + 2km).

f(x) = |sinz + cos z|
Reseni: Funkce f(x) je spojita na celém R, mé tam tedy primitivni funkci.

Rozepiseme

f(z) sin x + cos x, S (—§+2k7r,?ﬂf+2k7r),
€Tr) =
—sinz —cosz, € (3 + 2km, X + 2km).

Zintegrujeme

F( —cosx +sinx + Ay, xe(—§+2k7r,3jf+2k7r),
xTr) =
cosx — sinx + By, z € (3 + 2km, T + 2km).

Najdeme konstanty A a By tak, aby F' byla spojita funkce. Tedy

lim F(x) = lim cosx —sinx + Bg_1 = V2 + Bj_1
(=G +2km)— x> (=G +2kT)—
a
lim F(x) = lim —cosx +sinz + Ay = —V2 + Ay
x> (=G +2km)+ x— (=G +2km)+
Dostavame
V24 By1 = —V2+ 4
Dale
1lim F(z)=  lim —cosz +sinz + Ay = V2 4 Ay
x—)(%+2kﬂ')— x—)(%-ﬁ-Qk‘ﬂ')—
a
1im F(z)=  lim cosx —sinz + B, = —V2 + By,
x%(%ﬁ»?kﬂ')#» x%(%+2k7r)+
Dostavame

\/§+Ak=—\/§+Bk

Kalkulus 1, 2025/26, Kristyna Kuncovéa



Dohromady
2V2+ By = Ay

2V2 + Ay, = By,
4v2 + By_1 = By,

Zaver:
—3v2 + k4v/2 + By, = —7 + 2km,
Fa) —cosz +sinz — 2v2 + kdv2 + By, x € (=5 + 2km, 3T + 2k7),
xr) =
—V/2 + k4+/2 + By, T = %T“—{—Qk‘w,
cosx — sinz + k4v/2 + By, z € (3 + 2km, T + 2kT).

(g) f(x) =+1—sin2x
ReSeni: Funkce f(x) je spojita na celém R, mé tam tedy primitivni funkci.

Rozepiseme

V1 —sin2z = Vcos?z + sin?z — 2sinz cosz = (cosx —sinz)? = |cosx —sinx

Tedy

: 3 m
cos —sinx, x € (=2 + 2km, T + 2km),
o) = { I

—cosz +sinz, € (5 + 2km, 2 + 2kr).

Zintegrujeme

Flz) = {sinx+cos:r:+Ak, T € (—%TW—FQ/WT,%—{—Q]&‘TF),

—sinz —cosz + By, € (] + 2k, %r + 2km).

Najdeme konstanty Ay a By tak, aby F' byla spojita funkce. Tedy

lim F(x) = lim —sinz —cosz + By_1 = V2+ Bj_4
ac—)(—g’f+2k7r)— x—)(—%’—i—Qkﬂ)—
a
lim F(x) = lim sinz 4 cosx + Ay, = —V2 + Ay,
(3T okm)+ z—(— 2 4 2km)+
Dostavame
V24 Byy = —V2+ 4
Dale
lim F(z)= lim  sinz +cosz + Ay = V2 + Ay
r— (7 +2km)— r— (7 +2km)—
a
lim F(z) = lim —sinx — cosz + By, = —V/2 + By,
r— (G +2km)+ r— (G +2km)+
Dostavame

V24 A, = —V2+ By
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Dohromady
2V2+ By = Ay

2V2 + Ay, = By,
4v2 + By_1 = By,

Zaver:
—3v2 4 k4v/2 + By, x = —3T 4 2km,
Fla) sinz 4+ cosz — 2v/2 + k4v/2 + By, xe(—%{+2kw,%+2k7r),
€Tr) =
—V/2 + k4v/2 + By, x =%+ 2k,
—sinx — cosz + k4v/2 + By, x € (% 4 2km, °F + 2km).
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