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Priklady

5. cviceni — Per Partes + Substituce
//www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Urcete primitivni funkei k funkei f(x) na vSech otevienych intervalech, kde primitivni funkce

existuje.

1. Substituce

(a)

/ sin® z cos z dzr.

ReSeni: Pouzijeme substituci y = sinz. Pak dy = cosz dz a plati

6

6
/Sin5f‘005$dx—>/y5dygy6—>/f( )dz € SH;”C

Funkce sin®

xcosz je definovana na R, na tomto intervalu tedy ma smysl hledat
primitivni funkei.

Pro substituci mame ¢ = sinz, interval (o, 8) = (—00,00). Plati sin((«, 5)) =
[—1,1]. Navic ¢/ = cosz existuje vlastni na celém (a, ).

Funkce f = y° ma primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—o00,00). ProtoZe
sin((a, 8)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral

je pro x € («, B).

Zaver: ¢ € R.

/—2xe_x2 dx

Reseni: Pouzijeme substituci y = —22. Potom dy = —2z dz a plati
/—23:6_952 dx — /ey dy Cev /f(ﬂs) dz € e*°

Funkce —2ze~*" je definovina na R, na tomto intervalu tedy méa smysl hledat

primitivni funkei.

Pro substituci mame ¢ = —22, interval (a, 3) = (—o00,0). Plati —z%((c, 8)) =
(—00,0]. Navic ¢’ = —2z existuje vlastni na celém (a, 3).
Funkce f = €Y méa primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—o00,00). Protoze

o((a, B)) € (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro x € (o, B).
Zavér: r € R

ReSeni: Pouzijeme substituci y = 1 + z2. Potom dy = 2z dz a plati

X dyc 1% 1
/(1+w2)2d$%2/y /f - 21+m2

Funkce (H#)? je definovana na R, na tomto intervalu tedy mé smysl hledat prim-
itivni funkci.
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Pro substituci méame ¢ = 1 + 22, interval (o, 8) = (—00,00). Plati ¢((a, B)) =
[1,00). Navic ¢/ = 2z existuje vlastni na celém (a, 3).

Funkce f = y—12 mé primitivn{ funkci na intervalu (a, b) = (0, 00). Protoze ¢((a, 8)) C
(a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral je pro
x € (o, B).

Pozn.: Funkce f = - ma primitivni funkci i na intervalu (—oco,0). K vypoctu
integralu ale tento interval nepotfebujeme.

Zaveér: x € R

1
(d) / dz
(arcsinz)?v/1 — 22
1

Reseni: Pouzijeme substituci y = arcsinz, potom dy = T dx a plati

1 d 1 1
/ dx%/:gg—%/f(x)dxg—
(arcsinx)?v/1 — 22 Y Y arcsin x

%21\/7712 je definovana na (—1,0) a (0, 1), na téchto intervalech tedy

(arcsin )
mé smysl hledat primitivni funkci.

Funkece

e Pro substituci mame ¢ = arcsinz, interval (o, 8) = (0,1). Plati ¢((«a, 8)) =

(0, %). Navic ¢’ = leQ existuje vlastni na celém («, f3).
Funkce f = yi mé primitivni funkci na intervalu (a,b) = (0,00). Protoze

o((a, 8)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro x € («, B3).

e Pro substituci mame ¢ = arcsin z, interval (o, 5) = (—1,0). Plati ¢((a, 8)) =
(—=%5,0). Navic ¢' = 1+1$2 existuje vlastni na celém («, 3).
Funkce f = # mé primitivni funkei na intervalu (a,b) = (—o0,0). Protoze

o((a, B)) € (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro x € (a, 3).
Zavér: z € (—1,0),(0,1)

2. Per partes
(a) /xcosxdx
ReSeni: Per partes: v/ = cosz, u =sinz, v =z, v’ = 1.
. . C .
zcoszdr = [xsinz] — [ sinzdr = zsinx + cosz

Pracujeme na intervalu I = R, funkce cosx a 1 jsou na I spojité.
Zavér: x € R

(b) / ve " da

Reseni: Per partes: v = e~

/ﬂce_m de = [—ze "] - /e_m dz € —ze ™ —e®

Pracujeme na intervalu I = R, funkce e a 1 jsou na I spojité.
Zavér: x € R

Tu=—eT v=o0v =1.
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(c) e*sinzdr
Regeni:
Pouzijeme nadvakrat integraci per partes, exponencielu budeme derivovat a gonio-
metrickou funkci integrovat. Plati

/e””sinm dz = —e””cos:c—k/e‘rcosa: dz = —€®cosz +e“sinz — /e"”sinx dz.
Odtud vyplyva, ze
T . C T T .
2 | €*sinz dz = —e®cosz + e*sinx

tedy
T c 1 x T
e’sinx dxzi(—e cosx + e“sinx)

Pracujeme na intervalu I = R, funkce e®, sinz a cosx jsou na I spojité.
Zavér: r € R

3. Smés

633
d
(2) /24—61’ v

Reseni: Pouzijeme substituci y = e®. Potom dy = e® dzx a plati

e’ dy ¢ el .
/2+ezdx—>/2+y—log\2—|—y|—>/f(x)dx—log(2+e)

Funkce 25;% dz je definovéana na R, na tomto intervalu tedy mé smysl hledat prim-
itivn{ funkci.

Pro substituci mame ¢ = e*, interval («, 5) = (—o0, ). Plati ¢((a, 8)) = (0, 00).
Navic ¢’ = e” existuje vlastni na celém (a, 3).

Funkce f = ﬁ mé primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—2,00). Protoze
o((a, B)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro x € (o, B).

Zaver: ¢ € R.

(b) /log:zdx
Reseni:
Polozme v’ =1, v = logz. Potom u = [1dz =z a v/ = (logz)’ = 1 a pouzitim
vztahu pro integraci per partes dostavame

1
/logxdx: [mlogm]—/x-dmgxloga:—x
x

Pracujeme na intervalu I = (0, 00), funkce % a 1 jsou na I spojité.

Zaver: z € (0,00)
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(c) / 1smldx

2
Reseni: Pouzijeme substituci y = l. Potom dy = — - dx a plati

1
/smda:—> /smydy—cosy—>/f da:—cos—
x

Funkce 2 sin L = je definovdna na (—00,0) a (0,00), na téchto intervalech tedy ma
smysl hledat prlmltlvnl funkci.
e Pro substituci mame ¢ = 1, interval (o, ) = (—00,0). Plati ¢((c, 8)) =
(—00,0). Navic ¢’ = —m% existuje vlastni na celém (a, ).
Funkce f = siny méa primitivni funkei na intervalu (a,b) = (—o0,00). Protoze
o((a,8)) C (a,b), tak byly ovéFeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro x € (a, ).
e Pro substituci mame ¢ = 1, interval (a, 8) = (0, 00). Plati ¢((a, 8)) = (0, 00).
Navic ¢’ = —x% existuje vlastni na celém («, 3).
Funkce f = siny méa primitivni funkci na intervalu (a, b) = (—o00, 00). Protoze
o((a, 8)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro x € («, ).

Zavér: x € (—o0,0),(0,00).

1
d d
(d) / x log z log(log z) “
Reseni: Pouzijeme substituci y = log(logz). Potom dy =

dx a plati

xlogx

/ 1 d /;dy € log|y| — /f(x) dz < log(|log(log 7))

xlog z log(log z) v

Funkce Wg;(logx) je definovana na (1,e) a (e, 00), na téchto intervalech tedy ma

smysl hledat primitivni funkci.

e Pro substituci mame ¢ = log(log z), interval («, 8) = (1,e). Plati o((a, 8)) =
(—00,0). Navic ¢’ = xlggac existuje vlastni na celém (a, f3).
Funkce f = 1 ma primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—o0,0). Protoze
o((a, B)) C (qa,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro x € (v, B3).

e Pro substituci mame ¢ = log(log x), interval (a, 8) = (e, 00). Plati o((a, 8)) =
(0,00). Navic <p’ = xl&g:g existuje vlastni na celém («, 3).

Funkce f = + ma primitivni funkci na intervalu (a,b) = (0,00). Protoze
o((a, 8)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro x € (a, ).

Zavér: x € (1,e), (e, 00).

(e) /arcsinxdx
Reseni:

Per partes: v/ =1, u =z, v = arcsinz, v/ =
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Substituce y = 1 — 22, dy = —2xz dx.

[ et
Tedy

/f(x) dz € zarcsinz + 1 — 22

Per partes: Pracujeme na intervalu I = (—1, 1), funkce \/11_7 a 1 jsou na I spojité.

Substituce: Funkce ﬁ je definovana na (—1,1), na tomto intervalu tedy ma
smysl hledat primitivni funkci.

Pro substituci mame ¢ = 1 — 22, interval (a, ) = (—1,1). Plati ¢((a, 3)) = (0, 1].
Navic ¢/ = —2z existuje vlastni na celém («, 3).

Funkce f = % mé primitivni funkci na intervalu (a, b) = (0, 00). Protoze ¢((a, 8)) C
(a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral je pro
x € (o, B).

Zavér: x € (—1,1)

(f) /3_952332@

Reseni: PouZijeme substituci y = 3 — 222. Potom dy = —4x dz a plati

d 1 1
/g_xhpzdl’—F4 yyg—4log|y!—>/f(x)dx§—4log|3—2x2\

Funkce 5=5— je definovéna na <—oo, —\/g), (—\/g, \/g) a <\/§, oo), na téchto

intervalech tedy mé smysl hledat primitivni funkei.

e Pro substituci mame ¢ = 3 — 222 interval (o, 3) = (—oo,— %) Plati
¢ (o, B)) = (—00,0). Navic ¢ = —4x existuje vlastni na celém (v, §).
Funkce f = 1 ma primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—o0,0). Protoze
¢ ((a,8)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro z € (o, ).

e Pro substituci mame ¢ = 3 — 222, interval ( ( \/; \/>) Plati
¢ ((a, 8)) = (0,3]. Navic ¢’ = —4x existuje Vlastm na celém («, 8
Funkce f = 1 ma primitivni funkei na intervalu (a,b) = ((), oo) Protoze

v ((a,8)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro x € (a, ).

e Pro substituci mame ¢ = 3—222, interval (a, 8) = <\/; ) Plati ¢ ((o, 8)) =
(—00,0). Navic ¢’ = —4z existuje vlastni na celém (a, 3).
Funkce f = 1 ma primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—o0,0). Protoze
e((a,8)) C (ya b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro x € (v, B3).

ziver: € (00, —\/3) . (~/3.1/3) . (/3 )
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(g) / 2% sin 2z dz

Reseni:

Prvni per partes: «' = sin2z, u = —% cos2x, v =2

1
/x2 sin 2z dx = [2m2 COSQTL‘:| +/mcos2x =

1
2

2 , v = 2.

Druhé per partes: u' = cos2x, u = 5sin2z, v =z, v' = 1.

1 1 1 1 1 1
= —5502 cos 2x + [21’ sin 2:/6] 3 /sin 2x dx ¢ —5332 cos2x + im sin 2z + ZCOS 2x

Pracujeme na intervalu I = R, funkce sin 2z, 2z, cos 2z a 1 jsou na I spojité.
Zavér: x € R
(h) /e‘” cos bx dx
Reseni:
Proa=b=0je [e"cos(0z) dz = [1 dz € 2.

Nyni predpokladejme, Zze a # 0, b # 0. Pouzijeme nadvakrét integraci per partes,
exponencielu budeme derivovat a goniometrickou funkci integrovat. Plati

1
/ e* cosbzr dr = ge‘” sin bx — % / e sin bx dx

. a a?
= —e®sinbx + ﬁea‘r cos bx — 5] /e‘m cos bz dz.
Odtud vyplyva, ze

a? 1
<1+ b2> /GWCOSbl‘ dffg be smb$+b—26 COSbl‘/e'mcosbm dx

b
< m@‘” sin bx + %—Hﬂem cos bx
eCLZE
=2y (bsin bz + a cos bx)
a

Lehko se ovéri, ze vysledek plati i pro b = 0, pokud a # 0, a také pro a = 0, pokud
b # 0.
Pracujeme na intervalu I = R, funkce e**, sin(bz) a cos(bz) jsou na I spojiteé.
Zavér: ¢ € R

1
/.24(1513
sin® z{/cotg =

ResSeni:

Pouzijeme substituci y = cotg x. Potom dy = — dx a plati

IHI

1 dy ¢ 434
/de%_/ Yz M | fa \/m
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Funkce —— \/‘W je definovana na (04 km, § + k7) na téchto intervalech tedy ma

smysl hledat primitivni funkci.

Pro substituci mame ¢ = cot z, interval (o, 3) = (0+kn, 5 + km) Plati o((c, 8)) =
(0, 00). Nav1c ¢ =— 1 — existuje vlastni na celém (o, 3).

Funkce f = (‘/? ma prlmltlvm funkci na intervalu (a, b) = (0,00). Protoze p((«, 5)) C

(a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral je pro
z € (a, f).
Zaver: x € (0+knm, 5 + k)

§) / cos(log x) dx

Reseni: PouZijeme integraci per partes, polozme v' = 1, u = cos(log z). Potom
v==xau = —sin(logz) - % Dostaneme, ze

/ 1-cos(logz) = x cos(logz) + /Sin(log x)dr =
Nyni pouZijeme je$té jednou per partes na v’ = 1 a u = sin(log ) a dostaneme
/ 1-cos(log x) = x cos(log a:)—i—/ sin(log z) dz = x cos(log x )+ sin(log x)—/ cos(log )
Prevedenim integralu napravo na levou stranu dostaneme, Ze

2 / 1 - cos(log x) g x cos(log x) + z sin(log )

/ cos(log ) &

Pracujeme na intervalu I = (0,00), funkce —sin(logz) 2, cos(logz)L a 1 jsou na I
spojité.
Zaver: z € (0,00)

z(cos(log ) + sin(log x))

N | =

/xda:
N

ReSeni: Pouzijeme substituci y = 1 — 22, pak dy = —2xdz. Dostaneme

—2x

[t i e
%/f(x)dx:—m

Funkce \/1f7 je definovana na (—1,1), na tomto intervalu tedy mé smysl hledat

primitivn{ funkei.
Pro substituci mame ¢ = 1 — 22, interval (a, ) = (—1,1). Plati ¢((c, 3)) = (0,1].
Navic ¢’ = —23: existuje vlastni na celém (a, ).

Funkce f = f mé primitivn{ funkci na intervalu (a, b) = (0, 00). Protoze ¢((a, 8)) C
(a,b), tak byly ovéfeny podminky v&ty o substituci a vysledny integral je pro
z € (a,B).

Zaver: z € (—1,1).
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O

/ sin z log(tg x) dx

ReSeni: Per partes: v/ = sinz, v = —cosz, v = log(tgz), v/ = tg%cosgx =
1
sinzcosx”
. 1 sin x
sinz log(tgx) dr = —coszlog(tgz)+ [ —— dr = —coszlog(tgz)+ [ ————dx
sinx 1 —cos*zx
Na posledni integral pouZijeme substituci y = cosz, dy = —sin da:
1 1 1+y
| Qu=—-Z1og|—Z
/1—?/2 T Og‘l—y‘

tedy celkem
1 1
g cos x log(tg z) — 5 log ‘+COSQE

1 —cosx

1
tanx cos?x

Per partes: Pracujeme na intervalech Iy = (0+km, §+km), funkce sinx a
jsou na I spojité.

Pivodni funkce sinxlog(tgx) je definovana na I, = (0 + km, § + k7) na téchto
intervalech tedy méa smysl hledat primitivni funkci.

Pro substituci mame ¢ = cosz, interval (a, ) = (0+km, T +kn). Plati o((o, ) =
(0,1). Navic gp’ = —sinx existuje vlastni na celém (a, 5).

Funkce f = yQ mé primitivni funkei na intervalu (a,b) = (—1,1). Protoze
o((a, 8)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro x € (o, B).

Zaveér: x € (0 + km, 5 + k)

/arctan:cd
———dz
14 22

Reseni: PouZijeme substituci y = arctan x, potom dy = 1+ —— dx a plati
arctan x C arctan? z
dxr — dy = =— —> )dx =
/ a2 / ydy < / fl —

Funkce % dx je definovana na R, na tomto intervalu tedy mé smysl hledat

primitivni funkei.

Pro substituci mame ¢ = arctanz, interval (a, ) = (—o00,00). Plati ¢((«, 5)) =
(=%,%). Navic ¢' = 1+1x2 existuje vlastni na celém («, f3).

Funkce f = y m& primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—o0,00). Protoze
o((a, B)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro x € (o, B).

Zavér: x € R.

/ 2% arccos z dz

~ . 3
ReSeni: Per partes: v’ = 2%, u= %, v = arccosz, v/ = — 11
—T

3 1 $3
/:1:2 arccos  dz = | — arccos +/d:1:—
3 3 ) V1= 22

3
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Substituce y = 1 — 22, odkud plyne dy = —2zdz a 22 =1 —y.

s a=a w6 5)

c1 1
=2 73/3/2 . 7?/1/2

o

9 3
3
1 1
— /f )dx = €T arccosz + - (1—22)32 - Z(1—a?)'/?

3 9 3
Per partes: Pracujeme na intervalu I = (—1,1), funkce 22 a —ﬁ jsou na [
spojité.
Substituce: Funkce "1312 je definovana na (—1,1) na tomto intervalu tedy ma

smysl hledat primitivni funkci.

Pro substituci mame ¢ = 1 — 22, interval (a, 8) = (—1,1). Plati ¢((a, 3)) = (0, 1].
Navic ¢/ = —2z existuje vlastni na celém (o, 3).

Funkce f = %yl mé primitivni funkei na intervalu (a,b) = (0,00). Protoze
o((a, B)) € (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral

(a,
je pro z € (a, ).
1

Zaver: x € (—1,1)
sin x
0 dx
(©) Veos?
Reseni: Pouzijeme substituci y = cosz. Pak dy = — sinz dz a plati
sinx 2
dx — _1/2 — /f dm =
Veos? \/ Vcosx
Funkce \/% dz je definovana na (—§ + 2k7, § 4+ 2km) na tomto intervalu tedy

mé smysl hledat primitivni funkci.

Pro substituci mame ¢ = coswz, interval (a,B3) = (=35 + 2kn, 5 + 2k7) Plati
o((a, B)) = (0,1] Navic ¢' = —sinx existuje vlastni na celém («, 3).

Funkce f = =
o((a, 8)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro z € (a, B).

(=% + 2km, § + 2km)

(p) / Valog® z da

Reseni: Prvni per partes: v = /x, u =

2 4
/\/ElogQ:xdx: [3x3/210g2x] —/3 V2 ogade =

mé primitivni funkci na intervalu (a,b) = (0,00). Protoze

ZAaveér: x €

%x3/2, v =1log®z, v =2logzl.

/2y, %$3/2

Druhé per partes: v’ = 756 ,v=logx, v =1/z.

2 3/27 2 8 3/2 /8 12 5. C 2 232 232 16 39
[3$ og” x g% logz + 9 da £ 3% og? x— 9 ogw—|—27x

Pracujeme na intervalu I = (0, 00), funkce /, 2logz- 4 o 2\/5 jsou na I spojité.
Zavér: x € (0,00)
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@ / log? x e

x
Reseni: Pouzijeme substituci y = logz. Pak dy = %dx a plati

1 1
/ngdx%/ydy— —>/f da:COng

Funkce je definovana na (0,00), na tomto intervalu tedy ma smysl hledat
primitivni funkc1

Pro substituci méame ¢ = logz, interval (a, ) = (0,00). Plati ¢((er, 8)) = R.
Navic ¢’ = = ex1btuje vlastni na celém (a, 3).

10g

Funkce f = y? ma primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—o00,00). ProtoZe
o((a, B)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro x € (o, B).

Zaver: x € (0,00).

(1) /acge_”2 dz

Regeni:
Provedeme substituci y = 2. Pak dy = 2z dx a plati

1
/x?’er dor — 3 /yey dy

Nyni aplikujeme per partes: v/ =e ¥, u=—e Y, v=y, v =1.
1 1 1 1 1
:2[—ye_y]—l—2/ _ydyEQ—yey—ey—)/f g—fazz _I—ie_"’ﬂ

Substituce: Funkce z3e~*" je definovana na R, na tomto intervalu tedy ma smysl
hledat primitivni funkci.

Pro substituci mame ¢ = 22, interval (o, 3) = (—oc, 00). Plati o((a, 3)) = [0, 00).
Navic ¢’ = 2z existuje vlastni na celém («, 3).

Funkce f = ye ¥ ma primitivni funkei na intervalu (a,b) = (—o00,00). Protoze
o((a, B)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro x € (a, ).

Per partes: Pracujeme na intervalu I = R, funkce e™¥ a 1 jsou na I spojité.

Zaveér: x € R

(s) /tga:dx

Reseni: Pouzijeme substituci ¥y = cosx. Potom dy = —sinz dz a plati

/tg:cdx—>/smm _/dyg log|y\—>/f — log | cos z|
cos T Yy

Funkce tan z je definovana na (—§ + km, § + k), na tomto intervalu tedy ma smysl
hledat primitivni funkci.
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Pro substituci mame ¢ = cosz, interval (o, 8) = (=5 + kn, 5 + km). Plati
o((a, B)) = (0,1] pro suda k a ¢((a, 8)) = [-1,0) pro licha k. Navic ¢’ = —sinz
existuje Vlastnl' na celém (a, ).

Funkce f = = ma primitivni funkei na intervalu (a,b) = (0, 00) (ten vezmeme pro
suda k) a (a, b) = (—00,0) (ten pro licha k). Protoze ¢((a,8)) C (a,b), tak byly
ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral je pro = € (a, ).

Zaver: x € (=5 + kn, § 4 km).

1
(®) / N

Reseni: Pracujeme na intervalu z € (0,00). PouZijeme substituci y = y/z. Potom
Y =z, dy = ﬁdm a plati

1 1 dw 1 c
dr — 2 — =2 | ———dy = 2arct
/(1+x)\/5 v /1—1—:1:2\/5 L4y Y T meany

— /f(a:) dz € 2arctan vz

Funkce W je definovana na (0, 00), na tomto intervalu tedy ma smysl hledat

primitivni funkci.

Pro substituci mame ¢ = \/z, interval (o, 8) = (0,00). Plati ¢((«, 5)) = (0, 00).

Navic ¢ = 3 f existuje vlastni na celém («, 3).

Funkce f = W mé primitivni funkei na intervalu (a,b) = (—o0,00). ProtoZe
o((a, B)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral

je pro x € (o, B).

Zaveér: z € (0, 00).

1
—d
(u) /69”—1-6—9C v

ReSeni: Vztah upravime a pouZijeme substituci y = e, dy = e® dx

1 * d
/Wda::/&f“dx—)/1+yy2 garctany—>/f(a:)dacgarctane“’c

Funkce Wr% je definovana na R, na tomto intervalu tedy ma smysl hledat prim-

itivni funkei.

Pro substituci mame ¢ = €*, interval (o, 5) = (—o0, 00). Plati ¢((a, 8)) = (0, 00).
Navic ¢ = e* existuje vlastni na celém (a, 3).

Funkce f = +y2 mé primitivni funkei na intervalu (a,b) = (—o0,00). Protoze
o((a, B)) € (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro x € (o, B).

Zavér: x € R.

(v) /siixdx

Pouzijeme substituci y = cos x. Potom dy = — sinz dz a plati

1 sinx sinx
sinx sin”® x 1—cos2z

Kalkulus 1, 2025/26, Kristyna Kuncovéa 11
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c 1 1+ cosx 1 cos? 5 T
- dr € —Slog |28 — o) —log tg 7|
/f(x) o 2 Og'l—cosm 2 o8 sinQ% o8 g2

Funkce Sirllx je definovana na (0 + km, 7 + k7), na tomto intervalu tedy ma smysl

hledat primitivni funkci.

Pro substituci mame ¢ = cos z, interval (o, 8) = (0+km, 7+ k). Plati o((a, §)) =
(—1,1). Navic ¢/ = —sinz existuje vlastni na celém (a, f3).

Funkce f = ﬁ mé primitivni funkei na intervalu (a,b) = (—1,1). Protoze
o((a, B)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro x € («, B).

Zavér: x € (0+ km,m+ k).

(w) /cos?’xdx

ReSeni: Pouzijeme substituci y = sinz. Potom dy = cosz dz a plati

sin®

3
/cos?’q:dx:/(l—sin2x)cosxd1:—>/(1—y2)dygy—y3ﬁ/f(x)dxgsinx—

Funkce cos® z je definovana na R, na tomto intervalu tedy ma smysl hledat primi-
tivni funkci.

Pro substituci mame ¢ = sinz, interval (o, ) = (—00,00). Plati ¢((a, 8)) =
[—1,1]. Navic ¢’ = cosz existuje vlastni na celém (a, ).

Funkce f = 1 — y? méa primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—o00,00). Protoze
o((a, B)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro x € («, ).

Zavér: z € R.

(x) / 4%4 dz

Reseni: Pouzijeme substituci y = 22. Potom dy = 2z dz a plati

x 1 dy 1 dy c 1 Y c1 x2
—dr — — =— | ——————— = —arctan = — f dx = - tan —
/ 7 dx 5 / 1+ 3 / 1 (y/2)2 1 arctan 5 / (a:) T arctan 5

Funkce 4f7 je definovana na R, na tomto intervalu tedy méa smysl hledat primitivni
funkci.

Pro substituci mame ¢ = 22, interval (a, 3) = (—00,00). Plati ¢((a,8)) = [0, 0).
Navic ¢/ = 2z existuje vlastni na celém (a, ).

Funkce f = 1 1 JrlyQ mé primitivni funkei na intervalu (a,b) = (—o00,00). Protoze
o((a, B)) € (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny integral
je pro x € («, ).

Zavér: x € R.

1
——dx
/*/1+621

Reseni: Nejprve pouzijeme substituci y=-=e€" dy=e"dx

/ 1 d / et dx / dy
V1+e2 e?/1+ e?® yv/1+y?
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pak vyraz rozsiiime, abychom mohli pouzit substituci t = 1 + 32, dt = 2y dy:

Y (VY TP P —
wWivd g7 vt

Nyni substituujeme s = /¢, pak ds = %ﬂdt. Nakonec pouzijeme tabulkovy

1 c 1
a1
/32—1 908

Nakonec vratime substituce:

integral:

1+s
1—s]"

1 1+t 1 y—|— 1 1+ Ve +1
— ——log — ——log f(z —= 10

2 11—t 2 1—vy2+1 1_1/e2x_|_1
Funkce mdx je definovana na R, na tomto intervalu tedy ma smysl hledat

primitivni funkei.

e Pro substituci mame ¢ = e*, interval (o, 3) = (—o0,00). Plati p((a,B)) =
(0,00). Navic ¢’ = e® existuje vlastni na celém (o, 3).

Funkce f = i mé primitivni funkei na intervalu (a,b) = (0,00). Protoze

o((a, B)) C (a,b), tak byly ovéFeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro z € (o, ).

e Pro substituci mame ¢ = 1+ %2, interval (o, 3) = (0,00). Plati o((c, 3)) =
(1,00). Navic ¢’ = 2y existuje vlastni na celém (a, f3).
Funkce f = m mé primitivni funkei na intervalu (a,b) = (1,00). Protoze
o((a, B)) C (a,b), tak byly ovéFeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro y € («, ).

e Pro substituci méme ¢ = +/t, interval (o, 8) = (1,00). Plati o((a, B)) =
(1,00). Navic gp \[ existuje vlastni na celém (a, ).

Funkce f = 82—_1 mé primitivni funkci na intervalu (a,b) = (1,00). Protoze
o((a,B)) € (a,b), tak byly ovéFeny podminky véty o substituci a vysledny

integral je pro t € («, 3).

Zavér: x € R.

(2) /arcsinz:dx

2

Reseni: Per partes: v/ = -5, u= —1, v = arcsinz, v/ = —=—.
729 ) ) 1_22

arcsinxd _ 1 . 1 1 do — 1 . 1 —x d
xz €r = —;arcslnw + ;\/17_7 €r = —;arCSlnfE — ﬁﬁ X

2

Substituce y = V1 — 22. Potom dy = \/j dr a 2% =1— 9>

Lz 4 ~>/ Loy € Liog| 1Y
————— dx - = ——1lo - <
e 12T 7% Ty,
14+ +v1— 22

—>/f :——arcsm:v— log Hﬁ
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Per partes: Pracujeme na intervalech I = (—1,0), (0, 1), funkce z% a \/11_7 jsou na

I spojité.

: . 11
Substituce: Funkce s Tt

tedy mé smysl hledat primitivni funkci.

e Pro substituci mame ¢ = v/1 — 22, interval (a, 8) = (0,1). Plati ¢((a, 8)) =

je definovana na (—1,0),(0, 1), na téchto intervalech

(0,1). Navic ¢’ = \/:”7 existuje vlastni na celém («, 3).
Funkce f = 1:;2 ma primitivni funkci na intervalu (a,b) = (—1,1). Protoze

o((a,B)) € (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro x € (a, 3).
e Pro substituci mame ¢ = v/1 — 22, interval (o, 8) = (—1,0). Plati p((c, B)) =

(0,1). Navic ¢’ = \/1__9”7 existuje vlastni na celém (o, ).
Funkce f = ﬁ mé primitivni funkei na intervalu (a,b) = (—1,1). Protoze

o((a, 8)) C (a,b), tak byly ovéfeny podminky véty o substituci a vysledny
integral je pro x € (a, 3).

Zaveér: z € (—1,0),(0,1)
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