4. cviceni — Primitivni funkce
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Piiklady

1. Najdéte primitivni funkce F' k nasledujicim funkcim f na maximalni mozné podmnoziné
realnych ¢&fsel a tuto mnozinu urcete.

(a) f(z)=a"

Resent:
154, _ 14
/m xTr = ﬂ +c
r e€R
(b) f(z)=Va=
Reseni: 32 /o
2 3
/\/de:/xéd:pzz/QqLc: 333 +c
x € (0,00)
1
(©) f@) = 5
Reseni: )
1 _3 x” -1
/xgd:r:/a: dx:_—2+c:ﬁ+c
S (_0070)7(07 OO)
1
d = —
@ f@)=
Reseni:

x € (—00,0),(0,00)
(e) f(z) =1+sinz 4 cosx
ResSeni: Sledujte vypocet

/1+sinx+cos:pdx:x—cosx+sinx+C.

reR ) 5
3 .
(f) Ji(a:):7\/x2+§smx—1+x2
ResSeni:
1 2 7253 1
/7v3:r2+2sinx—1+ 2dx: 5x/3 —§cosx—2arctanx+c
x
rzeR 5
_ T
(8) f) = gy~
Reseni:

2
/ 5 —e¥dr =2tanx — e +¢
cos? z

re (5 +kn,§+kn) ke
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(h) f(z) = + ! + 14 22

V1 — x2 1+ 22

Reseni:
/1+1+1+2 ino +arctanz + 2+ & +
x° = arcsinx + arctanxz +x + — + ¢
i 1+a? 3
x e (—1,1)
1
(i) f(z) = xg_%
Reseni: 5/2 12
1 x x
Vid — —dp =~ 2
/“T T et
x € (0,00)
. 322 + 4x + 2
() fla) = 2
Reseni:

3a” +4x + 2 42 2 Az 2
de: x+f—i——xdx:—+——|—710g\xl+c

x € (—00,0),(0,00)
(k) f(z) =(1—-2)(1-22)(1-32)

Reseni: Roznasobenim

11
/(l—x)(l—Qm)(l—Sx) dx = /(1—6x+11x2—6x3) de = 2—32°+ 28 _3at 40

3 2
zeR +1
x
1 -
W )=
ResSeni: Sledujte vypocet
r+1 1 1/2 _1/2 232 gl/?
dr — N oo (2412 a2
\/Ex /(ﬁ—i-ﬁ)x /(:1: + ):U 3/2+1/2+

x € (0,00)
2. Dokazte, ze pokud F'(z) = f(z), potom (1F(az +b) + C)/ = f(azx + b), pokud a # 0.
ReSeni: Plyne z Véty o aritmetice derivaci a derivace slozené funkce.
3. Najdéte primitivn{ funkce F' k nasledujicim funkcim f na maximalni mozné podmnoziné

realnych Cisel a tuto mnozinu urcete.

(a) f(x) = cos(3x)

Reseni: ]
/cos3azdx = gsin?)ac +c
r R
(b) f(z) =sin(2z — )
ReSeni: )
/Sin(Q:E —7m)dx = D) cos(2x —m) + ¢
r e R
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Reseni )
/653xdx_ 3 6573:104_0
rzeR .
eSeni
/ L / L gy = Larctan2e +
_— = [ — = —arctan
T 422 x 1+ (22)2 x 2aca T +c
rzeR
1
© 1) ==,
Reseni
/ ! 1lo |1 —4x| +
= —— —4x|+c
1—dz 4%
T E (_007 i),(%,OO)
) = (2x +
f) f 2z +1)7
Reseni: .
/(2x+1)7dx:16(2x+1)8+c
rz€eR 7
() fla) =¥+
Reseni:

7 1
/63x+dl‘: 563’3+710g|x|+c
x

x € (—00,0),(0,00)
(h) f(z)=e " 4e >

ReSeni: Pomoci linearni substituce y = —z, resp. y = —2z dostaneme
1
/em + 672% dx g e T _ *6723:
2
reR

(i) f(2)=(3-2%>

Reseni: Tento piiklad substituovat nelze, je tfeba roznasobit.

7

9
/(3-1’2)3d1’:/(27—27$2+9.’I)4—$6)d:[;:27$_9x3+5$5_a;_|_C_

r€R
(j) f(x) = (sinbx — sin5a)
ResSeni: Pomoci linearni substituce y = bax dostaneme

1
sinbx — sinba) dr = —= cos b — xsin ba + ¢,
5

z € R,
nebot sin 5o je konstantni funkce (nezévisla na proménné z).
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(k) f(x) = 1 + 3z +7)°

1 1
/2+(3x+7)5dx:10g]a;—2]+ 32+ 7)°%4¢
x_

18(
T e (—OO, 2)7 (127 OO)
1) flz)= in? (2 4 7)
4

Reseni: Pomoci linearn{ substituce y = 2z + 7 dostaneme

1 c 1 T
—————dx = ——cot (2 +—>
/sin2(2x+74f) SR

20+ 7 #Fkm tedy x # kG — 5, k€Z
Zavér: :I:E(—§+k2,87r+k:”)

-2
(m) f(x)= Nirs Reseni:

[ == /m

V2z € (—1,1), tedy x € (— %,

() f() = HlA

Regeni: Vl’me ze primitivnl funkce k funkei 1 = je log|z| 4+ C. Tedy primitivni
je 21og |az +b|+C. Odtud Vyplyva ze (polozte a =1,b= A)

arcsm(\[ x) +

Sl

+b

1
=1 A .
/x—i—Adm oglr+ Al +C

T e (—OO, _A)7 (_Av OO)
4. Najdeéte primitivni funkce F' k néasledujicim funkcim f na maximéalni mozné podmnoziné
redlnych ¢isel a tuto mnozinu urcete.

2x

e —1 4

(2) {"(a:) et 41 + 1—cos?z
Reseni:

e? —1 4 (e —1)(e® +1) 4 4
dz = dr = -1
/em+1 +1—<:os2x v / er+1 +sin2x v /(e )+sin2:c

=¥ —x—4cotz+c

€ (km,m+km), keZ
(b) f(x) = !

Reseni:

4— 3z —1)?

[ ==t (M)
dx = arcsm — | +ec
3r—1 2./1 3z—1 2

e (-1/3,1)
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2
/(1—\/5)2d3::/1—2\/§+$dx:x—g\/a??’—i—:;+c

ReSeni: Sledujte vypodet

s 02 2
1- 1
/thxd:U:/Sm2xd1::/CQOS$dm:/< . —1) de = tgz—a+C.
COS“ X COS“ X COS“ X

re (5 +kn,§+kn) ke

2
(e) f(z)= 1+ a2

Reseni: Sledujte vypocet

x? (1+2%) -1 1
/1+x2dm:/1+x2dx:/<1_1+x2> dx = x — arctanx + C.

z €R )
x4+ 3
f pu—
(0 @) = 5y
Reseni: Sledujte vypocet

2 +3 2 —1+4+4 4 4
/x2_1d:1::/$2_1 da;:/<1+$2_1> dm:/<1_1—x2> dx

x € (—o0,—1),(-1,1),(1,00)

(&) flx)=(2"+3%)
ResSeni: Sledujte vypocet

4@ 2.6 97
/( +3%)° dx /( +2-6"4+9%) dx 1Og4+log6+log9+0

rz€eR .
(h) f(x):m

ResSeni: Vyraz prevedeme na tvar H% a poté uzijeme substituci y = cz.

——dr = - — arctan =4/= arctan
2+ 3x2 2

()

rzeR

(i) f(z) = cotg®a
ResSeni: Sledujte vypocet

2 1_'2 1
/cothxd:E:/c?zxdw:/,S;n:I:dx:/< — —1) dx
sin® x sin® x sin® x

=—cotgx —x+ C.
€ (km,m+km), keZ
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) 1
() f(z) = \/ﬁ

Reseni: Protoze je

1
/dy:2\/§,
Y
plati
1 c 1 2
— xS 22T Br=-2v2-5
/\/2—5;5 TS T v
x € (—00,2/5)
10 f@) = (2+%+ %) acRr
C\z a2 23)

Regeni: Sledujte vypocet

2 3 2 3
a a a a a
/<x+au2+x3> dx:alog\x]—?—ﬁ—i-(}'.
x(—00,0), (0, 00)
5. Najdéte takovou funkei, aby f'(z) = 6z(1 —x) a f(0) = 1.
Reseni: [62(1 —z)dz = —22°% + 32% + ¢. JeZto mame f(0) =1, tak 1 = —2-03+3-
02 + ¢ = c. Hledana funkce je tedy f(z) = —22% + 322+ 1, 2 € R.
6. Najdéte chyby
1
(a) /."526m dzr = gxgex +c
ReSeni: Integral soucinu neni soudin integrald, stejné jako derivace soucinu neni
soucin derivaci. Spravné je

/$26$d$:€$(l’2—21’+2)—|—c

(b)/ T q / L g arcsinz +
—FaAr =X —— A = I arcsinx C
) V1—a? V1—22?

ResSeni: x nelze vytknout pred integral, to miZzeme jen u konstanty.

=—vV1—-22+c

/xdx
V-2
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