3. cviceni — Taylortiv polynom - limity 2
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priiklady
Neni-li feceno jinak, tak vSechna mala o se tykaji + — 0, y — 0.

1. Pomoci Taylorova rozvoje urcete nasledujici limity.

sinx —x 1
Iim ——— = —=
(8) lim —75 6

Regeni: Budeme rozvijet do 3. fadu:

. IES 4
sinz = x — a—ko(z ),
tedy méame
. 3 3
g ST =T P grro) e Sl 1
z—0 3 z—0 x3 z—0 x3 6

In(cos x) 1
b) lim ——— = —=
( ) a:llg[l) :112 2

Reseni: Budeme rozvijet do 2. fadu:

2
cosz=1- = + o(z?)

2!

a 2
In(1+y)=y-— % +o(y?).
Dohromady
2
2
2 -+ o(mg)) 2 2
In(cos x) = (—2!+0(£L' )) - 5 +0<<—2!—|—0(x )) )
tedy
2
In(cosz) = —% + o(x?)
Pak )
lim In(cos z) — lim —5 + o(x3) VOAL 1 +0
x—0 .’E2 z—0 I‘2
. _ 2 3
(@ lp SREZTH2T

x—0 x
ResSeni: Rozvineme do 3. radu:

3

T

sine = x — 5 + o(z?).

Pak

. 3 3
i SIRE — 2 + 223 — lim r— %+ o(z?) — x + 223 — lim 1% + o(z?) voaL o
z—0 ;U2 z—0 .732 z—0 xQ
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coszsin(xIn(1 + x))

(d) lim

x—0 LI?Q
ResSeni: Rozvineme do 2. Fadu:

=1

22
In(l+z)=2— 5 + o(z?)
23
zln(l+z) =2? — 5 + o(z?)
2

cosx =1— m——i—o(x?’)

2!
Navic
siny =y + o(y?).
Dohromady
z? 3 3 2
coszsin(zln(l+z)) = (1 5 + 0(933)> <x2 - +o(z®) + o ($2 ) + o(x3)) >

= 2” + o(2?)
Celkem pak méme

. 2 2
lim coszsin(zIn(l + x)) i © + o(x?)

z—0 x? z—0 x?

=1

lim VIttgr —y/1+sine 1

z—0 3 4
Reseni:
Budeme hledat rozvoj ¢itatele do tfetiho fadu. Je
3
tgx =a + % + o(x?)
odkud vyplyva

1 Lel 4 Ll 1y(i_9
1—|—tgx:1+2tg:17—|—2(22' )tg2x+ 2(z ~ DG )tg3x+0(:173) =

1 1 1 1
=1+ §m+ gxg — §:v2 + Ex?) + o(z?)

Na druhou stranu

130D, 33-DG-2)
\/1+sinx:1+§sinx+Lsinm+22 2 sin® x + o(z°) =

odkud vyplyva, ze

11
V1+tgr —V1+sinz = <6 + 12) 23+ o(2®) = Z2® + o(2?),

a tedy

lim VI+tgr —+/1+sinz

z—0 :L‘3
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cos(ze®) — cos(ze™*)

lim 3 = -2
z—0 X
ReSeni: Zejmé stadi rozvést citatel do tietiho fadu.
_cos(ze®) —cos(we®) . 1—22%e? — (1 - La2e7%) + o(23)
lim = lim =
z—0 3 z—0 3
—2x 2x 3
e —e o(x
= lim + (") =-240=-2.
z—0 2z x3
(g) €x2+5x4 - 6w2—3z4
lim = —-32
2—0 (cosx — 1)(coshz — 1)
Resent:
Protoze plati
cosx — 1 1 . coshz —1 1
im ————— = —— im —— =—
z—0 x2 2’ z—0 22 2’

pak, existuje-li limita napravo, plati

ea:2+5a:4 o 6x2—3x4 eac2+5:v4 _x2—3z?
lim = lim —4 1 =
z—0 (cosx — 1)(coshx —1)  2—0 x

staci tedy rozvést Citatel do ¢tvrtého stupné. Tak dostaneme

14224524 + ) — (1422 — 32* + L) + o(z? 824 + oz
S G el Bl S +5) +o@) :nm—4%o(x):_32.
z—0 X z—0 X
(h)
sinh(tgz) —z 1
m-———— = —
z—0 3 2
Reseni:
Citatel musime rozvést do tietiho radu. Plati, ze
tgx _ —tgx
sinh(tg ) = %
 l+tgr+ tg;:” + tgéx +o(2?) - (1 —tgx + tg;x - tggx +o(z?))
B 2
tgd
=tgz + gT + o(2?)
dostavame tak
3
sinh(tga) —x . tgz+ &L —z+o(@®) | tgr—uw 1tgd o(x3)
250 3 N il—r{%) 3 N alzli% x3 +i_>07 3 +i—>0 T

A dale plati, Ze
sinz  xz—2%/3! + o(z?)

t = = pu—
8T = sz 1—22/2 + o(x3)
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a? iy N2 3\\k
= (2 — 5y +olx ))'Z(ngO(IB )" =
k=0
3 3 1
:x—%+%+o(x3):x+§x3+o(x3)
a proto dostaneme, Ze
. tgr—x . 1tglx o(x3)
};lg(l) a3 +}:1—>06 3 a—0 a3
1.3 3 3 3
3 1t 1 1 1
:thO(:C)Jrlim— 8T @) L L 1
z—0 3 z—=006 = z—0 3 3 2
_ b i
(i) Najdéte a,b € R tak, aby lim ro(at ZOS z)sinz = 0.
z—0 X
Reseni:
Plati
3 b 92 3
x—asinx —bsinxcosx =z —a (x - % —1—0(:64)) ~3 <23: _{ :g) + 0(m4)) =
3 4b 3
:a:—ax—i-%—bx%-%—i-o(x‘l).

Aby limita byla nulové, musi byt pro kazdé x z néjakého okoli nuly

z—ar—br=0 —= 1—a—-0b=0

3 4b3
WP ) = a+4b=0
6 6
Odtudmémea:—4ba1—|—4b—b:0,tedyb:—%aa:%.
Noe (I+2)P =1
lim - % — =
Regeni:

Je (14 z)® = e*04%) 4 rozvoj je

z2 2 2_ .3 3 x>
emln(1+m) — ea:(meJro(x ) — T T [2+o(x?) _ 1+x2 o ? +O(:L’3) — 1+x2+0(az2),

tudiz
(1+z)*-1= e?In(42) _ = 42 4 o(z?),

hledané n = 2 a plati

(I+2)*—1
2

2% + o(x?)

> =1

= lim
xz—0 €T

lim
x—0 €T

(k) Tim In?(1 + sinz) — In?(1 4 arcsin z)
x—0 "
Reseni:
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Porovname rozvoje funkci sinz a arcsinz a zjistime prvni ¢len, kde se 1isi. Ten
bude urcujici.
x> x>

sinx:x—g—i-o(a:?’), arcsinac:a:—i-g—ko(az?’).

Odtud vidime, ze pravdépodobné budeme muset rozvijet do t¥ettho fadu. Je

vy
(l+y) =y — % + o +o(y),
2 3
a proto
3 3 1 3 2 3 3
1n(1+$:t$—+o(a:3)) =(z+xZ 4 o(z®) ) —= [z + Ty o(z®)) +- [z + Ty o(z3) ) +o(x?)
6 6 2 6 3 6
1 51
=x— 5;102 + % + §x3 + o(x%),
z ¢ehoz vyplyva, ze
3 1 4
In?*(1 42+ % +o(x3) =a? — 23 + 1$4 + % + o(z?).

Neni tfeba pokracovat do vyssich mocnin, hledali jsme prvni ¢len, kde se rozvoje
budou ligit. Odtud vyplyva

3 3
In?(1+sin z) —In?(1+arcsin z) = In?(1 +x—%+0(m3))—1n2(1 —I—:U—l—%—i—o(asg)) =

1 4 1 4 2
= <x2 — x5+ ZlA - % + 0(3:4)> — <x2 — 23+ ZlA + % + 0(3:4)> = —§x4+o(:c4).
Odtud vyplyva, Zze hledané n = 4 a plati
. In®(1 +sinz) — In?(1 +arcsinz) .. —32% + o(z?) 2
lim 1 =lim ———F———+ = — .
z—0 T z—0 T 3

Zkouskové priklady

1
2. (a) Naleznéte Taylortuv polynom funkce f(x) = arctan(sinx) — sin <x - 3;1:3> fadu 5
v bodé x = 0 a spoctéte

lim f(@)

z—0 (arcsin z)(cos x) — arctan

ResSeni: Zdroj: http://www.karlin.mff.cuni.cz/ rokyta/vyuka/0809/1s/ma
/index.html

Mame . 1
arctanx = x — §$3 + 5x5 + o(x%),
sinx = x — l1:3 + L335 + o(z®).
6 120
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Tedy

~ _ s, 1 5 5y L s, 1 5 5 )
arctan(sinz) = x " + 156" + o(z”) 3 T g% + 750° + o(z°)
1 1 5 5
+ R <CL‘ - gx?’ + mmj + 0(x5)> +o <az - 61‘3 + 1201:5 +0(z5))
3
=z — 53:3 + éxs + o(x°)

Dohromady

1
Tg 0 — 2,5,
5
Dale rozvineme jmenovatele. Plat{

1 3
arcsine = x + ~1° + —a° + o(z%),

6 40
coszr=1-— 1332 + ix4 + o(z%)
2 24 ’
Tedy
arcsinx - cosx — arctanz = ( x + l1:3 + ims +o(z®) ) - (1- le + iafl + o(z®)
6 40 2 24
1 1
- (x - §x3 + ga:5 + 0($5)>
= _1375 + o(z°)
6
Pro limitu pak mame
5
t2% + o(2®) ~ m 14 Ofs) _ 6
z—0 — =9 + 0(335) z—0 _% + 0(3755) 5

(b) Spoctéte limitu

S’ T _ cosz — 3sin (%)
lim 1
z—0 X
Reseni:
Méame ) .
cosz=1— §$2 + ﬂfl + o(z),
sinx = x — 13:3 + Lx‘r’ + o(z®)
6 120 ’
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Tedy

Dale 1
e =1+y+ oy + o).

: 1 1 1 2 1
ST =1 4 <x2 - §x4 + o(:v5)> + 5 <$2 - §x4 + o(:v5)> +o (<$2 — -z +
1 1
=1+ <x2 - 33:4) + 5304 + o(z?)

1
=1+a2%+ 6334 + o(z?).

Nakonec
x? 2 1 [x? 3 1 x? > x? g
Sm(2>:2_6<2> +m<z> To <2>
2
:%+0(:p4)
Dohromady
sin® & 3 si x2—1+2+14+(4) I I
e CcoS X sin 5 )= T 61’ o(x 2:17 24$ 0
2
N 4
(2 +o(x ))
_ 1 4 4
=3 + o(z").
a proto
S’ T _ cosx — 3sin (%) 1
lim 1 = —
x—0 X 8

(c) Spoctéte limitu

. V1+1log(l+x)— /1 +sinz
lim .

x—0 562
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Mame

1 1
log(14z) =z — 2% 4+ ~2° + o(2?),

2 3
1
Sinm:x—6x3—|—o(m3)
1 1(1_ 1(1_1)(1_9
(1+y)1/3:1_’_§y+ 3(32 )y2+ 3(3 ()5(3 )y3+0(y3)
1 1 5
gty S 2B 3y,
gy gy T gy oy’

Odtud

1 1
V1+log(l+z)=1+ 3 ({L‘ - 51‘2 —|—0(:L‘2)> -

Analogicky

Dohromady

1
Y1+1log(l+z) — V1+sinx = —6$2 + o(z?).

Tedy

. Y1+log(l+z)— YT+sine —ga*+o(a?) 1
lim = lim

z—0 2 z—0 2 6 ’

(d) Rozviite funkce e“** do Taylorova polynomu ¢tvrtého fadu se stfedem v 0 a
spoctéte limitu

- eCosT _ %(e:r: 4 e—:c) 4 (I.CL‘Q
z—0 xt
(pokud existuje) v zavislosti na parametru a € R.

ReSeni: Rozvinme do 4. fadu:

2 2t
-1 4+ 2
cos T 2+24+0(x)
2 3 4
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Odtud

2 3 4
e‘le—m+%—%+g—4+0(x4)
eCosT — o . ecos:c—l
2
=e(1+ =T o) +<J;+§i+0(w4))
- 2 T T 2
z? x? 4 3 x2 z* 4 4
<—7+ﬂ+0(l’ )> <—7+ﬂ+0(l’ ))
* 6 * 24
2zt 4 4
+o<—2+24+0(x)>)

=e— §$2 + g:z4 + o(z?)

Dohromady mame

eCosT _ %(em 4 6—27) 4 ax2

o (a—e)z? + gt + o(z?)
1 = 11m

lim 1
x—0 T x—0 X

Pro a = e mame A A
. §x+o(z%) e
lim 0 =g
x—0 x 8

Pro a > e je dle véty o nevlastni limité podilu

(a—e)z? + £zt + o(x?)

lim i = 0.
z—0 X
Analogicky pro a < e je
lim G 6)332 + §x4 + 0(3:4) = —00
z—0 x4 '

Odhady

3. Pomoci Taylorova polynomu 1. stupné uréete pfiblizné hodnoty néasledujicich vyrazi (a
porovnejte s kalkulackou)

(a) e

Reseni:
~ 14 1 4
TTT373
kalkulacka
1,39561
(b) arcsin0,2 Regeni:
~ 0,2
kalkulacka
0,201
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(¢) (1,04)* Regeni:
~14+4-0,04=1,16

kalkulacka,
1,1699
(d) In(1,02) ReZeni:
~ 0,02
kalkulacka
0,01980
(e) arctan1,1 ReSeni:
~1,1
kalkulacka,
0, 83298
(f) sin(—0,22) ReSeni:
~ 0,22
kalkulacka
—0,2182

4. Vypoctéte pribliznou hodnotu &isla e s chybou mensi nez 0, 001.

Reseni: Piiklad i s feSenim mame od: https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif
/js12/m_analyza/web/index.html

Aplikujeme Vétu o Lagrangeové tvaru zbytku. Pracujeme s funkci f = e, kterou
rozvijime v bodé a = 0 a budeme dosazovat za x = 1. Pracujeme tedy s intervalem
[0,1]. Uvazujme néjaké n € N. Protoze e* € C"! pro viechna n € N, jsou podminky
splnény a existuje ¢ € [0, 1] takoveé, Ze

1
fl) = Tr{’a(w) = mf(nﬂ)(c)(x —a)"
Konkrétné ) .
1 e”,0 c n+1 €
=T, 7(1) = ——€e“(1 -0 = :
e -L =m0 (n+1)!
Nejhorsi situace (nejvétsi moznéa chyba) nastava pro ¢ = 1, tedy budeme odhadovat
vyraz
_°
(n+1)!

Aplikujeme odhad e < 3 a dostavame nerovnici

T 0,001

Tedy
3000 < (n+ 1)!
Ta je splnéna pro n > 6.
Tedy pii aproximaci ¢isla e potFebujeme Taylortv polynom alespoi stupné 6. Dostavame
1 1

11 1
e 1414 o+ o on oo+ 2o0 = 2, 718055556,

Kalkulus 1, 2025/26, Kristyna Kuncovéa 10


https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif/js12/m_analyza/web/index.html
https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif/js12/m_analyza/web/index.html

5. Pro jaké hodnoty plat{ ptiblizny vztah cosx =1 — % s presnosti 0,00017?

Reseni: Piiklad i s feSenim mame od: https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif
/js12/m_analyza/web/index.html

Aplikujeme Vétu o Lagrangeové tvaru zbytku. Pracujeme s funkci f = cosz, kterou
rozvijime v bodé a = 0 do stupné n = 3 (rozvoj pro n = 2 an = 3 je stejny). Uvazujme
x > 0. Pracujeme tedy s intervalem [0, x]. Protoze cosz € C* pro viechna n € N, jsou
podminky splnény a existuje ¢ € [0, z] takové, Ze

1
flx) — Tg’a(ff) = mf(nJrl)(C)(f’? —a)"t
Konkrétné ) .
1
cosx — 1+ % = ol cos(c)(z — 0)* < %
Resime tedy nerovnici
4
x
— < 0,0001.
24 — 7
Tedy
z* < 0,0024.
To plati cca pro = < 0,222. ProtoZe funkce cos x je sudé, 1ze pro x < 0 aplikovat stejny
postup.
Dohromady

z € (—0,222,0,222).

Tedy pii aproximaci ¢isla e potfebujeme Taylortv polynom alespoin stupné 6. Dostavame

1 1 1 1 1
~l+l+-4+-4+—4+-—+-—=2,71 .
e + +2+6+24+120+720 , 718055556
6. Urcete maximalni chybu, které se dopustime, nahradime-li na intervalu (0, 9; 1, 1) funkci

arctan x Taylorovym polynomem stupné 2 v bodé xqg = 1.

Reseni: Piiklad i s feSenim mame od: https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif
/js12/m_analyza/web/index.html

Aplikujeme Vétu o Lagrangeové tvaru zbytku. Pracujeme s funkei f = arctan x, kterou
rozvijime v bodé a = 1 do stupné n = 2. Uvazujme 1 < x < 1.1. Pracujeme tedy s
intervalem [1,z]. Protoze arctanz € C® pro viechna n € N, jsou podminky splnény a
existuje ¢ € [1,z] takové, ze

1
fla) =T (z) = mf(n+l)(0)(93 —a)"
Navic plati
1
r_
f= 14 a2
"o —2z
r= (1+ 22)?
= 62° — 2
(1 +22)3
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r =3
=3
71 =3

Tedy

(2—1) = 2(z—1)?

4

TQarctan:c,l _ % +

N

Pro odhad chyby pro x € [1,1.1] tedy mame

T 1 1 5 1 6c2-2 3 1 6c%+2 3
1 6-1.1°+2 1
< - . = 0.19292 - 0.001
— 6 8 1000
Analogicky pro z € [0.9,1] je
T 1 1 5 1 6c? —2 s 1 6c2+2 3
t ————(z-1)+-(-1) =771 | < =m7+—F=5%/09-1
arctanz — 3 = 5@ =D+ 3@ =% = 5 ap @~V = 5ia 0,008 |
1 6-12+2 1
<= . = 0.22486 - 0.001
—6 1.813 1000
12
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