3. cviceni — Taylortiv polynom - limity 2
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Dnesni cile

e Rozvineme funkci do Taylorova polynomu za pomoci zndmych Taylorti. Spravné pii
tom pracujeme s 6¢ky.

e Pomoci Taylora spocteme limity. A to vcetné téch tézsich - sekce Zkouskovych piiklada.
(Limity s parametrem jsou jen bonus.)

e Aplikujeme Lagrangeovu vétu o tvaru zbytku na ruzné situace. DokaZzeme pomoci
Taylora odhadovat rtizné ¢isla/aproximovat rizné funkce. Vime, s jakou chybou.

Teorie

Véta 1 (Lagrangeiv tvar zbytku). Necht f je realna funkce, a < x. Necht f méa v kazdém
bodé¢ intervalu [a, z| vlastni (n 4 1)-derivaci. Pak existuje ¢ € (a, z) tak, ze

1
f(z) — Tr{ﬂ(x) = mf(nﬂ)(c)(iﬂ - @)nH-
Hinty

. er —e T sinhx e —e™ 7 . coshx —1 1
sinhg = ——— tanhz = = Iim ——— = —
2 coshr e*+e® 70 x2 2

X —T h T —X

coshx:i cothx:C(_)S r_¢ te
2 sinhx €% —e %

Cviko na hyperbolické funkce najdete v pravém sloupci dole, 2. cviceni: https://www2.k
arlin.mff.cuni.cz/“kuncova/historie33.php

Priklady
1. Pomoci Taylorova rozvoje urcete nasledujici limity.
(a) }:lg%)smiig—x (o) i,lg%] \/1+tgm;3\/1—|—sinx
(b)  lim m(?zsx) S () lm Cos(f'fjx) ;3608(9236‘“’:)
(c) lim W (o lim pr et _ 2?30

20 (cosx — 1)(coshz — 1)

. coszsin(zln(l+ z)) .
h -
@ » ()l D
z—0 X
_ b ;
(i) Najdéte a,b € R tak, aby lim z—(at ZOS z)sinz =0.
z—0 x

1 rT—1
(j) Najdéte takové n € N, aby limita byla kone¢na a razna od nuly: lir% %
i X
(k) Najdéte takové n € N, aby limita byla kone¢na a rtzna od nuly:
. In?(1 + sinz) — In?(1 4 arcsin z)
im

z—0 x"
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2.

o

Zkouskové priklady

Zdroj: http://www.karlin.mff.cuni.cz/“rokyta/vyuka/0809/1ls/ma/index.html
http://www.karlin.mff.cuni.cz/"zeleny

1
(a) Naleznéte Taylorav polynom funkce f(x) = arctan(sinx) — sin <x - 33:3) radu 5

v bodé x = 0 a spoCtéte

lim f(@)

z—0 (arcsin z)(cos x) — arctan

(b) Spoctéte limitu
eSN*T _ cosg — 3sin (%2)
I

:vli% X

4

(c) Spoctéte limitu

. V1+1log(l+x)— /1 +sinz
lim .

x—0 2

(d) Rozviiite funkci e“* do Taylorova polynomu &tvrtého fadu se stfedem v 0 a
spoctéte limitu

eCosT _ %(ex —{—6_$) 4 ax2

4

lim
x—0 X

(pokud existuje) v zavislosti na parametru a € R.

Odhady

Pomoci Taylorova polynomu 1. stupné uréete pfiblizné hodnoty néasledujicich vyrazi (a
porovnejte s kalkulackou)

(a) e (c) (1,04)* (e) arctan1,1
(b) arcsin0, 2 (d) In(1,02) (f) sin(—0,22)

Nasledujici priklady méme odsud: Sbirka z mat. analyzy Zemanek Hasil:
https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif/js12/m_analyza/web/index.html
Vypoctéte pribliznou hodnotu &isla e s chybou mensi nez 0, 001.

Pro jaké hodnoty plati pfiblizny vztah cosz =1 — % s presnosti 0,00017

Urcete maximéalni chybu, které se dopustime, nahradime-li na intervalu (0, 9; 1, 1) funkci
arctan x Taylorovym polynomem stupné 2 v bodé xg = 1.
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