1. cviceni — Taylorav polynom
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Teorie

Definice 1. Necht f je funkce, a € R a existuje f(®(a) € R. Pak polynom

1

Tf(@) = f(@) + (@)@ —a) + -+ —fP (@)@ -0, zER,

nazveme Taylorovym polynomem 7ddu n funkce f v bodé a.

Véta 2 (Lagrangetv tvar zbytku). Necht f je realna funkce, a < x. Necht f ma v kazdém
bodé intervalu [a, x] vlastni (n + 1)-derivaci. Pak existuje ¢ € (a, ) tak, zZe

1
_mfa _ _~  e(nt1) _\n+l
@) = TL (@) = o /0 = )
Definice 3. Necht f, g jsou realné funkce a a € R*. Rekneme, Ze funkce f je v bodé a malé o
od g (znaime f(z) = o(g(z)), v — a), pokud lim,_, % =0.
Specialné, zapis
f(x) = o(z")
znadi, pokud f # 0 na n&jakém prstencovém okoli nuly, Ze
tim 18 _ g,
z—0 ™

Véta 4 (Vlastnosti o). Necht a € R*,
1. Jestlize f1(z) = o(g(x)), = = a, a folz)=o0(g(x)), = — a, pak
(f1 £ f2)(@) = o(g(2)), v — a.
2. Jestlize fi(z) = o(g1(z)), © = a, a fa(x) = o0(ga(x)), = — a, pak
(f1- f2)(@) = o((g1 - g2)(2)), © — a.

3. Jestlize f(x) = o0(g1(x)), z = a, a limy ., Z;g; € R, pak

f(z) = o(ga2(2)), © — a.
4. Jestlize f(x) = o(g(x)), * — a a h je nenulova na jistém prstencovém okoli bodu a, pak
(h- f)(x) = o(g(x)h(x)),z = a.
5. Jestlize f(z) = o(g(z)), * — a a h je omezena na jistém prstencovém okoli bodu a, pak
(h- f)(z) = o(g(x)),z — a.
6. Je-lim,n € Nop, m <n, a f(z) =o((x —a)"), £ — a, potom

f(x)=o0((x —a)™), x — a.
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Véta 5. Necht a,b € R*, necht ¢ je funkce definovana na néjakém prstencovém okoli bodu a a
necht f a g jsou funkce definované na néjakém prstencovém okoli bodu b. Necht f(y) = o(g(y)),
y — balim,_,, p(xr) =b. Necht dale existuje § > 0 takové, ze

Vz € P(a,d): p(x) # .

Pak
fle(x)) = olg(p(2))), v — a.

Véta 6 (Jednoznacnost Taylorova polynomu). Necht f je funkce, a € R, n € N, existuje
vlastni f(™(a) a P je polynom splijici st P < n a

czlrl—IEz (x —a)”
Pak P = T}

Poznamka 7. 1. Vyraz Rf{a(x) = f(z) — T,{’a(a:) nazyvame zbytkem po Taylorové poly-
nomu TFddu n.
2. Peanova véta tedy iika, ze f(z) — T%(z) = o((z — a)"), = — a.

Hinty
(a4 b)? =a®+2ab+b?

(a+b)* = a® + 3a*b + 3ab* + b°
(a+b)n:an+ <§L>an—1b<’g)am—2b2+”.+bn
(a4 b+ c)? = a® + 2ab + 2ac + b* 4 2bc +

)
(a+b+c)® = a® + 3a*b + 3a’c + 3ab® + 6abe + 3ac?® + b* + 3b%c + 3bc* + ¢

Algoritmus - Rozvoj z definice

1. Zderivujeme funkci az do n-tého stupné.
2. Dosadime bod a - ziskdme koeficienty.

3. Sestavime Taylortv polynom.

Priklady

Z definice

1. Rogzviiite funkci f (z) = —22% — 62 + 2 v bodé a = 4.
Jak vypadé Taylortv polynom polynomu?

2. Najdéte Taylorav polynom 3. stupné v 0 (neni-li fec¢eno jinak)

(a) e ® (b) vV1+=z (¢) nz,a=1 (d) arctanx (e) —=
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3. Odvodte rozvoje pro nasledujici funkce do n-tého fadu v a = 0.
(a) e* (b) sinx (c) cosz (d) In(1+ )

4. Najdéte Taylorovy polynomy:

(a) /x v 1dob. stupné (d) xlnz v 1 do 4. stupné
(b) cos & v 1do 9. stupné (e) 2 v3do5. stupné
(c) ;—ﬁ v 0 do 7. stupné

5. Vyjadiete funkci sin % pomoci mocnin x — 2.

Pouzitim vét
6. Odvodte Taylortiv rozvoj funkce v a = 0 do m-tého fadu
(a) f(x)= 62179”2, m = 5.
(b) f(z) =vV1-2z+a2%— Y1 -3z +22, m=3.
(c) B8 ! , M = 00
— 2z

3—2
1+ + 22
= = 4.
(d) @ f(z) oy ™
(1 + )00

(e) F f(x) =

= 2.
(1 — 22)0(1 + 2z)60" "

f(z) =sin(sinx), m = 3.

)

)
(h) f(x)= Vsinz3, m = 13.
() ¥ flz)= -2 m=4.

et —1’

In (sinz

() f(z) = {On( ) w 87 2 < W, m = 6. Existenci f(%)(0) berte jako fakt.
, x = 0.

(k) B f(z) =tgz, m = 5.

1) flx)= e~ arcsinz, m = 5
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Bonus

7. Vite-li, ze Taylortiv polynom funkce f je T :{ V=9 g g2 /3 + 223, uréete hodnoty

(a) f(0) (b) £(0) (c) f(0) (d) f(0)

2n

8. Vite-li, Ze Taylorova fada cosz v 0 je Zzozo(—l)”én)!, jak je na tom % cos(2z)?

x? x4 1 x? 24 1 x? xt 1 2 zt
A1—7+ﬂ Bi_f—{_@ Ci_f—i_ﬂ D§—IZJ +§

9. Je pravda, Ze jestlize T2f’0 = T29’07 pak f=g?

10. Je pravda, ze jestlize TQf’0 =1+ a — 22, pak je f konkavni na okoli 0?

11. Ktery Tayloriiv polynom bude vhodny k aproximaci hodnoty sin 3, nemate-li kalkulacku?

A x—1a3 C —(z—m)+ 3(z—m)3
B1-4(z— %) D sin(3) — g sin(3)(z — 3)3
I KEEP 1- (), ()" (%) () || \N CASE You've
FORGETTING... 70 W G || FoRGOTTEN, TM
WHAT'S THE WELL, IFI 1 -0, ()" ()" (%) | | NoT PAYING You
COSINE of LET'S RECALL || o7 T T s || BY THE HOUR. 1
60 DEGREES? SEE... CoRRECTLY... -, (W (FAY () \ z.
y | W% =™ == T /
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=

Figure 1: https://www.gocomics.com/foxtrotclassics/2018,/05/23

g

SR,

‘npes noypLewodd ailiznod e 9qurazoy (9)
‘npes noypLpewods ayizn (19)
‘1muaaz a1fal1azoy (39)
. Zg+1 o, 22—1
ojqoseuha ‘sjguoomn ‘=L v —— Azeifa eu npeg noyplrjewoss aylizn (09)
‘[U9QOSRU © (Zz}z)ft = 5”11’1 npex nopuewoss oizn (p9)
(E=-1g
T

npes noypLpewods ayizn (29)

Kalkulus 1, 2025/26, Kristyna Kuncova




