5. cviceni — Limity funkei vice proménnych
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz
Piiklady — defini¢ni obor

1. Urcete defini¢éni obor a nac¢rtnéte (pfiklady ze zkousek)

(a) f(z,y) = arcsin(x + y) + arctan(x + y) + zy
Regeni:

Kviili defini¢nimu oboru funkce arcsin potfebujeme
-1<z+y<1

tedy
y<1—uzx, —1—z<uy.
Zavér:
Df={zyleR?®:y<l-=z, —-1-a<y}

(b) f(z,y) =log <\fle—\y!>

Regeni: Mame podminky

z # 0, || # [yl f>0
Tedy ziskdme nerovnice

(x>0 A Jz|—|y >0) V (x <0 A |z|—|y] <0).
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ZAavor:

X
Dy = {[x,y] SR #0,Jal £yl o >o}

() flz,y) = Vay —y° + 2y
ReSeni: Podminky:
yle —y* +2y) >0

Tedy

e y=0,z €R, nebo

o = =y’ — 2y, nebo

e x>y’ —2y A y >0, nebo

ez <y’ =2y A y<O.
Navic lze upravit y? — 2y = (y — 1)2 — 1.
Zaver:

Dy = {[z,y] e R* 1 y(z — y* +2y) > 0}
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(d) f(x,y) = arcsinv/z(x +y)
ResSeni: Podminky
0<z(x+y) <1
Tedy
e x>0 A y> —ux, nebo
e <0 A y<—z, nebo
e x =0,y €R, nebo
o y=—x.
Zaroven musi byt splnéno
z(x+y) <1
x? 4 zy <1
oy <1-— 22
Tedy
e x =0,y €R, nebo
e x>0 A yS%—z,nebo
ez <0 A y> % —x.
Zaver:

Dy ={lz,y) € R?: 0 < w(w +y) <1}
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Piiklady — limity, které ilustruji rtizné situace

2. Urcete limity funkci vice proménnych, nebo ukazte, Ze neexistuji.

vy . =Y .
a) Ukazte, ze pro funkci f(x,y) = — plat
(8) Ukaste, 7e pro funkei f(a.y) = ¥ plas

lim <lim f(:c,y)) —1, lim (hm f(x,y)) — 1

z—0 \ y—0 y—0 \xz—0

(z,y%lin((],o) f(z,y) neexistuje.
Regeni:
Nejprve vypoc¢teme obé dvojnasobné limity. Uvédomme si, ze vnitini limitu pfes y
(resp. x) nam stadi po&itat pro hodnoty parametru z (resp. y) rizné od limitniho
bodu, tj. v nagem konkrétnim piipadé pro x # 0 (resp. y # 0).
Plati, ze

lim <lim f($,y)> = lim (lim T

z—0 \ y—0 z—0 \y—0 x + y) -

pro libovolnou hodnotu ,parametru“ z riznou od nuly je funkce (proménné y) v
bodé nula spojita, a proto po dosazeni y = 0 mame

Obdobné vypocteme

lim (lim f(w,y)) = lim (hm T y) —

y—0 \z—0 y—=0 \z—=0x 4+ ¥y

pro libovolnou hodnotu ,parametru“ y rtznou od nuly je funkce (proménné z) v
bodé nula spojita, a proto po dosazeni z = 0 mame

— lim (O_—y) — 1.
y—=0\0+y

Protoze dvojnasobné limity existuj{ a nerovnaji se, nemtze dvojna limita existovat.
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(b) Ukazte, ze pro funkci f(x,y) = R i (Z’;: P plati
ti (t e ) <00t (1 ) =0
ale
(m’y%ig%(),o) f(z,y) neexistuje.
Reseni:

Vypoc¢téme nejprve dvojnasobné limity. Uvédomme si, ze funkce f(z,y) je jako
funkce proménné y pro pevnou hodnotu x # 0 spojita pro vSechna y € R, specialné
v bodé& nula. Mame tedy, Ze pro x # 0 je
2,2
x
lim ——— =0.
0 TP 1 (z — )

Proto

(s (s 2y’ .
it o ) = Bty ) = iy 0=

Obdobné dostaneme, ze

(1 ) — (1) (O )
yli)l%) :cg% z,y _yll}%) x1—>n10$2y2+($—y)2 _yli’% 0+(0_y)2 -

Urceme nyni limitu po pfimce y = x pro x — 0 (potom samoziejmé také y — 0).

Mame, Ze
I o 1
im =
e—022 22 + (zr—x)2 7

a protoze limita po pfimce y = x a dvojnasobné limity existuji a nejsou shodné,
dvojné limita nemtze existovat.
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I _
(20)5(00) 76 + 32
Regeni:

Vypoctéme nejprve dvojnasobné limity. Pro x # 0 mame

.’E3y
lim (lim G ) = lim 0 = 0.
z—0 \y—0 2% + y2 z—0

Pro y # 0 analogicky

IIZ‘Sy
lim { lim G 5| = lim 0 = 0.
y—0 \z—=0 2° + vy y—0

Nyni limita po piimce y = kx, k € R. Mame

. 3kx i 22 ka? —0
x%$6+(k3$)2 _x%$2$4+k2 e
Zkusme kiivku y = 2. Pak

20 1

S T
a:—r% 6 =+ ($3)2 xl—rf%) 216 2

Tedy limita neexistuje.
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Yy

m -7
(2.9)=[00] 7% + ¢
Regeni: Pouzijeme napovédu +2zy < 22 + y2. Pak mame

d) &

Ty 1 22+42 1

<. S

24y? T2 22492 2
Ty 1 a?+y?

S LI
2+y2 T 2 2?2492

Navic

lim xz=0,
(z,y)—[0,0]

tedy z véty o omezené a mizejici mame

(z,y)—[0,0] T2+ Y

1

2
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(e)  lim
(zy)=(40) 22y /(x —4)%2 — y
Regeni:

Zkusime aplikovat zndmé limity a aritmetiku limit, tedy:

tg \/(z — 4)2 — 42 tg \/(x — 4)2 — 32 1
gvV@—4? -y voar . teVl@-4P -y

(z,y)=(4,0) 224/ (z — 4)? — y? (zy)=40) /(z —4)2 —y%2 (zy)—(40) 2

tg /(v —4)% —y?
2 _ 4,2

Ze spojitosti mame

. 1
lim —_ = .
(z)—(4,0) 2 16

Zbyva prvni limita. Pro funkce jedné proménné plati

tan ¢
lim 2t .
t—0 t

Navic (ze spojitosti)

lim )\/(:c—4)2—y2=0

(z,y)—(4,0

Pokud ovéfime podminky, tak z véty o limité slozené funkce budeme mit

te /(02— _

im 1
(m’y)%(élro) ($ — 4)2 — y2

a dohromady

tgv(x—4)?—y*> 1

(w,y)1—>(4,0) 22\ /(x —4)2 —y2 16

Podminky, konkrétné podminka (P) (vnitini funkce se vyhyba své limité): hledame
okoli bodu (4,0) takové, aby

(x—4)2—y> #0.
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Navic se pohybujeme pouze na mnozing A = {[z,y] € R?: (z — 4)? — y? > 0} - to
je kvuli definiénimu oboru funkce v limité.

Pozadavek \/(z —4)2 —y? > 0 je ale splnén napf. na B((4,0),1) N A, tedy jsme
ovéfili podminku (P) a jsme hotovi.

1 1
(f) Ukazte, 7e pro funkci f(x,y) = (x + y) sin — sin — limity
T Yy
:lll)% (11111 f(z, y)) a 3}1_1)% (glclg%) f(z, y)) neexistuji,

ale

( %into 0 f(z,y) vzhledem k defini¢nimu oboru funkce f existuje a je rovna nule.
x7y % b

ReSeni:
Uvédomme si, ze pro zadné x 75 7 Dbro k € Z neexistuje limita
1 1
lim (z + y) sin — sin —.
y—0 x Yy

Formélné to lze nahlédnout pomoci Heineho véty. Volme-li y,, = 1/27n, potom

1 1 1 1
nh_)ngo(x + yn) sin - sin " = nh_)ngo(m + %) sin - sin(27n) = 0,

zatimco pro volbu y, = 1/(7/2 + 27n) je

1 1 1 1 1
lim (z4y,)sin —sin — = lim (z+ ) sin — sin (g + 27m> = (z+0)sin — # 0.
x x

T
n—s00 x Yn n—00 3 + 21mn

Tudiz nemiiZe existovat ani dvojnasobnd limita,

lim <11m f(a, y))

z—0 \ y—0
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protoze vnitini limita neni definovdna na zadném intervalu hodnot x € (—e, +¢).
Ze stejného divodu neexistuje ani druhé z dvojnasobnych limit.
Naopak dvojné limita

I ) = 0.
o B0y T (&Y)

To proto, 7ze

lim (zx+y)=04+0=0,
(z,y)—>(0,0)( v)

nebot polynom (x + y) je spojita funkce, a déle protoze, ze funkce sin%sin% je
omezend. Tudiz podle véty o omezené a mizejici, je vysledek roven 0.

—_——
n..

=2k -

-4 -

S T o Y
-4 -2 4] 2 4

3. Shriite, jaké situace jsme zatim potkali. (Napf. existuje dvojna limita, ale neexistuje
limita; existuji limity po pfimkéch, ale limita neexistuje;. . .)

.

ra

Matematickd analyza 3, 2023/24, Kristyna Kuncova 10



Piiklady — limity na procviceni

4. Urcete limity funkci vice proménnych, nebo ukazte, Ze neexistuji.

T+ 2y
) im
[e.y]—=[2:4) 22 +y
Regeni: Funkce je spojita, po dosazeni

r+2 10 5
— -

pyloRa 22ty 8

zy+ 2z +y+ 2

b 1
(b) [x,y]g][a—1,o] 2 +y2+x+1

Regeni: Vytkneme
g Wy t2ety+2 . a2+ @+2) 0 @+ +2)
eyl=-100 2y? + Y2+ o+ 1 wy=-10y3(x+ 1)+ (x+1)  @y—=-10 (2 +1)(z+1)
2
— lim (yzL) -9
[y (-1,0 (y2 + 1)

2,2 4

lim Y %

[z.y]—[1,2] 24 + y* — 17
ReSeni: Spotteme dvojnasobné limity

)

T AT i S DTN Sl BTN et ) I
el \y=2at 49t —17)  a=1 2t -1 251 (22— 1) (22 +1)

oo (ilﬂ%m 16 B ARd) 8

Jelikoz obé dvojnasobné limity existuji, ale nerovnaji se, tak pivodni limita neex-

z2y? —4 ) oyt —4 ) y? —4 1

istuje.
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(d)

tan xy

lim
[zy]—[20] Y
Regeni: Myslenka: Rozsifime a pak aplikujeme VOLSF a znamou limitu:

tan xy I tan xy
— im enty

11m =
[zy]—[2,0] Y [zy]—2,0] 2y

Technické provedeni:
Funkce f(z,y) = 222 je definovand na mnozing M = R2?\ {[z,0],z € R}.
Pocitame tedy limitu vzhledem k M.

VOLSF aplikujeme na funkci: g(z,y) = ta:Jyx, kterou lze rozlozit na funkce g1 (t) =
tant

i a go(r,y) = zy.
Pak méame limy 0 g1(t) = 1 a limy, ) ,2.0) 7y = 0.
Podminka (P): funkce zy # 0 na okoli M N B([2,0],1) \ {[2,0]}.
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NN

‘\\ e A‘

ResSeni: PouZijeme vétu o soudinu omezené a mizejici funkce. Mame

S
T

n
T

n

IS

(e) lim  xsin———
[2.y,2]—=[0,0,0] r—yt=z

1
sin —| <1
r—y+z
a ze spojitosti
lim z=0
[w7y7'z]%[07070]
Dohromady
lim rsin — =0
[2,,2]—[0,0,0] T—yt=z
DOPLNIT
4 4 4
"ty
&) Jm e
[z,y]=10,0] T2 + Y
Regeni: Uzijeme odhady
44 4
Tty 2., .2
0@y ==ty
Ze dvou policajti mame
zt 4yt o

wylo00 22+ 2

2 241-1
() lim YTV
[z,y]—[0,0] e +y
Regeni: Rozsifime dle vzorce

i Vat+yP+1-1 i m2+y2+1—1_ 1
[2,4]-[0,0] x? + y? [yl =00 2% +y? VaZ g2 F1+1
1 1

= lim = -
[2y]=2[00] /22 + 92 +1+1 2
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(h

@ | 4
M T T S

1
e S
[z.y]—=[0,0] % + Y
Regeni: Funkce vypad4, 7e je neomezena. UkaZzeme z definice. Zvolme K > 0. K
nému najdeme § = 1/K. Pak pro (z,y): 2 +y* < § mame

1
- S - K,
22+y2 " 5

tedy
1

lim ——=
[yl —[0,0] 22 + y?
. 22 4 42
lim
[z,y]=[0,0] T+ Y
Regeni: Spocteme limitu po pifmce y = x. Dostavame

x4l 22
lim = lim — = 0.
=0 T+ x z—0 2%

™ - 4
T
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sF

9 || +[yl+]z]
) lim (1 + —)
[,y,2]—[0,0,0] lz| + |y| + |2
Regeni:
Pouzijeme VOLSF.
Vnitini funkee |z| + |y| + [2], vngjsi (1 + %)t

t
lim 1+ 2 = lim etlog(l"'%) =l =1.
t—0 t t—0
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Tuto limitu spo¢teme pomoci I’Hospitala:

—2
2 log (1 + 2 )
limtlog 1+ ] = lim#t) LGS ) R T
t—0 t t—0 3 néco/oco  t—0 = =0 (1+ %)
2t
=lim ——=0
t—0t+ 2

Podminka (P): |z| + |y| + |2] # 0 na B([0,0,0],1) \ {[0,0,0]}.

Dohromady
9 |z[+y|+]2]
lim (1 + —) =1
[2,9,2]—[0,0,0] 2| + [y] + |2]

Pro 2D by graf vypadal nasledovné

Vrstevnicové plochy

-20'24
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(k

)

(m)

:cy2

lim ———
[0,y =[0,0] % + 3O
ReSeni: Spocteme limitu po pfimce y = x. Dostavame
. x-x? : x
lm — =lim —— =
20 22 + 26 2501 4+ x4

Ale pro kiivku y = /x mame

) - $2/3 ) 1175/3 ) 1
lim O] = lim P = 11m —0s =
=0+ x4 + z—0+ 2x o0+ 221/3

Protoze limita vygla rdzné po riznych kiivkach, tak neexistuje.

s

lim _
[2,y,2]—[0,0,0) T2 + Y2 + 22
Regeni:

Otestujeme kfivku y = z = x, mame

x2 _1
a0 22 + 22 + 22 3

lim

Pro kifivku y = z = 0, méme
I z
im-————-——- =
2—0 22 + 02 4 02
Tedy limita neexistuje.
Pro 2D (bez 2%) by graf vypadal nasledovné

Vrstevnicové plochy
sin zy

lim ——=—
[z,9]-10,0] /22 + 2

Matematickd analyza 3, 2023/24, Kristyna Kuncova



Pouzijeme odhad |sint| < || a 2|zy| < 2% + y%. Pak mame

2 2
1
|5L‘y| < 7ty — = /1:2+y2.

sinxy
Vat+y?

A protoZe ze spojitosti

1
lim —+/22+y%2 =0,

[2,y]—[0,0] 2

mame ze dvou policajti i

sinzy 0

lim —— =
[z,y]—=[0,0] \/22 + y?
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sin zy
im —
[2.9]-[0,0] #% + y?
Reseni:

(n)

Otestujme p¥imky y = 0 a y = x. Dostavame

Tedy limita neexistuje.

(0)

m

li
[z.y]=10,0] (22 + y2)/ 22 + y?

sin(x - 0)
e
i sin 2 _ 1
a0 202 2

Matematickd analyza 3, 2023/24, Kristyna Kuncova



Regeni: Pouzijeme odhady

2%y o @4y @4y Vet
($2+y2) /$2+y2 - 2(‘,1:2_}_,!/2) /.’E2+y2 -9 /372+y2 2

Dostavame

3
Ty —0.

lim =
[z.y]=10,0] (22 + y2)\/x2 + y?

s

L L L I L I I
-6 -4 -2 ] 2 4 6

yt — ay?

lim
) [z,y]=[0,0] (2% + y2) /22 + y2

Regeni: Otestujeme kiivky y = 0 a y = . Dostaneme
, 0t —z-0?
lim =0
z—0 (:E4 + 02)1 /22 + 02

a2t — 22 xt — 3 r—1 —1

lim = lm ——m—= lim —— = —.
2=0+ (24 + 22)Va2 £ 22 =0+ (g4 4 22)v/222  2=0+ (22 + 1)v/2 2
Tedy limita neexistuje.

z®y(lz] + y])

lim
) [2.5]=10,0] (2% + y2)\/2? + y?

ResSeni:

Otestujeme kiivky y = 0 a y = 2. Mame

(e o)
2=0 (x4 + 02)v/2? + 02
a
2?2 (o) + |22)) T+ 2 ) 1+ 1

lim = lim ——— = lim ——— = —.
e=0+ (x4 + 2)VaZ + ot @20+ 222+t @0+ 2¢/1 422 2

Tedy limita neexistuje.
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5. Projdéte si znovu sekci Shrnuti a Algoritmus. Zpracujte jej do néjakého (pro Vas)
vhodného formatu. Napf. Tabulka, Myslenkovd mapa, Rozhodovaci strom. . .
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