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1 Souvislé prostory

Definice 1. Řekneme, že metrický prostor (X, ρ) je souvislý, jestliže není sjednocením dvou
neprázdných disjunktních otevřených množin.

Věta 2 (Charakterizace souvislých prostorů). Nechť (X, ρ) je metrický prostor. Pak jsou
následující výroky ekvivalentní.

1. Prostor X není souvislý.

2. Existují dvě neprázdné disjunktní množiny F1, F2 ⊂ X uzavřené v (X, ρ) a takové, že
X = F1 ∪ F2.

3. Existuje obojetná neprázdná množina H splňující H ̸= X.

4. Existuje spojité surjektivní zobrazení f : (X, ρ) → ({0, 1}, ρdiskr).

Poznámka 3 (Jiná definice). Prostor (X, ρ) je nesouvislý, jestliže existují disjunktní neprázdné
množiny A,B ⊆ X takové, že X = A ∪B a Ā ∩B = A ∩ B̄ = ∅.

Definice 4. Nechť (X, ρ) je metrický prostor, nechť J ⊂ X. Řekneme, že J je křivka v
prostoru (X, ρ), jestliže existuje spojité zobrazení f : [0, 1] → (X, ρ) takové, že f([0, 1]) = J .

Řekneme, že množina A ⊂ X je křivkově souvislá v prostoru (X, ρ), jestliže pro každé
a, b ∈ A existuje spojité zobrazení f : [0, 1] → (A, ρ) takové, že f(0) = a a f(1) = b.

Věta 5 (O vztahu souvislosti a křivkové souvislosti). Každá křivkově souvislá množina v
metrickém prostoru je v tomto prostoru souvislá.

Úloha 6. Které množiny (jsme v R2) jsou souvislé?
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2 VZOROVÁ PÍSEMKA

Úloha 7 (PRAVDA – NEPRAVDA).

NE Nechť A není souvislý. Pak Ā není souvislý. Např. (0, 1) ∪ (1, 2).

ANO Nechť A je souvislý. Pak Ā je souvislý.

NE Nechť A je souvislý. Pak intA je souvislý. Např. dva dotýkající se uzavřené kruhy.

ANO Nechť Ā není souvislý. Pak A není souvislý.

Úloha 8 (PRAVDA – NEPRAVDA).

NE Nechť A není souvislý. Pak Ac není souvislý. Např. doplněk dvou disjunktních kruhů.

NE Nechť A je souvislý. Pak Ac není souvislý. Např. doplněk kruhu.

NE Nechť A je souvislý. Pak Ac je souvislý. Např. A je nekonečný jednotkový pruh podél
osy x.

NE Nechť A a B jsou souvislé. Pak A ∪B je souvislá. Např. dva disjunktní kruhy.

NE Nechť A a B jsou souvislé. Pak A ∩ B je souvislá. Např. když se protnou na koncích
dvě fazole.

Úloha 9. Za jakých podmínek je diskrétní metrický prostor souvislý?
Řešení: Právě tehdy, když má jen jeden prvek

Úloha 10. Ukažte, že prostor X = R2 \Q2 je křivkově souvislý.
Řešení: Zvolme dva body x, y ∈ X. Vytvořme úsečku s krajními body x, y a její osu O.
Pak lze najít takový bod b ∈ O, že úsečky xb a xy neprotínají Q2. Zároveň je tato dvojice

úseček hledaná spojnice bodů x a y.
Pokud by každá dvojice protínala množinu Q2, znamenalo by to, že dvojic úseček je jen

spočetně, což je spor.

2 Vzorová písemka

1. Uvažujte posloupnost funkcí {fn}∞n=1 definovanou předpisem

fn(x) =
√
n+ 1

(
e

√
1
nx − 1

)
, pro x ∈ (0,∞), n ∈ N.

(a) Nalezněte funkci f : (0,∞) → R splňující fn → f(x) = na (0,∞).
(b) Rozdhoněte, zda fn ⇒ f(x) = na (0, 1].

(c) Rozdhoněte, zda fn
loc
⇒ f(x) = na (0, 1].

(d) Rozdhoněte, zda fn ⇒ f(x) = na [1,∞).

(e) Rozdhoněte, zda fn
loc
⇒ f(x) = na [1,∞).

2. Nechť je f definována předpisem

f(x) =

∞∑
n=1

arcsin(xn)

Určete definiční obor funkce f . Rozhodněte, zda na tomto definičním oboru řada kon-
verguje stejnoměrně nebo lokálně stejnoměrně. Vyšetřete spojitost funkcí f a f ′ v jejich
definičním oboru.
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