14. cviceni - Metrické prostory
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

1 Souvislé prostory

Definice 1. Rekneme, Ze metricky prostor (X, p) je souvisly, jestlize neni sjednocenim dvou
neprazdnych disjunktnich otevienych mnozin.

Véta 2 (Charakterizace souvislych prostorti). Necht (X, p) je metricky prostor. Pak jsou
nésledujici vyroky ekvivalentni.
1. Prostor X neni souvisly.

2. Existuji dvé neprazdné disjunktni mnoziny Fi, F» C X uzaviené v (X, p) a takove, ze
X = F1 U Fs.

3. Existuje obojetna neprazdné mnozina H spliujici H # X.

4. Existuje spojité surjektivni zobrazeni f : (X, p) = ({0,1}, pdiskr)-

Poznamka 3 (Jind definice). Prostor (X, p) je nesouvisly, jestlize existuji disjunktni neprazdné
mnoziny A, B C X takové,72e X = AUBa ANB=ANB=1.

Definice 4. Necht (X, p) je metricky prostor, necht J C X. Rekneme, 7e J je kifivka v
prostoru (X, p), jestlize existuje spojité zobrazeni f : [0,1] — (X, p) takové, ze f([0,1]) = J.

Rekneme, ze mnozina A C X je kfivkové souvisld v prostoru (X, p), jestlize pro kazdé
a,b € A existuje spojité zobrazeni f : [0,1] — (A, p) takové, ze f(0) =a a f(1) =b.

Véta 5 (O vztahu souvislosti a kiivkové souvislosti). Kazda kiivkové souvislda mnozina v
metrickém prostoru je v tomto prostoru souvisla.

Uloha 6. Které mnoziny (jsme v R?) jsou souvislé?
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2 VZOROVA PISEMKA

Uloha 7 (PRAVDA — NEPRAVDA).

NE Necht A neni souvisly. Pak A neni souvisly. Napi. (0,1) U (1,2).
ANO Necht A je souvisly. Pak A je souvisly.

NE Necht A je souvisly. Pak int A je souvisly. Napt. dva dotykajici se uzaviené kruhy.
ANO Necht A neni souvisly. Pak A neni souvisly.

Uloha 8 (PRAVDA — NEPRAVDA).

NE Necht A neni souvisly. Pak A€ neni souvisly. Napf. doplnék dvou disjunktnich kruhi.
NE Necht A je souvisly. Pak A° neni souvisly. Napf. doplnék kruhu.
NE Necht A je souvisly. Pak A€ je souvisly. Napi. A je nekonecny jednotkovy pruh podél
oSy .
NE Necht A a B jsou souvislé. Pak AU B je souvisla. Napf. dva disjunktni kruhy.
NE Necht A a B jsou souvislé. Pak AN B je souvisld. Napf. kdyZ se protnou na koncich
dvé fazole.
Uloha 9. Za jakych podminek je diskrétni metricky prostor souvisly?
Reseni: Pravé tehdy, kdyz méa jen jeden prvek
Uloha 10. Ukaite, Ze prostor X = R?\ Q? je kiivkové souvisly.
ResSeni: Zvolme dva body =,y € X. Vytvoime tsecku s krajnimi body z, y a jeji osu O.
Pak lze najit takovy bod b € O, 7e tise¢ky b a xy neprotinaji Q2. Zarovei je tato dvojice
tsecek hledana spojnice bodl = a y.
Pokud by kazda dvojice protinala mnozinu Q2, znamenalo by to, Ze dvojic tsecek je jen
spocetné, coz je spor.

2 Vzorova pisemka

1. Uvazujte posloupnost funkei { f,}°°; definovanou pfedpisem

fn(2) =\/7m<e\/g—l> , pro z € (0,00),n € N.

Naleznéte funkei f : (0,00) — R spliujici f, — f(z) = na (0, 00).
Rozdhonéte, zda f, = f(z) = na (0, 1].

na (0,1].
na [1,00).
[1,00).

b

(c
(d

(a
(

)
loc

Rozdhonéte, zda f, = f(z)

Rozdhonéte, zda f, = f(z)

)

N — ~—

loc
(e) Rozdhonéte, zda f, = f(x
2. Necht je f definovana predpisem

= na

x) = Z arcsin(z")
n=1

Urcete defini¢ni obor funkce f. Rozhodnéte, zda na tomto definiénim oboru Fada kon-
verguje stejnomérné nebo lokalné stejnomérné. Vysetfete spojitost funkei f a f’ v jejich
defini¢nim oboru.
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