12. cviceni — Cylindrické a sférické souradnice 2
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz
Priklady

1. Spoctéte objem télesa (anuloid - torus) uréeného M := {[z,v, 2] € R3; (/22 + 32 —a)%+
2 <} 0<b<a.

Reseni: Donut. Valcové soufadnice.

x(r,a, z) := 1T cos
y(r,a, z) :=r sina,

z(r,a,z) ==z
Po dosazeni do nerovnic dostavame

(V2 —a)? + 22 < b?

Tedy z € (—/b%2 — (r —a)2,\/b® — (r —a)?),r € (a— b,a+b), a € (—m, ).

A

A —

Fubinka a véta o substituci.

™ ratb py/b2—(r—a)? T ratb oEa—
/ / rdzdrdaz/ / r[2] P09 4 da
—r — —m Ja—b

—\/b2—(r—a)?
T a+b
= / / 2r\/b? — (r —a)? dr da
—m Ja—b

a—b

\/b2—(r—a)?

Provedeme substituci s =r — a, ds = dr,
g a+b g b
/ / 2r\/62—(r—a)2drdoz=2/ / (s +a)Vb? —s?dsda
—7 Ja—b —7J—b
g b
=2/ / sV b2 — 82 +ayb? —s2dsda
—mJ—b
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Prvni ¢ast integralu je licha v s, tedy integral je nulovy. Na druhou (sudou) ¢ast
aplikujeme substituci s = bsint.

T b T b
2/ / a\/bQ—szdsdazél/ / aVvb? — s2dsda
—xJ—b —m JO
—4a/ /2 Vb2 — b2sin?t beostdt da

/ cos® tdt da
—mJO
e

[ —sin Qt] do

[NE]

[\DM—~

1+ cos2t)dt de

||
=‘=1

||
\\M\

\ |
:]
no

2. Spoctéte objem télesa uréeného vztahy M := {[z,y, 2] € R3; 2% +12 +22 < 16;2%2 +42 <
4y}
Regeni: Vivianiho okénko. Valcové souradnice.

x(rya,z) ==1 cosa
y(r,a, z) == r sincq,
z(rya,z) ==z

Po dosazeni do rovnic dostavame

r24 22 < 16,
r? < 4rsina
0<r<d4sinoa

Tedy z € (—V16 — 12,16 — r2), r € (0,4sin ), a € (0, 7).
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Fubinka a v&ta o substituci.

m pdsina pV16—72 m pdsina
// / rdzdrda:// 2rv/ 16 — r2dr da
o Jo —/16—7r2 o Jo
& 2
= —2(16 — 12
| [5us-r1],

2 s
= ——/ (V16 — 16sin? @) — 162 dav
0

e

4sin «
] da

3
2 ™
=—§/ (4\/cos2a)3—64da
2 ’ g
=——-64/ |cos® a| — 1da
3 0
2 jus
:——-64-2/zcos3a—1da
3 0
256 [z
== 2(1—Sin2oz)COSOé—1dOé
3 Jo
256 [ . 1., 2
=—"—|sina—-sina —«
3 3 o

3. Spoc¢téte miru mnoziny: zv/22 + 92 < 2522 +y2 < z+1;2 > 0.

Reseni: Valcové souradnice.
x(r,a, z) := 1T cos

y(r,a, z) :=r sina,

z(rya,z) ==z
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Po dosazeni do nerovnic dostavame
2r <2
r<z+1
z>0

Nakreslime obrazek ve 2D a dostaneme z € (0,1), r € (0,2 4+ 1), a € (—m,7) a také
€(l,00), 7€ (0,2/2), a € (—m, ).

- -

Dohromady (Fubinka a véta o substituci)

2/z
/// rdrdzda—i—/ / / rdrdzdo
// [r2]z+1dzdoz+// —[r2]§/zdzda
= //z+2z+1dzda+ // dzda
23 1
=5/J3 e aneg [1[2] e

™19

19
=—7

3
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T
4, / —— —d\kde MjeO<zz<az®4+y> <1, 2>0.
2 2
MZTe+Y
Regeni: Valcové soufadnice.
x(r,a, z) := 1T cos
y(r,a, z) :=r sina,
z(r,a,z) ==z
Po dosazeni do nerovnic dostavame
0<zrcosa <r’<1
z>0
Tedy
0 < cosa
0<r<l1
0<z<r/cosa

Mame r € (0,1), z € (0,7/cosa), a € (=5, ).

-1.0 -05 00 05 10
aaass=sasssatt A I —

=

Fubinka a véta o substituci:

5 1 pr/cosa
/ / / cosadzdrda =
-z Jo Jo

s
2

rdrdoa

[V
N
2

NI o)y

Il
STE R
[ E]
N[ =
(o
Q

2, .2 .2 z? +y?
5. / 7+ y° + z°d\, kde M je 5 <z2<V3— (224 42).
M
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Reseni: Valcové souradnice.
x(r,a,z) :==1 cosa

y(r,a, z) :=r sinq,
z(ryo, z) ==z
Po dosazeni do nerovnic dostavame
2

T—<z<\/3—r2

2
Nakreslime obrazek ve 2D a dostaneme z € (r2/2,v/3 —r2), r € (0,V/2), a € (—7, 7).

210

— -1
20 F B
| ‘T pEAE
15 | | T
=L —1 | 14
| 12
10l | | 1
r | 0.8
: | 0.6
0-5 [~ 04
L \\\ | 0.2
[ \ | 2 lg -16 -14 -12 -1 08 -06 04 0.2 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
0.0 & T H S TR : 02 :
-2 -1 0 1 2 : 04

Dohromady (Fubinka a véta o substituci)

37V3—rZ
] dr da

/ / / r + 22 rdzdrda—/ / [r z+Z
—T 2/2 —T 3

:/_ﬂ/o V3 =12+ 5 ( —T)ﬂ)—%r5—2—r7drda
[

r2/2

1
50"
l

vZ o
—7“) 3—1r2) drda—i—/ / ——7“5——7" drdo

Na prvni integral aplikujeme substituci s = 3 — r2, druhy lze rovnou vyfesit.

/_Z/Oﬁr3m+%(r(3—r) 3 —r2) drda—/_ﬂ/ (B—s)Vs+ 3 (%3\/5> dsda

:/ 52 — 35g da
—r 15 ],

/“ 27v/3 — 13

= =Y " da
. 15

L, 2TV3-13

- 5
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dale

Dohromady dostavame

27/3 — 13 3r  18V3 97
20— = T — --T.

T2 = 2V?
15 2 5 30
6. Spoctéte miru mnoziny: z2+1y% < 2—z; 22+ 13?4+ 2% < 2z. ReSeni: Valcové soufadnice.

x(r,a,z) :==1 cosa
y(r,a, z) :=r sinq,

z(rya,z) ==z

Po dosazeni do nerovnic dostavame

<2z
r? 4+ 22 <22
Neboli
2<2—1?

P(z-1)>%<1
(z—1)2<1—7r?

(z=1)>—-\V1—-12

Nakreslime obrazek ve 2D a dostaneme z € (1—+/1—12,2—72), 7 € (0,1), a € (—7, 7).

Dohromady (Fubinka a véta o substituci)

rdzdrda—/ / > drda
/_ﬂ/ /1_¢ﬁ = 1*V -

:/ /2r—r3—r+r\/1—r2drda

-7 JO

T2 P4 1 1
= ————7(1—7"2)3/2 do

/_F[Q 4 3 0

7

= —.2

12 "

7. Spoctéte miru mnoziny: 8z2 + 22 < z < 4 — 8z2 — 2y%.
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Reseni: Zobecnéné valcové soufadnice.

z(r,a, z) ;= —r cos«
V8
1

y(rya, z) == 77’ sin a,
2
z(rya, z) ==z
Po dosazeni do nerovnic dostavame

rr<z<d4—1?

Nakreslime obréazek ve 2D a dostaneme z € (12,4 — r2), r € (0,v/2),

AT

.

€ (—m,m).

-0.5 o 0.5 1 15
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Dohromady (Fubinka a v&ta o substituci)

T \/i 4—r2 1
——rdzdrda
/TI' /O /7'2 \/1_6

8. Muffin: Spoé¢téte objem télesa T uréeného
z>0.

Reseni: Sférické souradnice.
.’L’(T’, /87 7) =
y(r, B,7) =
’z(r’ B? 7) =

Dosadime

2 cos® vy

Tedy e (132)7 B € (—71',71'), Y€ (%a %)

V2 2 2

= —r(4—r°—r°)drda
Jo 4
1

4
= = l2r? — T—] da
[w 4 |: 2 0

=T

vztahy 2 + % < 22,1 < 22 + 2 + 22 < 4,

r cos~y cosf,
r cos~y sin 3,

7 siny

1<r<?2

< r?sin?y

0 < rsinvy

0:5

Teorie miry a integralu, 2022/23, Kristyna Kuncova 9

25



Fubinka a véta o substituci:

g s 2 g s 7,.3 2
/ / /rQCosydrdﬁd'y:/ / cos'y[g] dgdy
T J-nJl I /-7 1

2 7

:/ cosv-§-2wd7
I

_ :

4

-271'(1—\/—§>
2

9. Kornout se zmrzlinou: Spoé¢téte objem télesa T urceného vztahy /22 + 132 < 2z <
6 — (22 + y?).

ReSeni: Valcové souradnice.

- 27 [sin ]

Wl Wi

x(r,a, z) := 1 cosa
y(r,a, z) :=r sina,

z2(rya,z) ==z
Po dosazeni do nerovnic dostavame

r<z<6-r?

Nakreslime obréazek ve 2D a dostaneme 7 € (0,2), z € (r,6 — r?), a € (-7, 7).

6 —_ 7
!
||
S .
| T
| § 5.5 Y
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| / 1 \'\
[ |
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;
SO | e \
N A i A it . \
YRRV / :
2 | / = \
1
! ] |
N 2 y, ¥
Js . 15 “'a"
N ) |
0 ' b
2 ‘\\o.s #
V2 ~ 1
1 2 2',5 2 1.5 1 -0.5 0 0.5 1 15 2 %‘;5
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Dohromady (Fubinka a véta o substituci)

6—r2 2
/ / / szdrda—/ / 6 —r—r)drda
- T JO
i 4 2
/ [37“2 r— ] da
. 3 .
32
3

10. Urcete hmotnost krychle o strané 2a. Hustota krychle je pfimo timérné ¢tverci vzdélenosti
od priisec¢iku télesovych thlopficek a ve vrcholech je rovna 1.

Reseni: Uvazujme krychli, ktera mé t8ziste v pocatku, tedy je tvaru [—a,a]®. Nejdiive

vyjadifme hustotu p. Je pfimo tmérna ¢tverci vzdéalenosti od pocatku, tedy
p(x,y,2) = K(2° +y* + 27),

kde K € R. Ve vrcholech je p = 1, tedy p(a,a,a) = K3a? = 1, odtud K = % MuZzeme

tedy sestavit integral
8
///x—l—y—l—zddydz_g
—aJ—aJ—a 3

11. Urcete hmotnost koule o poloméru a. Hustota koule je pfimo tmérna vzdalenosti od
stfedu koule a na povrchu je rovna 1.

vy

ReSeni: Analogicky piedchozimu piikladu. Uvazujme kouli s t&Zigtém v pocatku. Hus-

totu lze popsat jako
plr,y,z) = K\/o? +y> + 2°

Na povrchu je p =1, tedy p(0,0,a) = Ka =1, odtud K = é Resfme tedy integral

1
/ a\/acQ +y? + 22dA
M

Zavedeme sférické souradnice a dostavame

@1
/ / / 5-7"?“2008’)/(17'(1’)/(1,3:@371
—T % 0

Zdroje prikladid a TeSenti:
http://mat.fsv.cvut.cz/Sibrava/Vyuka/vic_int.pdf
https://math.fme.vutbr.cz/download.aspx?id_file=602492416

https://fix.prf.jcu.cz/ eisner/lock/UMB-566-materialy/matematika-sbirka-
ITI-Krivkovy_integral.pdf

https://homel.vsb.cz/ boul0/archiv/ip2.pdf
https://is.muni.cz/el/1433/jaro2009/MB102/7448541/skripta4.pdf
https://math.fel.cvut.cz/en/people/habala/teaching/veci-ma2/ma2r4.pdf

http://www.matematika-lucerna.cz/matalyza/resene-matika3.pdf
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