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kosinova Fourierova:

Nakonec najdeme kosinovou fadu. Mame tedy T' = 4, w = % = 7. Koeficienty u sintt b, = 0. Pro

koeficienty u kosini mame:

4 4
1 ™ 4 w1t 4 . LT
/f cos kwt dt = 5 /QCOS(th) dt = [k’iﬂ' sm(kzt)}2 = k—[sm(lm) — sm(kg)} .
2

’ﬂ\w

0
Jelikoz sin(km) = 0 dostavame:

0, k=4dn, k=4n+2,

4
ak:_kfsin(kg): A k=dn+1, nez,
T
A k=4n+3.

Proto

~ 1+Z—sm cos(k; t)

Vsiméte si, ze koeficienty aj, se rovnaji 0 pro sudéd k a H nebo —% pro licha. Pokud tedy nahradime
sCitaci index ve vysledné fadé vyrazem 2k + 1, Ize vysledek napsat takto:

N k+1 E
1+Z 1)71- cos((2k—|—1)4t) .

Nakonec uréime soucet kosinové fady. Nejprve nakreslime sudé periodické prodlouzeni f se zakladni
periodou (—4,4) (vlevo), pak nakreslime soucet dle Jordanova kritéria.

f®

o ) G—() G—()

6 -4-20 2 4 6 8 10

%g ‘ Priklad 4 Pro ndsledujici funkci (tj. prislusné periodické prodlouZeni) najdéte jeji Fourierovou Tadu,
sinovou Fourierovu Tadu a kosinovou Fourierovu Tadu. Pro kaZdou Tadu urcete jeji soucet.

f)=1-t, te(0,2).

Fourierova rada:

Pro funkci f mame T = 2, w = 2% = 7. Spoéitame koeficienty aj a by.

T
2
5 Ja-na-
0

Nasledujici integraly budeme pocitat pomoci metody per partes.

l\J\M

2

2
u=1—t v = cos(knt) 1 >
/ (1—t) cos(kmt) dt = W =1 wv= L sin(knt) ‘ {(1 —t)k— sin(kmt) } E/sm (kmt) d
0 0

l\D\l\D



Protoze sin(2km) = sin(0) = 0 prvni ¢ast posledniho vyrazu je nulova. Dostavame tedy

L 1_1)=0

k272 .

11 !
k= LWT cos(lmrt)] ) = W(COS(2]€7T) —cos(0)) =

Pro koeficienty by dostaneme:

2
b, = /17t sin(knt) dt =

L
N

N N

cos(kmt) dt =

H
I
=
O
=}
w0
—~
T
N
~
~—
[
o
I
o
\ o

1-— 2 — COS(2I<:7T) (1 0)$ cos(O)} - % Lflﬂ sm(knrt)} =
: 2
= E k27r2 (sin(2km) — sin(0)) = =

Vysledné fada tedy je

Nakonec opét uréime soucet vysledné rady. Nejprve nakreslime periodické prodlouzeni f (vlevo), pak
podle Jordanova kritéria soucet fady (vpravo):

sinova Fourierova rada:

Protoze normalni periodické prodlouzeni f je liché, méla uz normalni Fourierovka vyjit jako sinova, coz
také vysla.

kosinova Fourierova rada:

V tomto piipadé mame T' = 2, w = T = 7. ProtoZe pocitame kosinovou fadu koeficienty by jsou nulové.

T
Pro koeficienty aj dostaneme
2
/ (1-1)d
0

u=1—-t v =cos(k%t) ‘

W=-1 v=Zsin(klt)

l\’)\l\D

(1—1) cosk t)d =

(473 =

2

N N
O\N

2
2 . T 2 2 . T -
0

2 2 2 12 us
- {(1 - Z)E sin(km) — (1 — O)H sm(O)] — |:]C7T cos(kzt)} =
0, K sudé;

= [0-0]— # [cos(km) — 1] = k27r2 [1-(-1 )k] - { k liché.

8
22

Mtzeme tedy napsat vyslednou fadu. Protoze jsou opét sudé ¢leny nulové, zaménime také scitaci index

kzak+ 1.
= 4
fNZkZﬂ-Q[l_
k=1

oo

—1)¥] cos( k t Z cos((2k+1)ﬁt).
k:O 2k‘—|— 1)2 2

ot



Nakonec opét ur¢ime soucet. Nejprve nakreslime sudé periodické prodlouZeni f se zdkladni periodou
(—2,2). Protoze toto prodlouzeni je spojité, je to i soucdet Fady.

Priklad 5 Pro ndsledujici funkci (tj. prislusné periodické prodlouZeni) najdéte jeji Fourierovou Tadu,
sinovou Fourierovu Tadu a kosinovou Fourierovu tadu. Pro kaZdou Tadu urcete jeji soucet.

fO)=t+m, te{—mmn).

Fourierova rada:

V tomto pfipadé méme T = 27, w = 2% = 1. Funkce neni zaddna na intervalu typu (0,7), ale to pro

Fourierovu fadu nevadi, stejné ji rozsifujeme periodicky a tudiz mtzeme vzit libovolny interval zahrnujici
jednu periodu, naptiklad (0,27). Pak by se ale blbé integrovalo, protoze v bodé m by byla nespojitost
a vSechny integraly by se nam rozdélily na dva. Proto budeme radéji integrovat pres ptivodné zadany
interval.

2 K
ar = 5 (t + ) cos(kt) dt =

—T

u=t+m
u

1 RN LA G _os L1 .
= = {(t + W)E sm(kt)} - - sin(kt) dt =0+ T {k cos(kt)} B =0.

—T

Posledni rovnost plyne z faktu, Ze kosinus je suda funkce a tudiz cos(kw) = cos(—kmn).

u=t+m v =sin(kt)
w=1 v=—+cos(kt)

Bl L))

2 7 .
b, = %/(t—i—ﬁ)sm(kjt)dt:

1 [—(t + w)% cos(kt)} :r + % /COS(kt) dt =

™

,% cos(km) + ﬁ Li sin(kt)] - = %(fl)kJrl .

Proto
= 12
f~m+ Z(—l)k'“% sin(kt) .
k=1

Uréeme jesté soucdet vysledné fady. Nejprve nakreslime periodické prodlouzeni f (vlevo), pak podle
Jordanova kritéria soucet fady (vpravo):

=-3n - 0 T R Snt -t 0

Poznamka: Periodické prodlouzeni dané funkce je ve tvaru m+,licha“, tedy i fada je m+,sinova“.



sinova a kosinova Fourierova fada:

Funkce byla zadana na intervalu, ktery ,prekracuje” pocatek, tedy zahrnuje kladna i zaporna cisla. Ne-
méame proto moznost si funkci upravit tak, aby byla bud suda nebo lichd. MtZeme jen doufat, Ze néjakou
symetrii uz meéla ze zadani. Vidime ale, Ze neni ani lichd ani sudé, proto nelze udélat ani sinovou, ani
kosinovou fadu.

i Priklad 6 Pro ndsledujici funkci (tj. prislusné periodické prodlouZeni) najdéte jeji Fourierovou Tadu,
sinovou Fourierovu Tadu a kosinovou Fourierovu tadu. Pro kaZdou Tadu urcete jeji soucet.

Fourierova rada:

V tomto pfipadé mame T = 2, w = 2% = 7. Spocteme koeficienty ay a by.

2 1 2
O/f zo/ldt+1/(2—t)dt:

l\')\[\.')

1 2
u=2—t v =cos(kmt)
[f(t) cos(kmt) d /COS (kmrt) dt Jr/ (2 — t) cos(kt) dt W =-1 v=Lsin(knt) ‘
0 1

S
x~
Il
[\CR V)
o,

1 2 2 2

1 1 1 [ B 1] 1 B
= {lm sm(knrt)} . + [(2 — t)a sm(lmrt)} ) + = / sin(knt) dt =0+ 0 + = { = cos(kwt)} =

= L1 cos(hm) =

k272 k272

1 0, k sudé;
—1 —1 k = —((—1 k_ 1] = ’ ,
[F1+ (1) = 5 ()" — 1] {_kgﬁ, k liché.

Pii vipoctu jsme opét vyuzili toho, ze sin(0) = sin(km) = sin(2kn) = 0, cos(2km) = 1 a cos(kn) = (—1)*.

2 1 2
2 [ u=2-—t v’ = sin(knt) -
b, = §/f t) sin(kmt) tf/sm(lmrt dt+/27t sin(knt) dt = '— 1 v=—Lcos(knt) |~
0 0 1
2
! cos(kmt) 1—1— (2—1) ! cos(kmt) Tl /cos(k t)dt
= — 7T —(2—-t)— 7r - T =
km 0 km 1 km
1
2
1 1 1 1 1 1
- —_— — 1 -_— — — | —si = - = —_—,
- [cos(km) — 1] + - cos(km) - [lmr Sln(kﬂ't)] iy 0 -

Pro vyslednou fadu tedy dostavame:

3 =/ 1 1.
f~ 1 + ;(W[(_l)k — 1] cos(knt) + T 51n(k7rt)) .

Protoze prvni ¢len v zavorce je pro vSechna suda k nulovy, mtizeme fadu rozdélit na dvé a v prvni nahradit
sCitaci index vyrazem 2k + 1.

oo oo

3 -
2N 2 cos((2k + 1)) n(knt).
! 4+1§)(2k+1)27r2cos( T Z T

Nakonec opét uréime soulet vysledné fady. Nejprve nakreslime periodické prodlouzeni f (vlevo), pak
udélame soucet podle Jordanova kritéria (vpravo).




sinova Fourierova fada:

V tomto piipadé mame T' = 2, w = % = 7. Protoze pocitame sinovou fadu bude a; = 0. Pro koeficienty

b, dostavame:

2

1 2

2

b, = 5/f(t)sim(lcgt)dtz/sm dt+/ (2 —t)sin(k+ t)d
0 0 1

u=2—t v’:sin(kgt)

Nakonec opét ur¢ime soudet. Nejprve nakreslime liché periodické prodlouzeni f (vlevo), pak nakreslime

soucet dle Jordanova kritéria.

fo
\, 3 N\ N\
2\ 0)1 N3 4 5 3\1

-1

kosinova Fourierova rada:

V tomto pfipadé méme T' = 2, w = % = 5. Protoze hleddme kosinovou fadu budou koeficienty b, nulové.

Spoctéme koeficienty ay:

2 1 2
2
5/f :/1dt+/(2—t)dt:f
0 0 1
2 1 2
ar = ;/f(t)cos(kgt) dt:/cos(kgt) dt+/(2—t)cos(kgt) dt =
0 0 1

u=2—-t v = cos(kgt)

v=-1 v= %sin(kgt)

0
— %sm(k%) - %sm(kg) - % {]m cos(kt)} 1 =
= —% {cos(lmr) - cos(kg)] = —% {(—1)’“ - cos(kg)] .

Pro vyslednou radu tedy dostavame:

3w 4
f~ vl ; e [cos(kg) — (—1)¥] cos(k:gt) .



Nakonec uréime opét soucet. Nejprve nakreslime sudé periodické prodlouzeni f. Protoze sudé perio-
dické prodlouzeni funkce f je spojité, musi se soucet vysledné fady dle Jordanova kritéria rovnat tomuto
prodlouzeni.

1 f

NN\

-2 0, 1 2 3 4 5 6 7
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b)f(z) = zsinzx.
Reseni. Provedeme nejprve rozvoj ve Fourierovu fadu sinovou. Pro pomocnou funkci
plati

rsinz, x e (0,m),
Fla) = (0,7)

—[—ZB sm(—x)] = —x sinm, MRS (_7?70>'

Koeficienty hledané rady jsou

2 [T 1 [7
b, = / xsinxsinnx dr = / [z cos(1 — n)x — zcos(1l + n)z|de =
T Jo

B zsin(l—n)r  cos(l—n)r sin(l+n)r  cos(l+n)r]" _
B 1—n (1—n)? 1+n (I+n)? |,

1 cos(l —n)w cos(1+n)m 1 1
= - 0+—-—-—-- )--—-7  Q)-— 40+ —| =

W{ Ty (1+n) A—nz T {Txn)
- ( 1)n+1 1 1 B 1 B 4_7”L (_1)n+1 -1
B 7r (1-n)2 (1+n)?] 7 (1-n)21+n)?

16 32
b= g e =0 b= s

Pro n = 1 nema dany vysledek smysl, proto je nutné pouzit pro vypocet b, integral ve
tvaru

2 [T 2 [T I
by = —/ xsinxsinxdx:—/ xsinzxd.r:—/ (x — xcos2x)dr =
0 T Jo T Jo

—_— ™

L2 2 o Leos2s| = L (w2—0-L 0104 ]
= —|———=sin2z—-cos2z| =— (71" —0—=— — | =
T2 2 1 . or 2 2

|w.|ﬂ !

Hledany rozvoj v sinovou radu je

16 32
flz) = gsinx — 9—7Tsin2x ~ 5o5- sindx + --- ,pro x € (0, 7).

VA ANR AN A NN
VARV Vv

Obr. 7. Liché periodické rozsifeni funkce z sinx, z € (0, )
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Nyni provedeme rozvoj v kosinovou radu, pro jejiz pomocnou funkci plati

rsinx, x e (0,m),
Flr) = (0, )
—zsin(—z) = xsinz, z € (—m,0).

Fourierovy koeficienty jsou

2 [7 1
a, = —/ xsinxcosnxdx:—/ [2sin(1 — n)z + zsin(1 + n)z|de =
T Jo T Jo
1] xcos(l—n)x+51n(1—n)x zcos(l+n)r sin(l+n)z]"
o 1—n (1—n)? 1+n (1+n)? |,
_ 1] meos(l—mn)mw 0_7rcos(1+n)7r+0+0_0+0_0 _
T | 1—-n I1+n
- 1 r ﬂ.(_l)nJrl 7T(_1)n+1 B (_1)n+1(_2)
| 1-n I+n | (1-n)(1+n)
1
e R T
Qo y a2 37 as 4’

Koeficient a; ziskdme vypoctem piislusného integralu. Plati

™

2 (" 1 /" 1
a, = —/ :csin:ccosxdx:—/ rsin2r dx = — —fcos2x——sin2:c =

T Jo T Jo T 2 4 0

S W

oo " Ty

Dosazenim dostaneme Fourierovu radu kosinovou
1 2 1

f(ZL‘)Zl—§COSZL‘—§COSQZE+ZCOS3JZ+---,pI"OZL‘E(O,TI‘).

SNN SN NN N NN

—4r -3 -2 - b 2r 3n 4

Obr. 8. Sudé periodické rozsifeni funkce z sinx, z € (0, )

Cviceni 10.2. Rozvinte danou funkci v intervalu (0, 7) ve Fourierovu a) sinovou a b)

kosinovou radu

™ T

a)f($)=§—§

[a)$sin2z + 1sindx + Lsin6z+--- v (0,7)]
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QCJ P¥iklad 5.2.2. Uréete Fourierovu vadu funkce f(x) = x? na intervalu [—1,1].
Reseni: Jedna se opét o Fourierovu fadu s obecnou periodou (paragraf 4.2).
Funkce f(x) = 2% je sud4 na intervalu [—1, 1], z toho plyne, Ze

b, =0pron €N,

1
2
2
pu— d e
ag /_1:10 T 3

/ ! n’n?sinnm — sinnw —i—lwr cosnm
ap =

L (N

\I(\)u”.

pron e N, —

2% cosnrx dr = 2

1 n3m3

Kde vyraz a,, feSime opét pomoci metody per partes.
Tedy pro x z intervalu [—1,1] plati

oo . .
1 2 (n*m? sin mr;sfﬁm + n cos nTr) cos nwx
S

) N A L
€T = 3 3 n:1/ n3 . ~ L

) Y
+ M2 LoD C\Aﬁ sL}

&

Obr.7a: Graf f(z) = 2? na int. [—1, 1] pro n=2



5. PRIKLADY

22

L. T T T

Obr.7b: Graf f(z) = 2° na int. [~1, 1] pro n=10
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