
Řešení: 

Zadaná funkce je tohoto tvaru: 

- 1 , X G [-7T,0) 

sgn(x) = { 0, x = 0 

1, x G (0,7T] 

Funkce je lichá, a tedy všechny koeficienty an jsou nulové. Spočteme koefici-

enty bn: 

- 2 / ( - l ) r a + 1 + ť  2 T 2 

bn = — I 1 sin nx dx = — 7T 7T 

cos nx 
7T n 

Podle Dirichletovy věty Fourierova ř ada konverguje k funkci sgn(x) na celém 

intervalu (—ir,ir). Pro každé x G (—7T,7T) tedy platí 

7T z — * 
(-lf^ + l . 

sin nx 
n=l n 

4 Y ^ sin(2n — l)x 
Ť r ^ 2n- 1 

T l = l 

1 1 
Řadu 1 1 . . . lze zapsat pomocí sumy: N^ ( -1 ) ra+l 

Pro x = | dostaneme: 
«,= 1 

2 r a - l 

>=/(?)=aE (-o ra+l 

2 7 vr ^ 2n - 1 
«,= 1 

Odtud získáme: 

«,= 1 

( - l f + i _ 4 
2 r a - 1 ~~ Ťr 

Př íklad 5. Rozložte ve Fourierovu ř adu funkci: 

/ ( * ) 
0, X G (-7T,0) 

sin x, x G (0,7T) . 

15 
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b)f(x) =







0, x ∈ (−π, 0i,
x, x ∈ (0,πi.

Řešení. Obě zadané funkce jsou monotónní, spojité a ohraničené na daných intervalech.

Provedeme integraci v intervalech h−π, 0i a h0,πi a dostaneme jednotlivé koeficienty.
Platí

a0 =
1
π

�
Z 0

−π

0 dx+
Z π

0

x dx

�

=
1
π

�

0 +
�

x2

2

�π

0

�

=
π

2
,

an =
1
π

�
Z 0

−π

0 cosnx dx+
Z π

0

x cosnx dx

�

=
1
π

�

0 +
�

x

n
sinnx+

1
n2
cosnx

�π

0

�

=

=
1
π

�

1
n2
cosnπ − 1

n2

�

=
1

n2π
(cosnπ − 1) = 1

n2π
[(−1)n − 1] ,

a proto

a1 = − 2
π

, a2 = 0, a3 = − 2
9π

, a4 = 0, . . .

bn =
1
π

�
Z 0

−π

0 sinnx dx+
Z π

0

x sinnx dx

�

=
1
π

�

0 +
�

−x

n
cosnx+

1
n2
sinnx

�π

0

�

=

=
1
π

�

−π

n
cosnπ

�

= − 1
n
cosnπ = − 1

n
(−1)n,

b1 = 1, b2 = −1
2
, b3 =

1
3
, . . .

Poté získané koeficienty dosadíme a dostaneme hledaný rozvoj

f(x) =
a0

2
+

∞
X

n=1

(an cosnx+ bn sinnx) =

=
π

4
+

�

− 2
π
cosx − 2

9π
cos 3x+ · · ·

�

+
�

sin x − 1
2
sin 2x+

1
3
sin 3x+ · · ·

�

.

-4 Π -3 Π -2 Π -Π Π 2 Π 3 Π 4 Π
x

1

2

3

y

Obr. 2. Periodické rozšíření dané funkce
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Řešení. Funkce f je po 2�-periodickém dodefinování na R spojitá. Navíc je mono-
tónní na Œ��; 0� a Œ0; ��, a tedy má na těchto intervalech konečnou variaci. Proto
je f konečné variace na libovolném omezeném intervalu v R. Dle Věty 16.4.3 tak
Fourierova řada funkce f konverguje stejnoměrně na R k f . Máme

a0 D 1

�

Z �

��

f .x/ dx D 2

�

Z �

0

.�2 � x2/ dx D 4

3
�2

a

an D 2

�

Z �

0

.�2 � x2/ cos.nx/ dx

D 2�

�
sin nx

n

��

0

� 2

�

 �
x2 sin nx

n

��

0

�
Z �

0

2x sin nx

n
dx

!

D 4

n�

Z �

0

x sin nx dx

D 4

n�

�h
�x cos nx

n

i�

0
C
Z �

0

cos nx

n
dx

�

D 4

n�

�
�� cos n�

n

�

D 4.�1/nC1

n2
:

Dále bn D 0 díky sudosti funkce f . Tedy

f .x/ D 2

3
�2 C 4

1X

nD1

.�1/nC1

n2
cos nx; x 2 R:

Dosadíme-li za x postupně 0 a � , obdržíme rovnosti

�2 D 2

3
�2 C 4

1X

nD1

.�1/nC1

n2
; 0 D 2

3
�2 C 4

1X

nD1

�1

n2
:

Z nich plynou vztahy
1X

nD1

.�1/nC1

n2
D �2

12
;

1X

nD1

1

n2
D �2

6
:

|

16.7.2. Příklad. Rozviňte funkci

f .x/ D ex ; x 2 .��; �/;

do Fourierovy řady na R. Rozhodněte, zda řada konverguje na R a pokud ano,
určete její součet. Pomocí této řady pak určete součet číselné řady

1X

nD1

.�1/n

n2 C 1
:
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Řešení. Definujme funkci g na R jako

g.x/ D
(

ex�2k� ; x 2 ..2k � 1/�; .2k C 1/�/; k 2 Z;
e� Ce��

2
; x D .2k � 1/�; k 2 Z:

Pak je g funkce s konečnou variací na každém konečném podintervalu R a dle
Věty 16.4.3 konverguje Fourierova řada funkce f ke g na R.

Počítáme-li její koeficenty, dostáváme

a0 D 1

�

Z �

��

ex dx D e� � e��

�
:

Dále pro Ik D R �

��
ex cos kx dx, k 2 N, máme

Ik D Œex cos kx�
�
�� C k

Z �

��

ex sin kx dx

D cos.k�/ .e� � e��/ C k

�
Œex sin kx�

�
�� � k

Z �

��

ex cos kx dx

�

D cos.k�/ .e� � e��/ � k2Ik :

Tedy

Ik D .�1/k e� � e��

k2 C 1

a

an D 1

�
In D .�1/n e� � e��

�.n2 C 1/
; n 2 N:

Dále máme z již provedeného výpočtu rovnost pro koeficenty bn:

bn D 1

�

Z �

��

ex sin nx dx D �n

�
In D .�1/nC1 n.e� � e��/

n2 C 1
:

Tedy

g.x/ D sinh �

�
C 2 sinh �

�

1X

nD1

.�1/n

n2 C 1
.cos nx � n sin nx/; x 2 R:

Dosadíme-li za x D 0, dostáváme

1 D sinh �

�
C 2 sinh �

�

1X

nD1

.�1/n

n2 C 1
:

Odtud
1X

nD1

.�1/n

n2 C 1
D 1

2

� �

sinh �
� 1

�
:

|
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16.7.3. Příklad. Rozviňte funkci

f .x/ D sin 3x C 4x; x 2 .��; ��;

do Fourierovy řady na R. Rozhodněte, zda řada konverguje na R a pokud ano,
určete její součet. Pomocí této řady pak určete součet číselné řady

1X

nD1

.�1/nC1 sin n

n
:

Řešení. Definujme funkci g na R jako

g.x/ D
(

sin 3.x � 2k�/ C 4.x � 2k�/; x 2 ..2k � 1/�; .2k C 1/�/; k 2 Z;

0; x D .2k � 1/�; k 2 Z:

Pak je g funkce s konečnou variací na každém konečném podintervalu R a dle
Věty 16.4.3 konverguje Fourierova řada funkce f ke g na R.

Jelikož je f lichá na .��; �/, je an D 0 pro každé n 2 N [ f0g. Dále platí

2

�

Z �

0

sin 3x sin nx dx D
(

1; n D 3;

0; n ¤ 3;

a
2

�

Z �

0

4x sin nx dx D 8

�

�h
�cos nx

n

i�

0
C
Z �

0

cos nx

n
dx

�

D 8

�

�
�� cos.n�/

n

�
D .�1/nC1 8

n
:

Tedy

g.x/ D sin 3x C 8

1X

nD1

.�1/nC1

n
sin nx; x 2 R:

Pro x D 1 dostáváme

sin 3 C 4 D sin 3 C 8

1X

nD1

.�1/nC1 sin n

n
;

a tedy
1X

nD1

.�1/nC1 sin n

n
D 1

2
:

|

16.7.4. Příklad. Rozviňte funkci

f .x/ D sin x; x 2 Œ0; �/;

do Fourierovy řady na R, která obsahuje pouze členy s cos nx. Rozhodněte, zda
řada konverguje na R a pokud ano, určete její součet. Pomocí této řady pak určete
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d)f(x) =



















1, x ∈ (0,π),
0, x ∈ (π, 2π)
1
2
, x = 0,π, 2π.

Řešení. Pro jednotlivé koeficienty Fourierovy řady platí

a0 =
1
π

�
Z π

0

dx+
Z 2π

π

0 dx

�

=
1
π

�

x

�π

0

= 1,

an =
1
π

�
Z π

0

cosnx dx+
Z 2π

π

0 cosnx dx

�

=
1
π

�

1
n
sinnx

�π

0

= 0,

bn =
1
π

�
Z π

0

sinnx dx+
Z 2π

π

0 sinnx dx

�

=
1

nπ

�

− cosnx

�π

0

= − 1
nπ
(cosnπ − cos 0) =

= −(−1)
n − 1

nπ
.

b1 =
2
π

, b2 = 0, b3 =
2
3π

, b4 = 0, b5 =
2
5π

, . . .

Fourierův rozvoj zadané periodické funkce je

f(x) =
a0

2
+

∞
X

n=1

(an cosnx+ bn sinnx) =
1
2
+
2
π
sin x+

2
3π
sin 3x+

2
5π
sin 5x+ · · ·

e)f(x) = sin x, x ∈ h0,πi.

Řešení. Pro Fourierovy koeficienty platí

a0 =
1
π
2

Z π

0

sin x dx =
2
π

�

− cosx
�π

0

=
2
π
(− cosπ + cos 0) = 4

π
,

an =
2
π

Z π

0

sin x cos
nπ
π
2

x dx =
2
π

Z π

0

sin x cos 2nx dx

Pro výpočet použijeme vzorec sinα cosβ = 1
2
[sin(α − β) + sin(α+ β)]
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Pomocí této Fourierovy řady můžeme vyjádřit např. π 2.
Položíme-li zde x = π, obdržíme

π2 =
π2

3
+ 4

∞
�

n=1

1
n2

, odkud π2 = 6
∞

�

n=1

1
n2

.

Položíme-li x = 0, obdržíme

0 =
π2

3
+ 4

∞
�

n=1

(−1)n
n2

, odkud π2 = 12
∞

�

n=1

(−1)n−1 · 1
n2

.

Příklad 5.1.3. Najděte Fourierův rozvoj funkce f(x) = x2 na intervalu [0, 2π].
Řešení: Hledáme Fourierovu řadu funkce f na intervalu délky 2π, tudíž pro vý-
počet Fourierových koeficientů využijeme poznámky 4.1.9. Funkce není lichá ani
sudá.

a0 =
1

π

�

2π

0

x2 dx =
8

3
π2,

an =
1
π

�

2π

0

x2 cosnx dx, n ∈ N.

Odtud metodou per partes dostaneme

an =
4

n2
pro n = 1, 2, ...

Pro bn, n ∈ N platí

bn =
1

π

�

2π

0

x2 sin nx dx = ... = −4π
n
pro n = 1, 2, ...

Tedy pro všechna x z intervalu (0, 2π) platí

x2 =
4

3
π2 + 4

∞
�

n=1

�

1

n2
cosnx − π

n
sinnx

�

a v krajních bodech intervalu nabývá funkce (podle Dirichletovy věty) hodnoty
aritmetického průměru.
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10

20
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40

–8 –6 –4 –2 2 4 6 8
x

Obr.3a: Graf f(x) = x2 na int. [0, 2π] pro n=2

0

10

20

30

40

–8 –6 –4 –2 2 4 6 8
x

Obr.3b: Graf f(x) = x2 na int. [0, 2π] pro n=10
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�

f(x) = 4
3
π2 + 4

�

cosx+ 1
4
cos 2x+ · · ·

�

− 4π
�

sin x+ 1
2
sin x+ · · ·

��

e)f(x) =







a, v (−0, ti,
−a, v (t, 2ti.

�

f(x) = 4a
π

�

sin π
t
x+ 1

3
sin 3π

t
x+ 1

5
sin 5π

t
x+ · · ·

��

Příklad 10.2. Rozviňte danou funkci v intervalu (0,π) ve Fourierovu řadu sinovou a

kosinovou

a)f(x) = x.

Řešení. Nejprve provedeme rozvoj ve Fourierovu řadu sinovou. Pro pomocnou funkci

F (x) platí

F (x) =







x, x ∈ (0,πi,
−(−x) = x, x ∈ (−π, 0).

Výpočtem dostáváme Fourierovy koeficienty

bn =
2
π

Z π

0

x sinnx dx =
2
π

�

h

−x

n
cosnx

iπ

0
+
1
n

Z π

0

cosnx dx

�

=

=
2
π

�

−x

n
cosnx+

1
n2
sinnx

�π

0

=
2
π

�

−π

n
cosnπ + 0 + 0− 0

�

=

= − 2
n
(−1)n.

b1 = 2, b2 = −1, b3 =
2
3
, . . .

Rozvoj v sinovou řadu je tedy

f(x) = 2 sinx − sin 2x+ 2
3
sin 3x+ · · · ,pro x ∈ (0,πi.
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-4 Π -3 Π -2 Π -Π Π 2 Π 3 Π 4 Π
x

-2

-1

1

2

y

Obr. 5. Liché periodické rozšíření funkce x, x ∈ (0,πi

Nyní provedeme rozvoj ve Fourierovu řadu kosinovou. Pomocná funkce je ve tvaru

F (x) =







x, x ∈ (0,πi,
−x, x ∈ (−π, 0i.

Pro Fourierovy koeficienty platí

a0 =
2
π

Z π

0

x dx =
2
π

�

x2

2

�π

0

=
2
π
· π2

2
= π,

an =
2
π

Z π

0

x cosnx dx =
2
π

�

hx

n
sinnx

iπ

0
− 1

n

Z π

0

sinnx dx

�

=

=
2
π

�

x

n
sinnx+

1
n2
cosnx

�π

0

=
2
π

�

0 +
1
n2
cosnπ − 0− 1

n2

�

=

=
2

n2π

�

(−1)n − 1
�

.

a1 = − 4
π

, a2 = 0, a3 = − 4
9π

, . . .

Po dosazení dostáváme Fourierovu řadu kosinovou

f(x) =
π

2
− 4

π
cosx − 4

9π
cos 3x+ · · · ,pro x ∈ h0,πi.

-4 Π -3 Π -2 Π -Π Π 2 Π 3 Π 4 Π
x

1

2

y

Obr. 6. Sudé periodické rozšíření funkce x, x ∈ h0,πi
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Příklad 5.1.4. Určete Fourierovu řadu sudého pokračování funkce f(x) = e x

definované na intervalu [0,π].
Řešení: Tato úloha se týká poznámky 4.1.5, podle které je zřejmé, že hledáme
rozvoj funkce f v kosinovou řadu. Jedná se o sudou funkci, tudíž

bn = 0 pro n ∈ N,

a0 =
2

π

�

π

0

ex dx =
2

π
(eπ − 1),

an =
2

π

�

π

0

ex cosnx dx pro n ∈ N.

Dvojí aplikací metody per partes u výrazu an obdržíme

an =
2

π

1

n2
(eπ(−1)n − 1)− 2

π

1

n2

�

π

0

ex cosnx dx.

Nyní můžeme řešit následující rovnici

2

π

�

π

0

ex cosnx dx(1 +
1

n2
) =
2

π

1

n2
(eπ(−1)n − 1).

Rovnici vydělíme výrazem n2+1

n2
a obdržíme

an =
2
π

�

π

0

ex cosnx dx =
1
π

2
n2 + 1

(eπ(−1)n − 1) pro n ∈ N.

Tedy pro x z intervalu [0,π] a jeho sudé pokračování platí

ex =
eπ − 1

π
+
2

π

∞
�

n=1

eπ(−1)n − 1
n2 + 1

cosnx.
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x

Obr.5a: Graf f(x) = ex na int. [0,π] a jejího sudého pokračování, pro n=2

5
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15
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x

Obr.5b: Graf f(x) = ex na int. [0,π] a jejího sudého pokračování, pro n=10
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součet číselné řady
1X

nD1

.�1/nC1 sinn

n
:

Řešení. Položme
g.x/ D jsin xj ; x 2 R:

Pak dle Věty 16.4.3 konverguje Fourierova řada funkce g ke g stejnoměrně na R.
Spočtěme koeficienty této Fourieorovy řady. Jelikož je g sudá, jsou členy bn�0,

n 2 N. Dále máme

a0 D 2

�

Z �

0

sin x dx D 4

�

a

an D 2

�

Z �

0

sin x cosnx dx

D 2

�
Œsin x sinnx��0 � 2

n�

Z �

0

cos x sinnx dx

D � 2

n�

h
� cos x

cosnx

n

i�

0
C 2

n�

Z �

0

sin x
cosnx

n
dx

D � 2

n�

�
.�1/n

n
C 1

n

�
C 1

n2
an:

Odtud plyne

an D
(

0; n liché;
� 4

�.n2�1/
; n sudé:

Tedy

g.x/ D 2

�
� 4

�

1X

kD1

1

4k2 � 1
cos 2kx; x 2 R:

Pro x D �
2
pak dostáváme

1 D 2

�
C 4

�

1X

kD1

.�1/kC1

4k2 � 1
;

a tedy
1X

kD1

.�1/kC1

4k2 � 1
D �

4
� 1

2
:

|

16.7.5. Příklad. Pro a > 0 rozviňte funkci

f .x/ D cos ax; x 2 Œ0; ��;
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do Fourierovy řady na R, která obsahuje pouze členy se sinnx. Rozhodněte, zda
řada konverguje na R a pokud ano, určete její součet. Pomocí této řady pak určete
součet číselné řady

1X

kD1

.�1/k.2k C 1/

.2k C 1/2 � 4
:

Řešení. Položme

g.x/ D

�
cos ax; x 2 .0; �/ C 2k�;

0; x D k�;

� cos ax; x 2 .��; 0/ C 2k�;

k 2 Z:

Pak g je lichá funkce s konečnou variací, a tedy její Fourierova řada konverguje ke
g.

Při výpočtu jejích koeficentů máme an D 0 díky lichosti g a

bn D 2

�

Z �

0

cos ax sinnx dx

D 2

�

�
1

a
sinnx sin ax

��

0

� 2

�

Z �

0

n

a
cosnx sin ax dx

D � 2n

�a

Z �

0

cosnx sin ax

D �2n

�a

��1

a
cosnx cos ax

��

0

C 2n

�a

Z �

0

n

a
sinnx cos ax dx

D 2n

�a2
Œ.�1/n cos.a�/ � 1� C n2

a2
bn:

Předpokládejme nejprve, že a … N. Pak z předchozího plyne

bn D 2n

�.a2 � n2/
Œ.�1/n cos.a�/ � 1� ; n 2 N:

Pokud a D k pro nějaké k 2 N, pak

bk D 2

�

Z �

0

sin kx cos kx dx D 1

�

Z �

0

sin 2kx D 0:

Tedy Fourierova řada g má tvar

2

�

1X

nD1;n¤a

n

a2 � n2
Œ.�1/n cos.a�/ � 1� sinnx:
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Nyní uvažujme a D 2 a x D �
2
, pak máme

�1 D cos� D 2

�

1X

nD1;n¤2

Œ.�1/n � 1� sinn
�

2

D 2

�

1X

kD0

.�2/.�1/k.2k C 1/

4 � .2k C 1/2

D 4

�

1X

kD0

.�1/k.2k C 1/

.2k C 1/2 � 4
:

Tedy
1X

kD0

.�1/k.2k C 1/

.2k C 1/2 � 4
D ��

4
:

|

16.7.6. Příklad. Rozviňte funkci

f .x/ D sign.sin 3x/; x 2 Œ0; ��;

do Fourierovy řady na R, která obsahuje pouze členy s cosnx. Rozhodněte, zda
řada konverguje na R a pokud ano, určete její součet. Pomocí této řady pak určete
součet číselné řady

1X

kD0

1

.3k C 1/.3k C 2/
:

Řešení. Uvažujme sudé 2�-periodické rozšíření f na R, tj. funkci

g.x/ D

�
1; x 2 �

.��; � 2
3
�/ [ .� �

3
; 0/ [ .0; �

3
/ [ . 2

3
�; �/

� C 2k�; k 2 Z;

0; x D �
3

k; k 2 Z;

�1; x 2 �
.� 2

3
� � �

3
/ [ . �

3
; 2

3
�/

� C 2k�; k 2 Z:

Dle Věty 16.4.3 konverguje Fourierova řada g k funkci

h.x/ D
(

1; x D k�; k 2 Z;

g.x/; jinak.

Spočtěme koeficienty této řady. Jelikož je g sudá, platí bn D 0 pro každé n 2 N.
Jinak máme

a0 D 2

�

Z �

0

g.x/dx D 2

3
a

an D 2

�

Z �

0

g.x/ cosnx dx D 2

�

 Z �
3

0

cosnx dx �
Z 2

3 �

�
3

cosnx dx C
Z �

2
3 �

cosnx dx

!

D 4

�n

�
sin.

n�

3
/ � sin.

2n�

3
/

�
:
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Tedy

an D

�
0; n 2 f6k; 6k C 1; 6k C 3; 6k C 5g; k 2 N [ f0g;
4

p
3

�n
; n D 6k C 2; k 2 N [ f0g;

� 4
p

3
�n

; n D 6k C 4; k 2 N [ f0g:
Proto má Fourierova řada funkce g tvar

1

3
C

1X

nD1

an cosnx D 1

3
C 4

p
3

�

1X

kD0

�
1

6k C 2
cos.6k C 2/x � 1

6k C 4
cos.6k C 4/x

�
:

Pro x D 0 máme

1 D h.x/ D 1

3
C 4

p
3

�

1X

kD0

�
1

6k C 2
� 1

6k C 4

�

D 1

3
C 2

p
3

�

1X

kD0

1

.3k C 1/.3k C 2/
:

Odtud plyne
1X

kD0

1

.3k C 1/.3k C 2/
D �

3
p

3
:

|

16.7.7. Příklad. Pro ˛ 2 Œ0; �� sečtěte řady
P1

nD1
sin2 n˛

n2 a
P1

nD1
cos2 n˛

n2 .

Řešení. Uvažujme funkci f .x/ D �Œ�˛;˛� 2 ‘.Œ��; ��/ a rozviňme ji do Fourierovy
řady. Máme

a0 D 1

�

Z �

��

f .x/dx D 2˛

�
a

an D 1

�

Z �

��

f .x/ cosnx dx D 1

�

�
sinnx

n

�˛

�˛

D 2 sinn˛

n�
; n 2 N:

Díky sudosti funkce f jsou pak všechny koeficienty bn nulové.
Podle Věty ?? platí

Z �

��

jf .x/j2 dx D �

2
a2

0 C
1X

nD1

�.a2
n C b2

n/:

Tedy dostáváme

2˛ D �

2
� 4˛2

�2
C

1X

nD1

�
4 sin2 n˛

n2�2
;

z čehož plyne
1X

nD1

sin2 n˛

n2
D ˛.� � ˛/

2
:



Řešení: Na intervalu (—7r,0) jsou části integrálů pro koeficienty an,bn nu­

lové. 

o 
2 
7T 

i r i 
ÜQ = — / sin xdx = — I— cos x 

W o TT 
i r

7
 i r 

an = — / sin x cos M ; dx = — / sin (1 + n) x — sin (1 — n) x dx 
TT Jo 27T J0 

TT 
1 

~ 2^ 

Pro n > 1 platí: 
1 /"T 

l 

TT „ 

1 
~ 2^ 

cos (1 + n) x cos (1 — n) x 

n n 
i A-i) 
7T V 1 n n 

í sin x sin nx dx = — / cos (1 — n) x — cos (1 + n) x dx 
o

 27r
 Jo 

sin (1 — n) x sin (1 + n) x 

n n 

Koeficient b\ musíme spočítat oddelené: : 

6i 

/ ( * ) 

sin x dx 
K Jo 27T J0 

Fourierova ř ada má tvar: 

(-1) 

1 — cos 2x dx = — [x — sin 2x]l = -
2"7T 2 

1 1 
— h ­ sin x 
7T 2 7T TT'M 1 

T l = l
 v 

n n 
cos nx 

1 1 . 2 ^­^ cos 2nx 

sin x y. 7T 2 7T ^ ^ 4 n
2
 ­ 1 

T l = l 

Podle Dirichletovy věty je součet této ř ady roven f(x) pro každé x G (—7T,7T) 

Př íklad 6. Rozložte v kosinovou Fourierovu ř adu funkci: 

/ ( * ) 
cos x, x G (0 , 

7T 

COS X, X G ( —, 7T 
7T 

R esem: 

Protože rozkládáme v kosinovou ř adu, jsou všechny koeficienty bn nulové. 

ÜQ = — I cos xdx  
TT . / o TT 

cos xdx 
7T sin x sin x\ 

4 
7T 

16 



2 ľ rl 2 

— / cos x cos nxdx  
TT Jo TT 

7T 

1 f 2 
cos x cos nx dx = — / cos (1 + n) x + 

TT Jo 

+ cos (1 — n)xdx 
7ľ  IK 

2 

cos (1 + n) x + cos (1 — n)x dx 

1 

7T 

sin (1 + n)x sin (1 — n)x 
1 + n 1 — n 

0, pro n liché 

L 1 
pro n = Ak + 2 

sin (1 + n)x sin (1 — n)x 
1 + n n 

7T1 — n2 

4 1 

n 1 — n2 pro n = Ak 

/ ( * ) 

Tento zápis lze sjednotit do jediného: 

.^(-DíK-ir + D^Lj 
Pak tedy, protože funkce je spojitá, platí podle Dirichletovy věty na celém 

intervalu (—7T,7T) : 

2 2 \ ­^, .,n ,, .,„ ^ cos n:r 2 4 v­^, ^„cos nx 
7T 7T 

j](-i)f((-ir + i)^ 
n/ 7T 7T E^T 

rr n=l n=l 

Příklad 7. Rozložte v sinovou Fourierovu ř adu funkcif(x) = cos 2x na 

intervalu (0,7r). 

Řešení: 

Protože rozkládáme v sinovu ř adu, všechny koeficienty an jsou nulové. 

2 r \ r 
i = — cos 2x sin nx dx = — / sin (2 + n)x + sin (n — 2)x dx = 

TT Jo K Jo 
TT 1 

7T 

1 

7T 

cos (n + 2)x cos (n — 2)x 
n + 2 n-2 

1 ^ ( ­ l )
r a + 1

 + l t (­ l )
r a + 1

 + l 

7T n + 2 n-2 

((-D ra+l n + 2 + n ­ 2 _ 2n( ­ l )
r a + 1

 + l 

n2 — A 7T n
2
 — 4 

Protože funkce je spojitá, podle Dirichletovy věty platí na celém 

intervalu (—7T,7T) : 

17 



1 oo 

7T ^ — * 

2 n ( ( - l ) r a + 1 + l )s in nx 

n=l n/ 7T E 2 n + l 
-^ ( 2 n + l ) 2 - 4 

sin (2n + l )x 

Př íklad 8. Rozviňte ve Fourierovu ř adu na intervalu (—7T,7T) funkci 

1 

/ ( * ) 
(TV + x) x E (—vr, 0) 

(IT — x) x E (0,7T) . 

Řešení: 

Jde o lichou funkci, tedy všechny její koeficienty an jsou nulové. Spoč teme 

koeficienty bn: 

1 . » . 1 / r cos nx~ 
-{ir — x)sm nxdx = — [ —n  

,0 2K J n \l n -
použiji metodu per partes = 

br, 
o Jo 

x sin nxdx 

1 
7T 

1 
7T 

-7T-
cos nx 

n 

cos nx 
-7T-

n 

-x-
cos nx 

cos nx 
o Jo 

cos nx 

n 
dx 

-x-
n 

sin nx 

nc 

lvr _ 1 
TT n n 

Podle Dirichletovy věty ř ada konverguje pro všechna x E (—7T,7T) 

kromě x = 0 k zadané funkci: 

m = Y, sin nx 

n=l n 

Př íklad 9. Funkci f(x) = n2 — x2 rozložte ve Fourierovu ř adu na intervalu 

(—7T,7T). Najděte souč ty ř ad: 

( - l ) f c + 1 E E1-
Z ^ £.2 fc2 ' ^ fc2 

fc=l fc=l 

Řešení: 

Jde o sudou funkci, tedy všechny její koeficienty bn jsou rovny nule. Spoč tu 

koeficienty an: 

ÜQ = — / [TI2 — x2) dx 
7T ' 0 7T 

X 
X7T 2 \ 3 ^ 

7T 
-7T 

18 



UTB ve Zlíně, Fakulta aplikované informatiky, 2009 54

d)f(x) =



















1, x ∈ (0,π),
0, x ∈ (π, 2π)
1
2
, x = 0,π, 2π.

Řešení. Pro jednotlivé koeficienty Fourierovy řady platí

a0 =
1
π

�
Z π

0

dx+
Z 2π

π

0 dx

�

=
1
π

�

x

�π

0

= 1,

an =
1
π

�
Z π

0

cosnx dx+
Z 2π

π

0 cosnx dx

�

=
1
π

�

1
n
sinnx

�π

0

= 0,

bn =
1
π

�
Z π

0

sinnx dx+
Z 2π

π

0 sinnx dx

�

=
1

nπ

�

− cosnx

�π

0

= − 1
nπ
(cosnπ − cos 0) =

= −(−1)
n − 1

nπ
.

b1 =
2
π

, b2 = 0, b3 =
2
3π

, b4 = 0, b5 =
2
5π

, . . .

Fourierův rozvoj zadané periodické funkce je

f(x) =
a0

2
+

∞
X

n=1

(an cosnx+ bn sinnx) =
1
2
+
2
π
sin x+

2
3π
sin 3x+

2
5π
sin 5x+ · · ·

e)f(x) = sin x, x ∈ h0,πi.

Řešení. Pro Fourierovy koeficienty platí

a0 =
1
π
2

Z π

0

sin x dx =
2
π

�

− cosx
�π

0

=
2
π
(− cosπ + cos 0) = 4

π
,

an =
2
π

Z π

0

sin x cos
nπ
π
2

x dx =
2
π

Z π

0

sin x cos 2nx dx

Pro výpočet použijeme vzorec sinα cosβ = 1
2
[sin(α − β) + sin(α+ β)]
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an =
2
π
· 1
2

Z π

0

�

sin(1− 2n)x+ sin(1 + 2n)x
�

dx =

=
1
π

�

− 1
1− 2n cos(1− 2n)x − 1

1 + 2n
cos(1 + 2n)x

�π

0

=

= − 1
π

�

cos(1− 2n)π
1− 2n +

cos(1 + 2n)π
1 + 2n

− 1
1− 2n − 1

1 + 2n

�

=

= − 1
π

�−1− 1
1− 2n +

−1− 1
1 + 2n

�

=
2
π

�

1
1− 2n +

1
1 + 2n

�

=

=
4

π (1− 4n2) .

a1 = − 4
3π

, a2 = − 4
15π

, a3 = − 4
35π

, . . .

bn =
2
π

Z π

0

sin x sin 2nx dx

Použijeme vzorec sinα sin β = 1
2
[cos(α − β)− cos(α+ β)] a dostaneme

bn =
2
π
· 1
2

Z π

0

�

cos(1− 2n)x − cos(1 + 2n)x
�

dx =

=
1
π

�

1
1− 2n sin(1− 2n)x − 1

1 + 2n
sin(1 + 2n)x

�π

0

= 0.

Fourierův rozvoj dané funkce je

f(x) =
a0

2
+

∞
X

n=1

(an cos 2nx+bn sin 2nx) =
2
π
− 4
3π
cos 2x− 4

15π
cos 4x− 4

35π
cos 6x+· · ·

-4 Π -3 Π -2 Π -Π Π 2 Π 3 Π 4 Π
x

1
y

Obr. 4. Periodické rozšíření funkce sinx, x ∈ h0,πi

f)f(x) =
x

2
, x ∈ h−t, ti.

Řešení. Daná funkce je lichá na intervalu h−t, ti, a proto její koeficienty jsou

a0 = 0, an = 0,
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bn =
1
t

Z t

−t

x

2
sin

nπ

t
x dx =

u
′

= sin nπ
t
x u = − t

nπ
cos nπ

t
x

v = x v
′

= 1
=

=
1
2t

 

�

− xt

nπ
cos

nπ

t
x

�t

−t

+
t

nπ

Z t

−t

cos
nπ

t
x dx

!

=

=
1
2t

�

− xt

nπ
cos

nπ

t
x+

t2

n2π2
sin

nπ

t
x

�t

−t

=

=
1
2t

�

− t2

nπ
cosnπ +

t2

n2π2
sinnπ − t2

nπ
cos(−nπ)− t2

n2π2
sin(−nπ)

�

=

=
1
2t

�

− t2

nπ
(−1)n − t2

nπ
(−1)n

�

=
(−1)n
2t

�

−2t
2

nπ

�

= −(−1)
nt

nπ
.

b1 =
t

π
, b2 = − t

2π
, b3 =

t

3π
, . . .

Výsledný Fourierův rozvoj funkce je

f(x) =
∞
X

n=1

bn sin
nπx

t
=

t

π

�

sin
πx

t
− 1
2
sin
2πx

t
+
1
3
sin
3πx

t
+ · · ·

�

.

Cvičení 10.1. Rozviňte ve Fourierovu řadu v daném základním intervalu periodicity

funkci

a)f(x) = x v h−π,πi
�

f(x) = 2
�

sin x − 1
2
sin 2x+ 1

3
sin 3x − 1

4
sin 4x+ · · ·

��

b)f(x) =







−π, v (−π, 0),

x, v (0,π).

�

f(x) = −π
4
− 2

π

�

cosx − 1
9
cos 3x+ 1

25
cos 5x+ · · ·

�

+ 3 sinx − 1
2
sin 2x − 3

5
sin 3x+ · · ·

�

c)f(x) =







sin x, v h0,πi,
0, v hπ, 2πi.

�

f(x) = 1
π
+ 1
2
sin x − 2

π

�

cos 2x
1·3 +

cos 4x
3·5 +

cos 6x
5·7 + · · ·

��

d)f(x) = x2 v (0, 2π)



bk =
2
T

T�

0

f(t) sin(kωt)dt , k ≥ 1 .

Typická úloha, která se v souvislosti s Fourierovými řadami vyskytuje, je nalézt pro nějakou funkci f na
intervalu �0, T ) její Fourierovu řadu a určit, jaký je její skutečný součet (tj. jak moc dobře řada původní
funkci reprezentuje). Protože Fourierova řada je definována pro periodické funkce můžeme tuto úlohu
vyřešit třemi různými způsoby:

1. prodloužit funkci f na T -periodickou. Potom dostaneme Fourierovu řadu, které může obsahovat jak
členy se sinem tak i kosinem.

2. prodloužit funkci f na lichou 2T -periodickou. Potom dostaneme tzv. sinovou Fourierovu řadu, která
obsahuje jen členy se sinem.

3. prodloužit funkci f na sudou 2T -periodickou. Potom dostaneme tzv. kosinovou Fourierovu řadu,
která obsahuje jen členy s kosinem.

Pokud bychom v bodech 2 a 3 přímo počítali koeficienty ak a bk pomocí definice Fourierovy řady, museli
bychom integrovat přes interval dlouhý 2T . Nicméně díky jisté symetrii, kterou liché a sudé funkce splňují,
lze ukázat, že koeficienty lze v těchto případech spočítat jednodušeji. Konkrétně pro sinovou řadu platí
ak = 0 a

bk =
2
T

T�

0

f(t) sin(kωt)dt ,

kde tentokrát ω = π
T . Pro kosinovou máme naopak bk = 0 a

ak =
2
T

T�

0

f(t) cos(kωt)dt , kde ω =
π

T
.

Ukážeme si nyní na konkrétních příkladech, jak se tato úloha řeší. V každém příkladu ukážeme všechny
tři možné řešení z výše uvedených bodů.

Příklad 3 Pro následující funkci (tj. příslušné periodické prodloužení) najděte její Fourierovou řadu,
sinovou Fourierovu řadu a kosinovou Fourierovu řadu. Pro každou řadu určete její součet.

f(t) =

�
0, t ∈ �0, 2);

2, t ∈ �2, 4).

Fourierova řada:

Perioda funkce f(t) je tedy T = 4. To znamená, že ω = 2π
T =

π
2 . Spočteme koeficienty ak. Pro k = 0

máme:

a0 =
2
T

T�

0

f(t) dt =
1
2

4�

2

2 dt = 2 .

Pro k ≥ 1 dostaneme:

ak =
2
T

T�

0

f(t) cos
�
kωt

�
dt =

1
2

4�

2

2 cos
�
k

π

2
t
�
dt =

� 1
k π
2

sin
�
k

π

2
t
��4
2
= 0 .

Poslední rovnost plyne z faktu, že sin(2kπ) = sin(kπ) = 0 pro všechny k.
Dále spočítáme koeficienty bk, k ≥ 1:

bk =
2
T

T�

0

f(t) sin
�
kωt

�
dt =

1
2

4�

2

2 sin
�
k

π

2
t
�
dt =

�
−
2
kπ
cos

�
k

π

2
t
��4
2
= −

2
kπ
(cos(2kπ)− cos(kπ)) .

2



Protože cos(2kπ) = 1 a cos(kπ) = (−1)k, dostaneme nakonec

bk = −
2
kπ
[1− (−1)k] =

�
0, k sudé;

− 4
kπ , k liché.

Fourierova řada pro danou funkci tedy je:

f ∼
2
2
+
∞�

k=1

�
0 · cos

�
k

π

2
t
�
+
2
kπ
[(−1)k − 1] sin

�
k

π

2
t
��
= 1 +

∞�

k=1

2
kπ
[(−1)k − 1] sin

�
k

π

2
t
�

Jelikož všechny sudé členy vyskytující se v poslední řadě jsou nulové, lze poslední výraz ještě upravit tak,
že sčítací index k nahradíme výrazem 2k + 1 a za bk dosadíme jeho hodnoty pro lichá k:

f ∼ 1−
∞�

k=0

4
(2k + 1)π

sin
�
(2k + 1)

π

2
t
�

Dále máme určit součet nalezené Fourierovy řady. Nakreslíme si periodické prodloužení f (vlevo), a
pak si vzpomeneme na Jordanovo kritérium. Tam, kde je f spojitá, je součet řady roven f . Tam, kde je
bod nespojitosti, konverguje řada k průměru 12 [f(t

+) + f(t−)] (součet vpravo).

6 8 10

2

0 2 4−2

F(t)f(t)

6 8 10

2

0 2 4−2

Formulí lze součet vyjádřit takto:

F (t) =





0, t ∈ (4k, 4k + 2);

2, t ∈ (4k + 2, 4k + 4);

1, t = 2k

pro k ∈ Z .

Všiměte si následující věci: „normální� Fourierka je „skoro sinová�, proč? Protože podle obrázku
vidíme, že periodické prodlužení f je vlastně ve tvaru 1+„lichá funkce�, proto také odpovídající řada
je ve tvaru 1+„sinová�.

sinová Fourierova:

V tomto případě máme opět T = 4. Nicméně ω = π
T =

π
4 . Protože budeme počítat sinovou řady víme, že

koeficienty u kosinů ak = 0. Spočtěme nyní koeficienty bk:

bk =
2
T

4�

0

f(t) sin
�
kωt

�
dt =

1
2

4�

2

2 sin
�
k

π

4
t
�
dt =

�
−
4
kπ
cos

�
k

π

4
t
��4
2
= −

4
kπ

�
cos(kπ)− cos

�
k

π

2

��
.

Jelikož cos(kπ) = (−1)k a

cos(k
π

2
) =





1 pro k = 4n ,

0 pro k = 4n ± 1 , n ∈ Z ,

−1 pro k = 4n+ 2 ,

můžeme přepsat poslední výraz pro bk takto:

bk = −
4
kπ

�
(−1)k − cos

�
k

π

2

��
=





0, k = 4n ,
4

kπ , k = 4n ± 1 , n ∈ Z ,

− 8
kπ , k = 4n+ 2 .

Poslední výraz není příliš hezký, takže ho výsledného zápisu řady raději nepoužijeme. Dostáváme tedy:

f ∼
∞�

k=1

4
kπ

�
cos

�
k

π

2

�
− (−1)k

�
sin

�
k

π

4
t
�
.

Dále určíme součet sinové řady. Nejprve nakreslíme liché periodické prodloužení f se základní periodou
�−4, 4) (vlevo), pak nakreslíme součet dle Jordanova kritéria.

3
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kosinová Fourierova:

Nakonec najdeme kosinovou řadu. Máme tedy T = 4, ω = π
T =

π
4 . Koeficienty u sinů bk = 0. Pro

koeficienty u kosinů máme:

a0 =
2
T

4�

0

f(t) dt = 2 ,

ak =
2
T

4�

0

f(t) cos
�
kωt

�
dt =

1
2

4�

2

2 cos
�
k

π

4
t
�
dt =

� 4
kπ
sin

�
k

π

4
t
��4
2
=
4
kπ

�
sin(kπ)− sin

�
k

π

2

��
.

Jelikož sin(kπ) = 0 dostáváme:

ak = −
4
kπ
sin(k

π

2

�
=





0, k = 4n , k = 4n+ 2 ,

− 4
kπ , k = 4n+ 1 , n ∈ Z ,
4

kπ , k = 4n+ 3 .

Proto

f ∼ 1 +
∞�

k=1

−4
kπ
sin

�
k

π

2

�
cos

�
k

π

4
t
�
.

Všiměte si, že koeficienty ak se rovnají 0 pro sudá k a 4
kπ nebo −

4
kπ pro lichá. Pokud tedy nahradíme

sčítací index ve výsledné řadě výrazem 2k + 1, lze výsledek napsat takto:

f ∼ 1 +
∞�

k=0

(−1)k+1
4

(2k + 1)π
cos

�
(2k + 1)

π

4
t
�
.

Nakonec určíme součet kosinové řady. Nejprve nakreslíme sudé periodické prodloužení f se základní
periodou �−4, 4) (vlevo), pak nakreslíme součet dle Jordanova kritéria.

F(t)

80 2 4−4−6

f(t)

6 8 100 2 4−2−4−6 −2 6

2 2

10

Příklad 4 Pro následující funkci (tj. příslušné periodické prodloužení) najděte její Fourierovou řadu,
sinovou Fourierovu řadu a kosinovou Fourierovu řadu. Pro každou řadu určete její součet.

f(t) = 1− t , t ∈ �0, 2) .

Fourierova řada:

Pro funkci f máme T = 2, ω = 2π
T = π. Spočítáme koeficienty ak a bk.

a0 =
2
2

2�

0

(1− t) dt = 0 .

Následující integrály budeme počítat pomocí metody per partes.

ak =
2
2

2�

0

(1−t) cos(kπt) dt =

����
u = 1− t v� = cos(kπt)
u� = −1 v = 1

kπ sin(kπt)

���� =
�
(1− t)

1
kπ
sin(kπt)

�2

0

+
1
kπ

2�

0

sin(kπt) dt .

4
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