22. cviceni
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/

Piiklady

1. Zformulujte Bolzano-Cauchyovu podminku pomoci negace (integral diverguje préavée

tehdy, kdyz. .. ).

Reseni: Nechf funkce f je spojitd na intervalu [a,b). Pak integrél ff f diverguje
prave tehdy, kdyz existuje € > 0 tak, ze pro kazdé b € (a, b) existuji dva body 1,
xo spliujici b’ < 21 < 29 < b a

2
[
1

2. Ukazte divergenci pomoci B-C podminky.

00 N 1 1
(a) / z%In(1 +z)|cosz|dx, « > 0.  (b) / x® arctan x cos — dz, o < —3.
1 0 T
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22. cviceni
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/

Piiklady

1. Zformulujte Bolzano-Cauchyovu podminku pomoci negace (integral diverguje prévée

tehdy, kdyz. .. ).

Reseni: Nechf funkce f je spojitd na intervalu [a,b). Pak integrél ff f diverguje
prave tehdy, kdyz existuje € > 0 tak, ze pro kazdé b’ € (a, b) existuji dva body 1,
xo spliujici b/ < 21 <29 < b a

2
[
1

2. Ukazte divergenci pomoci B-C podminky.

00 N 1 1
(a) / z*In(1 +z)|cosz|dr, « > 0.  (b) / x® arctan x cos — dz, o < —3.
1 0 T
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3. Vysetiete absolutni i neabsolutni konvergenci integralu, jestlize a,b,c € R a
Oé,ﬁ,’)/ € (0700)

+oo
(a) / sin x® dx
0

Reseni:
Proved'me substituci t = z%:

=tV dz= Lija-t g
(6%

400 +oo :
sin ¢
/ sinx%dx = / ——dt
0 0 atl—1/a

Na pravém okoli nuly ¢ € (0,7/2) je integrand kladny a muzeme zde pouzit
srovnani s funkci

a plati, ze

smt ¢t 1
H=1/a 7 f-1/a = -1/a’

tudiz integral foﬂ/ 2 tf}gfl dt konverguje, a to navic absolutné, pravé kdyz
—1/a < 1, tedy pokud a > —1. Jinak diverguje. Oboji plyne z limitniho

srovnavaciho kritéria. Pro kladné « tedy v okoli nuly neni s konvergenci

problém.
oo 3
sint
/ LA
/2 t1-1/a

O tomto integrélu vime, ze konverguje absolutné, pravé kdyz 1 — 1/a > 1,
tedy dohromady s prvnim pfipadem pokud —1 < a < 0.

Zbyva tak vySettit integral

Vime také, ze konverguje neabsolutné, pokud 2 > 1 — 1/a > 0, tedy pokud
a> 1.

Odtud méame, ze absolutni konvergence integralu v zadani ptikladu nenastava
pro zddné a > 0 a Ze integral konverguje neabsolutné pro o > 1.

(b) /+°° coSTE
1

/2 In® 2z

Resenti:

Srovnanim s funkei | cos(mx)|/x na okoli nekoneéna dostaneme, ze absolutné
integral nekonverguje pro zadné a > 0.

Neabsolutné konverguje na [1, +00) podle Dirichletova kritéria, nebot cos(rz)
méd omezenou primitivn{ funkei |2 sin(rz)| < 1 a 1/In®2z — 0 monoténné
pro kazdé o > 0.

Na okoli 1/2 pouzijme odhady

cos(mz) = sin(mz — 1/2) ~ (rz —m/2) = 7 (az - ;)
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In(22) = In(1 + (22 — 1)) ~ (22 — 1) = 2 <:1; _ 1)

2
l1—o
f@) = g (o)

odtud mdme na absolutni i neabsolutni konvergenci (nebot integrand na
(1/2,1] neméni znaménko) podminku podle limitniho srovndvaciho kritéria,
zel—a>—1, tudiz a < 2.

Zavér: integral konverguje neabsolutné pro 0 < a < 2.

+oo
(c) / sin e” dx

—0o0

a tudiz

Resent:
Provedeme substituci t = e*. Potom z = Int a dx = 1/tdt, integral tak

prejde na tvar
+00 o3
sint
/ L
0 t

o némz je znamo, ze konverguje neabsolutné.
(d) /JFOO Sin:L“Sian dr
0 T
Reseni:
Na (dostatetné malém pravém prstencovém) okoli nuly integrand neméni
znaménko a chova se priblizné jako

2
f(LL‘) ~ Wa

odkud dostdvame podminku na konvergenci o — 2 < 1, tedy a < 3.
Na okoli nekone¢na nejprve integrand prepiSeme do jiného tvaru pomoci iden-
tity
cosx — cos 3z

2
Neabsolutni konvergence: Protoze funkce cosx i cos 3x maji omezené primi-
tivni funkce, dostaneme pomoci Dirichletova kritéria, ze funkce u nekoneéna
neabsolutné konverguje pro vsechna a > 0.

sin x sin 2x =

Absolutni konvergence: Nejprve necht o > 1. Pak

sin x sin 2x 1

< .
=

wa
Tedy ze srovnavaciho kritéria funkce absolutné konverguje.

Nynf necht « € (0,1]. Odhadujme zespodu:

sin x sin 2x

_ 2sin®z|cos z| S 2sin?zcos’z  1sin?(2z) 11 — cos(4x)
N - & 2 x> 4 T

% x®
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oo cos(4x)

Ale [ I% je divergentni pro a € (0,1], kdezto [~ =3

Dirichleta).
Dohromady tedy floo ilf%i(m diverguje. A ze srovnavaciho kritéria diver-
guje i puvodni integral.

je konvergentni (z

Zavér: Integral konverguje pro 0 < a < 3, pro 1 < a < 3 navic absolutné.
Jinak diverguje.

+o0 a 1
(e) / L sin— da
0 z?

2
et —1
ResSeni:

Na [1, +00) integral konverguje absolutné srovnanim s e%, nebot plati, Ze

f(x) o z“ ) e -Sini T—+00

= 0
1/er e ev? —1 z?

nebot vsechny ¢leny konverguji k nule pro libovolné a € R.

Absolutni konvergence u 0: Na pravém d-okoli nuly je (pro dost malé §)

Uvazujme tedy nejprve integral

0 1
/ 2% 2 sin — dx
0 X

Substituci t = x—IQ dostaneme ekvivalentni integral
+00 o3
sint
[,
1/62 t7 2
o kterém vime, ze:

konverguje absolutné, pokud (a 4 1)/2 > 1, tedy pokud a > 1.

2
L "
Protoze lim,_,q e

- = 1, mame na néjakém okoli 0 odhady

1 z?
a S 2 S 2
27 e —1
Pro srovnéavaci kritérium pak mame
1 49 .1 | 1
—z¢ 2Slm—2 < |— 2" 2Sm—2 < |2z 2sm—2
2 T er” — T T

Tedy nés puvodni integrél u 0 konverguje absolutné, pokud (a +1)/2 > 1,
tedy pokud a > 1.
Zaveér: Integral konverguje absolutné, pokud a > 1.
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! 1
(f) / sf . mr o
0 x—1In(1l+x)
Reseni:
U nuly pouzijte odhady

In(1+2z) ~ =z, r—1~1

a podle limitniho srovnavaciho kritéria staci vySetiovat konvergenci integralu

0 .at1/3-1
|
0 Inx

Tento integral konverguje pro o — 2/3 > —1, tedy pro a > —1/3
U jednicky pouzijeme odhady

r~1l, In(l+z)=In2, hrrz-1

a podle limitniho srovnavaciho kritéria staci vySetifovat integral

1
/ (.le o 1)2/3
1-6

Tento integral konverguje absolutné (funkce ma do jednicky dokonce spojité
rozsifent).
Zaver: Integral konverguje pro a > —1/3, a to absolutné.
1
1
(g) / arcsin *(z(1 — x)) sin — dx

0 T

Reseni:

U jednicky plati, ze

1
arcsin z(1 —z) ~ z(1 —z) = (1 — x), sin — =~ sin 1
x

Protoze integrand na vhodném levém okoli jednicky neméni znaménko, staci
podle limitniho srovnavaciho kritéria vySetfovat (absolutni) konvergenci in-

tegralu
1
/ (1 —-z)%dx
1-6

pro vhodné malé kladné 9, coz je ekvivalentni vySetfovani konvergence in-

tegralu
é
/ y* dy
0

ktery dostaneme substituci y = 1—x. O ném vime, ze konverguje pro a > —1.

U nuly plati, ze
arcsin (1 —z) =~ z(1 — z) = z.
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Dale, funkce z(1 — x) i (1 — z) jsou monoténni, jejich a-té mocniny taktéz.

Ukazeme, ze i funkce %arcsin z je monoténni na néjakém pravém okoli nuly.

arcsin
T

Daéle uvazujme funkei g(z) = . Ta je rostouci na (0,1):

x

<arcsin (x) >/ _x —arcsin (z) V1 — 2?2
JEN

Pro citatele substituujme x = sinu (pracujeme na intervalu u € (0, ):

sinu —uV 1 —sin?u = sinu — ucosu

Ale sinu — ucosu > 0 protoze

sinu > ucosu

sinu
>u
cosu

Y

coz je pravda.

Diky monotoniim pak sta¢i dle limitniho srovndvaciho kritéria a dle Abelova
kritéria vySetifovat absolutni i neabsolutni konvergenci integralu

€ 1
% sin —
0 x

pro vhodné € > 0. Zasubstituujeme y = ™% na integral
*1 a >~ 1
/ —y_l_éy_a sinydy = / —y_Q_é siny dy.
1« 1 @

Tento integral absolutné konverguje pro —2 — é < —1, tedy a > —1. Jiné
hodnoty « neni potieba vysetfovat (kvili konvergenci u 1).

Zavér: pro a > —1 integral konverguje, a to navic absolutné. Jinak diverguje.

+oo
(h) / arcsin
0

Reseni:

Inz cos x dx

2 +1
Funkce m4 spojité rozsifeni do nuly, nebot

X x

arcsin £ & r — arcsin 3 N — ~
¢+ 1 x4+ 1

X

Iimznz =0
x—0

Problematicky bod je tedy pouze nekonecno. Protoze —"+ — 0 pro z — o0,

24
plati také na okoli nekonecna, ze

T Nl
224+1 2241 «x

arcsin
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7 odhadu platného pro z > e

| cos x| | cos x|

Inz >

X

vyplyva, Ze integral nemuze konvergovat absolutné.

Ptvodn{ integral vyfesime pomoci odhadu arcsin w > w pro u > 0. Déle
mame pro x > 1 22 + 1 < 222, Pak

Inx cosx

1
— Inxzcosz
2

. T
arcsin ——— Inz coszx
+1 z

>
2 -

r >
2 +1 -

Tedy absolutné integral diverguje.

Pro neabsolutni konvergenci uvazujme

T In g
—— cosx dzr.
1 X

Protoze 1"79” — 0 pro x — 400 a tato funkce je na néjakém okoli nekonecna

monotoénni, je integral neabsolutné konvergentni podle Dirichletova kritéria,

nebot funkce cosz mé omezenou primitivni funkci.
K monotonii thx Na intervalu (0, +00) je tato funkce spojitd a ma spojitou

derivaci, ktera je pro x > e zdporna, jak dostdvame pfimym vypocCtem:

Inz\" 1-Inz
— ] =——>—<0
x x
Déle vySetfeme integral

tooo g Inzx oo 22 Ingx
5 r—— cosx dx = 5 ——cosxdzr.
1 z“+1 =z 1 z¢+1

2

Tiaz Je monoténni a omezena.

Ten konverguje z Abela, protoze
Nakonec uvazujme integral

+oo arCSiD.‘4g4§ xz Inzx
Lte 5 —— cosx dx.
1 s +‘1

_a
1422

. . arcsin =% e
Konverguje z Abela, protoze funkce ——*= je omezend (m4 limitu rovnu

1422
1 nekone¢nu) a monoténni. Plati, ze slozeni dvou monoténnich funkef je také

monoténni. Pro h(z) = 175> mdme

< z >'_ 1— 22
1+a2)  (1422)%

Tedy h je klesajici pro x > 1.

Matematickd analyza 2, 2020/21, Kristyna Kuncova 7



arcsin t

Dale uvazujme funkci g(t) = . Ta je rostouci na (0,1):

(arcsin (t))/ _ t—arcsin (t) V1 — ¢
t 21 — t2

Pro citatele substituujme ¢ = sinu (pracujeme na intervalu v € (0, 5):

sinu —uV 1 —sin?u = sinu — ucosu

Ale sinu — ucosu > 0 protoze

sinu > ucosu

sin u

>u

cosu

coz je pravda.
3 €T
arcsin 71_‘_12
x
1422
Zaveér: integral konverguje.

Dohromady je monoténni.

Zkouskové priklady

4. Vysetiete konvergenci integralu (nemusi byt absolutni)

! 5 i cos
(a) / ln(arctanw)?armzjdx, / min{l, vz — 1} ————
0

R el=% — 1)« VI — \f
o€

oo Pin(1 — 2)vo — 22
(b) /0 arcsin %cos(wQ)lnxdx (d) /0 In(1 sin(zm,’Q) dz
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