~\ Priklad 2 :
| e Nejprve upravime:

cos(3n + 2) = cos3ncos 2 — sin 3nsin 2.

Vime, Ze fada ) ., sinnz mé omezené &istedné soulty pro kazdé z € R a Ze fada
> o2 i cosnz mé omezené asteéné soulty pro kazdé z € R\ {2km,k € Z}. Proto maji
fada ) oo sin3n ifada ) oo, cos3n omezené ¢astedné soudty.

oo
n
[ POSIOle’lOSt {M——n——m}nz
ovérit napfiklad derivovanim funkce m), proto podle Dirichletova kritéria konverguji

Ttady o2y T T Cos3n a P T 7 Sin3n, a tedy i Fada

; konverguje k nule a je pro vSechna n > 2 klesajici (jak lze

o0
n
—————cos(3In+2) =
; (n+1)vn+1 ( )
= n > n
= cos2 ———————cos3n —sin 2 ————————sin3n
;(n—kl)\/n—#l ;(rﬁ—l)\/n%—l
konverguje, nebot je linedrni kombinaci konvergentnich fad.
Bodovani pfi pouziti tohoto postupu pfi vypoctu:
e pouziti sou¢tového vzorce pro kosinus ... 5 bodi
e omezenost Casteénych soudtt Y oo, sin(3n) resp. > oo cos(3n) ..o, 2 body
. : AL d
L Py jdemonoténné knule ........... 5 bodi
e pouZit! (zminéni) Dirichletova kritéria .............. ... i 2 body

e linedrni kombinace konvergentnich fad je konvergentni fada .................. 1 bod




Reseni pisemné zkoudky z Matematické analyzy 1b (4)
LS 2008-09, 17.6. 2009

Reseni zde uvddénd jsou pouze jakymsi podrobnéjsim ndvodem s mezivysledky. Doporucujeme
provést a rozmyslet si viechny dpravy a vypocty jako cvicent podrobné.

Piiklad 1 : Plati

1 1
arctge = ¢ — gm?’ + gw“r’ + o(z%), z — 0,
1 1
sinwzmng?’—f—l—éaxs—l—o(af), z — 0.

Odtud dostavame

1 1 1 1 il
arctg(sinz) =z — 6:53 + EBxS + o(z®) — 3 (a: - E:c?’ + 0(x4)> + g(m + 0(2?))5 + o(sin® z)
:x»lm?’—l—%mf’—ko(ms) z—0
2 8 ¥ '
Déle mame
NSl ] i
sin (m - —m3> — T gm?’ o <x - §m3> + 150 <m - §x3> + o(z)
7
:m—5x3+Em5+o(x5), z—0
Pak dostavame
T (z) = Za®
Déle plati
arcsinz = z + 1:53 + ix5 + o(z®) z—0
6 40 : §
1 1
cosa::1—~—2—:c2+ﬂx4—|—o(m5), z— 0.

Pro jmenovatele dostavame
1
(arcsinz) - (cosz) — arctge = —6:1:5 + o(z®).

Z vyse uvedenych rozvoji plyne

/() RS

2—0 (arcsinz) - (cosz) — arctgz 5

@ Priklad 2 : PouZijeme Dirichletovo a potom Abelovo kritérium:

e Vime, Ze posloupnost {cosn}$ ; ma omezené Castecné soucty.

= oo
e UkiZeme, Ze posloupnost {log (—:n—;D }n_l konverguje k nule a je rostouci: pro x > 0

ozna¢me f(z) := log <§;ﬁ>, potom f'(z) = g% > 0 (pro v8echna z > 0). Posloupnost



an := f(n), n € N, je tedy rostouci a snadno se spoéte lim, o an, = 0. Podle Dirichletova
/Ib kritéria tedy fada

> e —1
nzzzllog (e” = 1> -cosn konverguje. (1)

o]

e Posloupnost {arctg (e—f%)} ; je monoténni a omezend (monotonii lze opét dostat na-
n=

piiklad zderivovanim piislu$né funkce, omezenost plyne z toho, Ze posloupnost mé vlastni
limitu — jakou?). Podle Abelova kritéria a (1) tedy fada

> er e" —1
,; arctg (e” - 1) -log (e” s 1) -cosn konverguje. (2)

Poznamka. Rada dokonce konverguje absolutng, coz byl jiny (otédzkou je, jestli jednodussi)
zpisob, jak zjistit jeji konvergenci. Pro vSechna n € N totiz plati:

e e -1 T e —1 T e +1
arctg <e" - 1> -log <e” . 1> -cosn| < o log (e”_—i-_l>~ = §log <e" — 1> (3)
a déle
log (efﬁj) log (1 + TQ_—l) 2
lim —-—% = lim B A | (4)
it ¢ 71 e

(spoctéte peclive). Pouzijte dale skutecnost, Ze Fada S | 2 konverguje (napfiklad podle podilo-

vého kritéria). Vysledek pak d4 limitni srovnavaci a srovnévaci kritérium s pouzitim (3) a (4).

Piiklad 3 : Pouzijeme substituci e =y, e dz = dy. Dostaneme

00 e3w o] y2
1= / > 5 dz = / e Iy
s Cila ) o (W+2)2@y+1)
Rozkladem na parcidlni zlomky zjistime

y? 4 4 1 4

= =t 4 - .
+2)2(y+1)2 (¥y+2)? y+2 (g+1)* y+1

Pak dostdvame

I—{ Li + 4log(y + 2) o 4log( +1)}
| B = = (o]
VT2 gy | gly £

4 1 y+2\1%
S R e e e — =3 —4log2.
{ RPN o g<y+1>}o .

Priklad 4 : Oznacime
o sin? (7z)
(1—=z)~
pro z € (0,1). Funkce f je na intervalu (0,1) kladna a spojita. Stadi tedy vySet¥it jeji chovani
v krajnich bodech.

f(z) = (arcsinz — x)



D

Priklad 3 : Vysetfete konvergenci fady

in—{—l i n+3\"
e )

n=1

kde log z (= Inz) je p¥irozeny logaritmus (logaritmus o zékladu e). (15 bodt)

Reseni : Polo¥me

a i L lo D
" 4+ 3 gn—i—l

Protoze Zﬁ’ > 1, je ap > 0. PouZijeme odmocninové kritérium:

njn+1 - n+3
ntd  Cmtd
—————

=:bn, =iCn

gy =

Plati
3

1+
lim ¢, = lim log = lim log 5 T =logl=0,

n—00 n—00 n -+ n—00

n
kde jsme vyuzili faktu, ze lim ﬁ = 0, aritmetiky limit a spojitosti logaritmu v bodé€ 1. Déale pro

kazdé n pfirozené plati 0 < ”"'1 <1, tedyi
n+1
n+3

odkud plyne, #e posloupnost by, je omezena’. Podle véty, Ze limita sou¢inu omezené posloupnosti a
posloupnosti jdouci k nule, je nula, tedy méame

lim ¥a, =0,
n—oo

coz podle limitniho odmocninového kritéria znamend, Ze zadand fada konverguje.

0< ¥

<5

Poznamka: Jinou moZnosti bylo nejprve pouZit (limitniho) srovnévaciho kritéria, tj. bud si
uvédomit, Ze pro vSechna pfirozena n plati

O<n+1 lo e n< lo LEA
n+3 gn—l—l gn-{~1 ’

n+l n+3
n+3 (log n+1)
m ——5— =

n—00 +3
(log Z+1)

nebo ze plati

At jiz pouZijeme jeden & druhy argument, vidime, Ze konvergence fady )

1
kuje konvergenci fady Y oo, Zié (log Zﬁ) Konvergenci fady > oo, (log z—ﬁ’) vSak dostaneme

z odmocninového kritéria, jako vyse.

Bodovéani pfi pouziti tohoto postupu vypoctu:

e aplikace odmocninového kritéria ......... .. .. i 3 body
e ap > 0, aritmetika limit . ... o 2 + 2body
o vypocet limity logaritmu ....... ..o 4 bodl
o vypocet limity n=té odMOCIITIY « ¢ s s e s pow dite o s ras oo a's sm 5 oo a5 5 (5 5 el 6.8 85 4 e 4 bodi

Bodové srdZky za nespravna nebo zapomenuta oduvodnéni:
e odiivodnéni vypoctu limity (omezend krit posloupnost s nulovou limitou) .... 4 body
Bodové srazka za num. chybu, kterd nemeéni charakter vipodctu, je podle zavaznosti 1-2 body.

2Samozfejmé je také mozZno spoéitat limitu lim b, = 1 napiiklad rozpisem obecné mocniny na exponencielu a
n— 00

logaritmus, a obdrzime také lim /a, =
n—oo
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Priklad 3 : Vysetiete konvergenci fady

i\/Zn—kl——\/@n—lSin 1
Vn In’
i (15 bodti)

Rl

Regeni : PouZijeme limitni srovnavaci kritérium, ¢leny vysetfované fady budeme srovnavat S 7141—/3

Ctenaii je tak v této chvili ddna moznost piijit na to, pro¢ zrovna tato mocnina n\le ta prava..
Pokud se nechate poddat, tak vézte, Ze pro velkd n se

VI Fl-vIn—1 _ 2
Vn T m(VImril+voan—1)

zatimco (stéle pro velkd n) se

i 1
,,chova, jako“ =

1 1
sin n ,chové jako“ ok (2)

Nyni je potfeba tyto naSe odhady matematicky pfesné odfivodnit. Poéitejme tedy, a nezapomeinime
ani na odfivodnéni vypoctu:

__Zﬂ:___ van—1 i % on sin \T}—ﬁ
lim = lim =
n—o0 15 n—co \/n (v2n + 1+ +v2n —1) %
] 2 sin % 1
SN e 3)
2+ gty2—5 W
=:Ap =:Bn
Protoze limn_,oo% = 0, dostali jsme lim, oo Ap = 3 \/— Pouz111 jsme vétu o aritmetice limit,

Heineovu vétu a spojitost odmocniny. Pro posloupnost Br, plati (priibéh a vysledek tohoto vypoctu
je pFesné to, co stoji za ,0dhadem* v (2)):

lim
n—0o0

e,

SN 3= (o, sinz
1\/5 ) lim —

n

=1.
z—0 X

Rovnost v (%)

Z — 1 a Heineovy véty pouZité na posloupnost
{3—} kter4 sestéva z nenulovych ¢lend a konverguje k 0. Tim je odiivodnén vypodet (3).

Protoze limita v (3) je vlastni a nenulové, a protoZe obé srovnavané fady jsou rady s kladnymi
¢leny, konverguje nadmi vySetfovand fada pravé tehdy, kdy# konverguje fada > oo, o /3 Tato fada
viak konverguje podle véty, Ze fada Bt n% je konvergentni pravé tehdy, kdyz o > 1.

Z4vér: ndmi vySetfovand fada tedy konverguje.

Bodovéni p¥i pouZiti tohoto postupu vypoctu:

o odhad s jakou Fadou SrOVIIAt ........eii i 5 body
o Siselny vipodet Hmity v (3) «.ovvvvneerii 6 bodl
0 ZAVET, 7€ Yada KONVETZUJE ... ovvnetrn ettt 4 bodu
Bodové srazky za nespravna nebo zapomenutd odivodnéni:
e uvedeni, Ze limy .o % e e s st s o cohe B0 55 5 02 7 e e e e e et o 1 bod
0 aritmetika LIt ..o on vttt e e e 1 bod
© HHEITIENO VOEA o v vttt ettt e ettt e e 1 bod
o limita SIOZENE FUNKCE vttt ettt e e 1 bod
e limitni srovnani: rady s nezépornymi &leny, limita vlastni a nenulova ......... 1 bod
e uvedeni, Ze Zn_l por [ konvergentni pravé tehdy, kdyz oo >1 ..............0. 1 bod

Bodové srazka za num. chybu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zdvaznosti 1-2 body.



Regeni pisemné zkousky z Matematické analyzy 1b (3)

LS 2008-09, 10.6. 2009

Resend zde wvddénd jsou pouze jakymsi podrobnéjsim ndvodem s mezivysledky. Doporucujeme
provést a rozmyslet si viechny tdpravy a vypoclty jako cviceni podrobné.

Pi¥iklad 1 : Dostaneme postupné tyto Taylorovy rozvoje:

s ]
Vity=1+zy- "+ =’ +o(s°), v—0,

2 8 16
1 1
\/1+$2=1+"2—$2_§1’4+0($5)» z — 0,
cosz - cosx2 = 1—1m2+ix4—|—o(a¢5) 1—lx4+0(m5)
2 24 2
a2 Lo 14 5
—1-—230 54% + o(z?), z — 0,

1
\/1+x2—cosx~cosx2—m2:§w4+0(x5), xz — 0.

Odtud dostavame
1
Tg’o(a:) = §x4.

Pokud jde o jmenovatele, tak dostdvame

1
Vet = \/1+x2+ §x4+o(x5)

_1+1 $2—|-1:124+ (1‘5) _1 :132—|—1x4+0(x5) 2+1 2+14"r(5) 3+(6)
= D) 3 o 8 5 16 X 4.’L' olx o\T

1 1
:1+§x2+§x4+0(m5), xz — 0.

Pak plati
1
Ver® — cos(z) — 22 = —z* + o(z?), z — 0.

7 vyse uvedenych rozvojli plyne
1.4 5
zx* 4+ o(z
lim 1(@) = lim 2 (=) =;

a—0 . /exp(z2) — cos(z) —x?2 @0 Lot + o(zd)

A Piiklad 2 : PouZijeme Dirichletovo kritérium:
€ e Vime, Ze fada > .-, sinnz mi omezené tastedné soudty pro vsechna z € R, proto i fada

5% | sin2n mé omezené Eastecné soucty.

o Plati
1 i,
lim <— — log (1 + —)) z = lim <1 — xlog <1 + 1))
z—+00 \ T T z—+00 x

1
sl <1_M>:0’

y—0+ Yy




tedy i
1 1
lim <——log<1—|——>)n=0
n—oo \ N n
podle Heineho véty.
e Oznadime f(z):=1—zlog (1 + %), potom

P = —wi—~log <1+%) = E—%—(log(m—kl)—logx).

+1
Podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté pro libovolné z € (0,00) existuje &z € (0,1)
takové, ze
1 1
") = —— — <0 ro vSechna x > 0.
et . P

Funkee f je tedy klesajici na intervalu (0, 00), a proto je i posloupnost a, = f(n) klesajici.

Zavér: fada konverguje podle Dirichletova kritéria.

Poznamka: Monotonii funkce miZzeme zdiivodnit i takto. Plati
' 1
[ A S, € (0, 00).
FO = =€)
Funkce f' je tedy rostouci na (0,00) a limz—.co f/(z) = 0. Odtud plyne, Ze f' je ziporné na (0, o),
a tedy f je na (0, 00) klesajici.

Piklad 3 : PouZijeme substituci v2z + 1 = t, tj. z = 3(¢* — 1), dz = tdt. Dostaneme
NTES /35
= Y= _de= | m—mypdt.
0o (z+2) 1 (2+3)
Rozkladem na parcidlni zlomky zjistime
42 4 12
(t2+3)2 2+3 (#2+3)%°

Zintegrovat p% neni obtiZné, primitivni funkei k funkci @%’)g najdeme napiiklad pomoci reku-

rentni formule pro integraly typu [ (?id—_f—l);. Celkové dostaneme

/< B — 12 )dtéiarctgi—i—lamtg—t— te R.
2+3  (2+3)?2 V3 Ve e A3 V3’
Tedy je
I:{—fl—arctg————%————arctg—t—ﬁ— 371-—1—3—@.
V3 V3 t2+3 /3 /) 1 187208

Priklad 4 : Oznalime 5
_ log?(1 +1x)sin’
fle) = x2(r — )3

pro z € (0,7). Funkce f je na intervalu (0,7) kladné a spojitd. Staci tedy vySetfit jeji chovani v
krajnich bodech.

Bod 0. Polozme g(z) = %ﬁﬁ = z2t8~2 Funkce g je na intervalu (0, 1] kladn4, spojitd a stan-
dardni vypodet ukazuje limg_o4 f(z)/g(z) = 73 € (0,00). Podle limitniho srovnévaciho kritéria



Regeni pisemné zkousky z Matematické analyzy 1b (2)
LS 2008-09, 3.6. 2009

Reseni zde wvddénd jsou pouze jakymsi podrobnéjsim ndvodem s mezivysledky. Doporucujeme
provést a rozmyslet si viechny Upravy o vypoclty jako cviceni podrobné.

Ptiklad 1 : Dostaneme postupné tyto Taylorovy rozvoje:

2 2, 2t 5 2 o 6
exp(z®) =142+ —+o(z°), z—0, sint =2z — —+ — +o(z°), =—0,
2 6 120
a proto
3 5 5 5 5 41
exp(z?)sinz = x — %+ia:2—o+m3—%+%+o(x5) =z+ g:c3+ mx5+o(x5), z— 0.
Déle plati
, 2 e Bl 3 and | 1 2115 25
sin(ze®™ ) =z +2x +7+0(m )_6 (z + 2° + o(z*)) —{—EO (z + o(z?))” + o((ze®)?), z — 0.
Plati limgy—o ze® /z = 1 a miZeme tedy psat o(z’) misto o((ze®*)5). Pak mame
5 5
Sin(ajezz) =+ €$3 + 1:1:70 + 0(365), z — 0.
Dohromady:
w5
exp(z?) sinz — sin(z exp(z?)) = Tk o(z%), z—0,
a proto
5
0 4
T (z) = =

Rozvojem jmenovatele dostaneme
5
log(1 + 2®) — sin(z?sinz) = 23 + o(z°) — sin (w3 - % + 0(x6)> = % +o(z®), z—0.

a tedy )
exp(z?) sinz — sin(zexp(z?) .. & +o(z°)

a—0 log(l + z3) — sin(z? sinz) 30 2 4 o(z5)

o Posloupnost {sinn}32; mé omezené ¢astecné soucty; posloupnost % konverguje k nule a je

Q Priklad 2 : PouZijeme dvakrat Dirichletovo a potom Abelovo kritérium:
klesajici. Podle Dirichletova kritéria tedy fada

o .
Z — konverguje. (1)
n

n=1
e Posloupnost {cosn}$° ; méa omezené Castecné soucty; posloupnost ﬁ konverguje k nule a
je klesajici. Podle Dirichletova kritéria tedy rada

o0
Z st.; konverguje. (2)

n=1



@

o Soudet konvergentnich fad (1) a (2) je konvergentni fada, tedy fada

X sinn 4 mcosn <= [sinn  cosn
E —_— = E ( + konverguje. (3)
n=1 b fi=1 o \/ﬁ

e ProtoZe posloupnost cos % je omezens a rostouci (odiivodnéte podrobné!), konverguje podle
Abelova kritéria (s vyuZitim znalosti (3)) i fada

(o] 3
sinn 4+ /ncosn 1
._—.\/._—..—- . COS =
Z n n
n=1

Zavér: fada konverguje.

Ptiklad 3 : PouZijeme substituci tg 3 = ¢ na intervalu (—m, 7). Potom méme
2t 12 2
— CoST = —— z=-—:
1+1¢% 14182’ 142

Tato substituce pfevede uvaZovany integral na

sing = dt.

/°° Ak o5
oo B2+ +t+2)
Integrand rozloZime na parcialni zlomky

2 +3 B e
(2 4+1)(2+t+2) 22+t+2 t2+1

Standardni integraci racionédlnich zlomkd pak dostaneme

t+1 1-—1 c 1 5 1 2% +1 1 :
dt = =1 5 t+2 — t SRS Wty [P | 1 .
/<t2+t+2+t2+1) 2Og( —I——i—)-l-\/?arcg( N > 20g(t+)—|-arctgt s Bt
Pak mame
/_oo (t2+1)(t2+t—|—2) [2 0g< Bl >+ ﬁarcg(-“——ﬁ )+arctg ]_oo

(1+7)
= — .
VT

Poznamka: Pozor! Rovnost

o2 t+1 1—t> /°° t+1 /°° 1—t
+ dt = ——————dt+ ——dt
/_Oo<t2+t+2 Pl o 2 Ht+2 o B2+ 1

neplati, nebot integraly na pravé strané neexistuji.

Piiklad 4 : Integrand f(z) = tg® zsin® & je spojity a kladny na intervalu (0,7/2) pro kazdé
a, B € R. Integral tedy fow 12 f tedy konverguje, pravé kdyz konverguji integraly fow/ . fa f:/f‘ f.

e Integral fow/ ; f. Pro srovnani pouZijeme kladnou a spojitou funkci g(z) = ztB definova-
nou na (0,7/4]. Plati limy—o+ f(z)/g(z) = 1, a tedy podle limitntho srovnévaciho kritéria fow/ tf
konverguje, pravé kdyZ konverguje integral fow/ * 2978 dz. Posledni integral konverguje, praveé kdyz
a+p[> -1



Priklad 3 : Vysetfete konvergenci fady

(15 bodit)

Reseni : Pouzijeme limitni srovnavaci kritérium, ¢leny vySetfované fady budeme srovnévat s Elg
Pro velkad n se totiz

nl+1 ) | o n! 1
= cnova Jaxo =
G P TR n+2)! n+2n+1)

Nyni je potfeba tento nd$ odhad odivodnit. Pocitejme:

1 4+ 1) n? T =
s g B A Gov N (1)
n—oo by, n—o0 (n+2)4+2 nooo (1+E) (1+H)+

n2.n!

s 1
coZ se ,chovd jako“ — =:by.
n

s vyuzitim faktu, ze lim,—co %‘ =0, limy,—e0 'T%T = 0 a podle véty o aritmetice limit.

Protoze limita v (1) je vlastni a nenulové, a protoZe obé srovnavané fady jsou rady s kladnymi
Cleny, konverguje nami vyﬁetfcj)vanéu fada pravé tehdy, kdyz konverguje fada » -7, ;17 Tato rada
vSak konverguje podle véty, éei rada Y, n% je konvergentni pravé tehdy, kdyz o > 1.

Zavér: ndmi vySetiovana fada tedy konverguje.

\
Bodovéani p¥i pouziti tohoto postupu vypoctu:

e odhad s jakou fadou 5 oy e it PR o NI e il (TR e 5 bodi
o Ciselny vypolet WINItY W (L) ok oe s s v s s s me §ovns s oo 28 o ime o 60 w0 8 it 5 bodl
N7 VeI . oK et e i et A s s e S S B s Bl U e T et e 5 bodu
Bodové srazky za nespravnd nebo zapomenutd odtvodnéni:
e uvedeni, Ze limn_,oo% =0 oYoYd skl i SRR o TN S TR ERE, e e S e 1 bod
earittinetikas it bl | il i s LR T s by i eiorsl s e ferTa e asls o e e s A e 1 bod
e limitni srovnani: fady s nezapornymi ¢leny, limita vlastni a nenulovéd ......... 1 bod
e uvedeni, Ze Y 2, n% je konvergentni praveé tehdy, kdyz a >1 ................ 1 bod

Bodové srazka za num. chybu, kterd nemeéni charakter vypoctu, je podle zavaZnosti 1-2 body.
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Priklad 2 : PouZijeme Dirichletovo i Abelovo kritérium:
e Nejprve upravime:
sin(2n 4 1) = sin2ncos1 + cos 2nsin 1.
Vime, e fada Y oo ;sinnz mé omezené castecné soucty pro ka?dé z € R a Ze fada
S | cosnz mé omezené Castecné soucty pro kazdé z € R \ {2km,k € Z}. Proto maji
fada Y oo, sin2n ifada Yoo, cos 2n omezené Castené soucty. Pozor, nebylo mozno argu-
mentovat tak, %e omezenost Gasteéngch soudtt Yady > .o sin(2n 4+ 1) plyne z toho, Ze fada
Yoo, sinnz mé omezené Castecné soucty pro kazdé z € R.
e Posloupnost {%}Zo:l konverguje k nule a je klesajici, proto podle Dirichletova kritéria kon-

verguji fady D meq 2%2—@ &) ooy &fﬂ, a tedy i fada

co . o

2n + 1) in2 .
Z sin(2n+1) _ E (cos R P n> konverguje. 1)
n=1 & n=1 . i

e Protoze {\/ﬁ}zozl je rostouci posloupnost a funkce arctg je rostouci a omezend funkce, je
posloupnost {arctg +/n}oo rostouci a omezena. Podle Abelova kritéria a (1) tedy fada
o0
arctg v/n
Z _g_\/: sin(2n 4+ 1) konverguje.
n

=1

Bodovani p¥i pouZiti tohotg postupu pii vypoctu:

o pouZiti souctového vzorce pro SINUS .......ovviiiiiiiiii 5 bodd
e omezenost ¢astednych soudtll sin2n resp. COS2N . ..oviiiiii i 2 body
& 1 /7. jde TonCtEme e mMUle: o .t i s svas fome e s 4 5 s a2 25 43 i 3 v s s s 1 bod
e pouziti Dirichletova Kritéria ........ ..o 1 bod
T GTIOLOTIE AECET A/ P so Lioun + <16iacsieiol sionsi o soaloiskohi simgoss i 05 500 2 bowit 4 s At e/ ey o et 3 body
) QUICZEROE TEHEEB AT i vis s s 52531000 s o i s, s imnal s, A 53 i 3P0 YA i 2 body

o pouziti Abelova Kritéria ..........oouiiiiiiiiiii 1 bod




Priklad 3 : Vysetfete konvergenci fady

kde (f) je kombinaéni éislo ,n

nad k. (15 bodt)

Reseni :
PoloZzme

B+
"TOTE

Upravou &itatele i jmenovatele tohoto zlomku pouZitim vzorce (= (n—nk!)!k! = "(n—l)",'cgn_kﬂ)
dostaneme
-1 —1)(n—2
o 2l | n(n=l)n=2) & 60+20(n—2) D20
n n(n—l)(g4—2)(n—3)+n(n—1)(n—i22)(()n—3)(n—4) 5(n_2)(n_3)+(n_2)(n_3)(n_.4) (n—2)(n—3)

PouZijeme limitni srovnavaci kritérium. Za tim a&elem nejprve odhadneme, jak se a, chové pro

velké hodnoty n. ,Tipneme si
(-+-=2), (--+-— 3) ve vyrazech

‘, Zze pro dostatecné velkd n je moZno zanedbat aditivni konstanty

vyse,

mn

an, se tedy ,chova jako“

Oznaéme tedy b, := 517 Lze ihned konstatovat, Ze

podle véty, Ze fada > oo

n=1 no

To, Ze se fady > oo an & )|

Odtud ihned dostaneme, Ze

protoze nlgl;o n% =0profB>0

[e) o0
Obétady > an, Y. by maj
n=1

n=1

podle limitniho srovnéavaciho k

[ee)
Z b, konverguje
n=1

L konverguje pravé tehdy, kdyz o > 1.

-2 1 bn ,chovaji stejng“, je ale nutné presné ovéfit:
2Rt 20
s 2 3\

an

E;_

(7)

nezdporné ¢leny, limita v (7) je vlastni a nenulova, plyne tedy z (6)

o0
ritéria, Ze fada Y a, konverguje.
n=1

Bodovéani pfi pouziti tohoto

postupu pfi vypoctu:

sRUDTEa VARG M- dnt ke ile s = Tl S e e e Tt st e L STt M R 4 body
o SUTCen by, 8 SPOCUSTHN (] = & s 1 55 5o o o s e g 05 s e ey I R 5 bodu
e oddvodnéni: zminka, 7d o ;Ll—a konverguje pravé tehdy, kdyz oo > 1 ........ 1 bod
e odiivodnéni: zminka, Ze nh_)ngo n% L o) (o e (T e e U e I 1 bod
odiivodnéni uziti limitnfho srovnéavaciho kritéria: ) -7 , ;1; konverguje ....... 1 bod
odtvodnéni uziti limitniho srovnavaciho kritéria: (7) je vlastni a nenulové .... 2 body

e oddvodnéni uziti limitni

ho srovnévaciho kritéria: jde o Fady s nezdpornymi éleny 1 bod

Bodova srdzka za num. chybu, kterad neméni charakter vypoétu, je podle zavaznosti 1-2 body.




2ok

P¥iklad 2 : VysSetfete konver

genci fady

o0 nlO
nz_l m sm(nﬁ) .

(15 bodi)

Regeni : VyuZijeme znalost, ze posloupnost (¢astecnych soudtl) 25:1 sinnz je pro pevné z € R

omezena — tedy Ze pro dané x

Pro z = /7 tedy dostaneme, Z

€ R existuje K > 0 takové, Ze pro vechna NN € N plati

N

E sinnw
n=1
e fada 3"°° , sin(n./7) ma omezenou posloupnost ¢asteénych souct.

<K.

Pro ovéfeni konvergence fady pouzijeme Dirichletovo kritérium, tedy bude stacit, pokud ukaZeme,

v

7e
10
n
! e
U
10
ii — je monoténni posloupnost, alespoti od jistého indexu ng.
2n 41

Ad (i): Vypocet uvedené limity neni obtizny, snadno ji spoétete nékterou z metod 1. semestru.

n10

Ad (ii): oznaéme ay, := zapy > 0, potom

. an+41
lim —*

n—oo  (QAp

= lim
n—00

tedy jisté existuje no € N takové, Ze

viechna n > ng, n € N.

10 , (9n
(n+1)-(2"+1) T
n10 . (2nFT 1 1)

n—oo

2 ity I |
I S "<l 1
<+ﬂ> 2tk 2 o

An+41
an

< 1 pro véechna n > ng, n € N, tedy ant1 < an pro

Jiny zptisob, jak zjistit monotonii, je zkoumat znaménko derivace pomocné funkce

wlO

f(m):m7

) T2 10
tJ. f’(fﬂ)z(Q—Z;l—)g[10+2—z—mlog2} : zeR.

Protoze vyraz v hranatych zavorkach jde k minus nekoneénu pro & — +o0o, existuje uréité takové

zo € R, e f'(z) < 0 pro v
any1 = f(n+1) < f(n) = an

Sechna = > zg. Funkce f tedy klesd na intervalu (zg,-+00), proto
pro viechna n € N, n > xo.

Zéver: fada konverguje podle Dirichletova kritéria.

Poznamka : Tento postug

ukazuje, jak asi pracovat (zdivodiiovat) v pripadé pouziti Abel-

Dirichletova kritéria. Pro tuto konkrétni fadu viak existovalo mnohem jednodussi feSeni: protoze

nlO

2" +

T sin(ny/m)| <

nlO

Som ey pro v8echna n € N,

atada oo 2—2% konverguje dle podilového kritéria — viz (1), konverguje fada Yo % sin(n/m)

absolutng, a tedy konverguje

Bodovani pfi pouziti tohoto postupu pii vypoctu:
e zdtivodnéni omezenosti ¢astednych souCtl ... 2 body

e vypodet limity ......|
e ovéfeni monotonie . .|

e aplikace kritéria a zaver




@)

Priklad 3 : Vys3etfete konvergenci fady

i In3+1-—n
el O LT I3t 11
(15 bodii)
Reseni :
Polozme
. In3+1—n
n

Rozsifenim citatele i jmenova
(A? + AB + B?) (napiiklad pr

1

T Yo Uit
tele tohoto zlomku dvojim pouZitim vzorce A® — B3 = (A — B)
ro tpravu Citatele klademe A = v/n3 +1, B = n) dostaneme

(nd +2)% + (0 £ 23(nf + 1) + (nd + 1)3

Pouzijeme limitni srovnéavaci

(n3 +1)3 + n(n?

+1)5 +n? 1
kritérium. Za tim ucelem nejprve odhadneme, jak se a, chové pro

velké hodnoty n. ,Tipneme si“, Ze pro dostatedn& velka n je moZno zanedbat aditivni konstanty

('--+2)a(--~+1) ve vyraze

Mimo jiné je nyni vidét, Ze

podle véty, Ze Yada ) °7 | ~5

h vysSe, a, se tedy ,chova jako“

3.2
n4'3

n2

3

o0
Z b, konverguje
==l

* | =& konverguje pravé tehdy, kdy# o > 1.

To, Ze se fad o Lan a Y% b, ,chovaji stejng“, je ale nutné presné overit:
) n=1“*n bn=1 » ’

{(n% +

2)% + (n% —1—2)%(17,% + 1)% A (n% + 1)%] n3

e
bn

2 1 1 2
[(1+—‘g)””+<1+—%«)3<1+—13r)3+(1+—13—)3} ‘n
n@E n4 nd nd

(3 +1)3 + n(nd +1)5 +n2

ol
3
Njw

Po vykraceni tohoto zlomku v

protoze lim
n—oo

nlﬁ=0pro,6>0

2 1
[(1+7715)3 +(1+ &) +1] -2
yrazem n? tedy dostaneme, %e

(7)

Obé fady maji nezaporné ¢leny, takZe z (7) a z (6) plyne podle limitniho srovnavaciho kritéria,

o0
Ze fada ) a, konverguje.
n=l

Bodovéni p¥i pouZiti tohoto
e fprava an (rozsifeni zlc

o ureni by, ...........
e ovéfeni (7)
e oduvodnéni

postupu pfi vypoctu:
mku)




Pfiklad 2 : PouZijeme Dirichletovo kritérium:
Q Q e Vime, %e fada ) .o, sinnz mé omezené Castetné soucty pro kazdé z € R. Proto i fada
Y o, sin3n méa omezené ¢astecné soucty.
e UkéZeme, Ze posloupnost {n sin% - 1}:;1 konverguje k nule a je monotdnni:
e Limita se spocita snadno, je totiz

; .
lim (a:sin— = 1> = Iim (Sm‘” £ 1) =i
z—-Hoo T z—0+ z

a proto i (podle Heineho véty) lim (n sin% - 1) =0.
e Pro zjisténi monotonie oznacme

1 11 1
f(z) = zsin= — 1, pak  f'(z) =sin= — =cos—
T L

1 1
"z) = ——sin= <0 ro z > .
f () ] 7 prox ~ =

Odtud plyne, Ze funkce f’ je klesajici na intervalu (%, +00) a protoZe limg_, 4o f'(z) = 0,
je funkce f’ kladnd na intervalu (%, +00). To oviem znamend, Ze funkce f je rostouci na

intervalu (2, +00), oo jsme chtéli ukazat.
Podle Dirichletova kritéria tedy rada

= 1
E <n sin =9 1) sin 3n  konverguje. (1)
n=t >

Poznamka. Rada dokonce konverguje absolutng, coZ byl jiny (otdzkou je, jestli jednodussi)
zpiisob, jak zjistit jeji konvergenci. Pro vSechna n € N totiz plati:

1
(n sin‘ - — 1) sin 3n
n

1 S|
<|nsin——1|=1—nsin—,
n n
a protoze
14 xsin% ; e B2 . z—sinz 1
lim —— = lim —%= lim —s—=-,
z——+00 . z—0+ ) z—0+ & 6

je (podle Heineho véty) i
l=mn sin% i
lim ———= = - € (0, +00),

—2 6

n
fada ) oo (1 — nsin %) tedy konverguje pravé kdyz konverguje fada y .- ; ng Tato vSak konver-
guje, proto konverguje i Y o7, (1 — nsin %), atedy > ooy (n sin% — 1) sin 3n konverguje absolutneé.




Regeni pisemné zkousky z Matematické analyzy 1b (1)
LS 2008-09, 27.5. 2009

Resent zde uvddénd jsou pouze jakymsi podrobnéjsim ndvodem s mezivysledky. Doporucujeme
provést a rozmyslet si vSechny dpravy a vypocty jako cviceni podrobné.

Piiklad 1 : Dostaneme postupné tyto Taylorovy rozvoje:

2
cos2z = 1— 2% + §m4 +o(zt), z—0,

9 4
\/cos2m=u1+<—2m2+§w4+0($4)> :~~-=1—x2—%+0(x5), z — 0,

(s vyuzitim rozvoje VI +y =1+ % — % +0(y?), y — 0, a vlastnosti symbolu ,,0“). Déle dostaneme:
2exp(z?) = 2+ 222 + 2t +o(z*), 2 —0,
co¥% dohromady dé
Vcos 2z — 2exp(x?) + 1+ 32 = —%x‘i +o(z?), z—0,
a proto
TZ’O(m) = —gx‘L.

Rozvojem jmenovatele dostaneme
2

13
cos * — cos — % = —-2—4354 +o(z*), z—0,
a tedy
oy YEE - 20pla) 111357 et o) 23
z—0  cos(2?) — cosz — 527 2—0 — 834 4 o(z4) 13

Priklad 2 : PouZijeme nejprve Dirichletovo a potom Abelovo kritérium:

2nm

e Posloupnost {cos (%) L

nule a od jistého indexu je monoténni (nebot napfiklad derivace funkce f (z) =2z + l%
je fl(z) =2— —1£§; pro viechna z > /50 je f/'(z) > 0, proto je funkce 2z + 100 yostouci na

T
(v/50,0) a funkce 7;11@ klesajici na (v/50,00)). Podle Dirichletova kritéria (odtvodnéte
vie podrobng) tedy Fada

o0

* , m4 omezené Castecné soucty; posloupnost konveguje k

2

o]

1 2nm 5
; m . COS (T) konverguje. (1)

e ProtoZe posloupnost (#)3 je rostouci a omezen4, konverguje podle Abelova kritéria (s vy-

uzitim znalosti (1)) i fada

n=1
@ Zavér: fada konverguje.




Poznamka: bylo mo#no také pouzit rovnou Dirichletovo kritérium:
(%)

Posloupnost {cos (227)}22; ma omezené Estecné soucty a derivace funkce 5* oo
T

je

od jistého z¢ € R zdporn4, tedy tato funkce kles4 na okoli nekoneéna, a snadno se také
ukéze, e ma v nekonecnu nulovou limitu. V tomto piipadé je oviem vypocet derivace vyse
uvedené funkce a zjisténi jejtho chovéni v blizkosti nekonecna ponékud obtiZnéjsi, i kdyz

proveditelné.

P¥iklad 3 : Integrovans funkce je definovand na (—oo,—2) U (—1,00), primitivni funkci tedy

hled4me na (—oco, —2) a na (—1,00).

P¥i pouZiti substituce ¢ = 4/ 242 Jostaneme postupné (vdimnéte si, Ze pro zadné z € (—oo0, —2)U

o1
(-1, 00) nemuze byt t2 bt rovno 1):
P —2 ot
= dz = — —— dt,
e R
2+ 3)(t2+ 1 242

a tedy
2+ 2

| 3z +4 o LAY
/($+1)(4m+5)(2x+3) /%_—%d 2/ (t2+1)(t2+3) dt

Rozklad na parcidlni zlomky dé

ER) 1 1 c 1 t
/ (tZ s B | /t2 : /t2 . t arctg x/garctg \/§’ teR,

a tedy

/ 344 | dxﬁ_amtg( /fﬂ_ﬂ)_imtg(L z+2
(¢ + 1)(4z + 5)(2x + 3) /22 z+1) V3 V3Vz+1

na (—oco, —2) a na (—1,00).

P#iklad 4 : Ogznacime

- ’
I ::/ (arctg x)® — ;
0 2z +1
1 .
sin z
I; .= tgz)® d
e
=0 sinz
Ty = tg x)®
= /1 actel)

Pro vySetfeni chovéni integralu Io pouZijeme

1 .
(arctgz)® 355 i [ 2ECte® ¢ s T ERE
o 2 ¢ 2w+l

L,

lim
z—0 gotl z—0

proto Io konverguje (podle limitniho srovnévactho kritéria) pravé kdyz konverguje fol zotldz, co¥

je pravé tehdy, kdyz a > —2.




Piiklad 3 : Vysetiete konvergenci fady

oo n2
1
=)
i n
kde symbolem log zna¢ime pfirozeny logaritmus, tedy logaritmus o zdkladu e. (15 bodi)

ReSeni : Polozime a, := (1 - log ("+1)) . Protoe plati limp—co (1 — log (L)) = 1, je urcité
an > 0 pro viechna dostateéné velka prlrozena1 n, a miZeme proto pouZit (limitni) odmocninové
kritérium.

Plati: .
vam = (1-1og ( - 1)) _ eniog(1-los(%)) . g4n
Déle je
ni+1 log (1 —log =) —log 212 atl n+1
A, =nlog (1—1og (___>>: n - T . T 11— :
)T e Ty U

Qn Rn Sn

Vsimnéte si, jakych Gprav pouz1vame abychom co nejvice p¥i vypoctu limg, .00 A, vyuzili zklad-

nich limit pro logaritmus. Dale u? je vipodet jednoduchy, i kdyZ jeho spravné odtivodnéni v sobé

skytd jisté moznosti neéekany‘ch bodovych ztrat:

1
lim P, - S, = lim n- (—E) = lim (-1) = -1,

n—oo n—oo

n+1

)

lim @, =1 (zédkladni 1‘1mita pro logaritmus a vyuziti Heineho véty s y, = — log
n—oo
lim R, =1 (obdobné odfivodnéni jako pro Qn).

n—0o0
Celkové tedy je podle véty o ‘aritmetice limit

Q|

lim A, =-1, a proto lim {/ap=e ' =
n—00

n—0o0 ‘

ProtoZe 1/e < 1, plyne z limitniho odmocninového kritéria, Ze nami vy3etfovana fada konverguje.

Bodovéni pfi pouZiti tohoto postupu vypoctu:

8 Gy ot 01 o el ol s o a0 S 5 S 5 8 e i s ek oo o ok e # SR ¢ 5803 0 o 2 body
O YD OGO iy s e la e 5587581535 3 0 i i it o o o, 8 1 2 4 body
@ VIPOGEt By + v e vmnafe came st s s e e s s s s s 4 s b 3 body
0 liMlyvoo An = — 1 ool 2 body
o limy oo Yan = ol e o e e e L e A o s b e P o TR SR 1 bod
o z4avér, 7e fada konverguje dle odm. kritéria ... 3 body
Bodové srazky za nespréun‘lé nebo zapomenutéd odtvodnéni:
o odiivodnéni limity sloZené funkee ... 2 body
@ Aritmetika LIMIL .« .ot bttt et e e e e 1 bod

Bodové srézka za num. chybu, kterd neméni charakter vipoctu, je podle zévaznosti 1-2 body.

1D4 se dokonce jednoduge spocist, ze (1 — log (””‘1)) > 0 a tedy i an > 0 pro viechna pfirozend n, neni to viak
nutné: odmocninové kritérium pot¥ebuje pouze, aby existovalo pfirozené no, Ze an > 0 pro vSechna pfirozena n > no.




Priklad 3 : VyS3etfete konver

genci Fady

= <1+2n by Vn + —\/n—l-l)
" )
n=1 3n Yn
(15 bodu)
Reseni : Polo¥me
: 1+ 2™ ._\/n—|—2—\/n+1 5
T 1= 3n Yn = In . (6)

Neni t&Zké odhadnout, Ze z, ,,

chové pro velkd n jako mlJr_l
Presnéji, pro z,, mame

zatimco pro y, mame
Ypioh

nl/4+1/2

lim

n—oo

Ve vypoctech pouzivime véty
Protoze fada 3 o0 (2)" k

n=1

faktu, Ze jde o geometrickou fadu s kvocientem

¢ 7 : « (2\T Ly i 1
se chova pro velkd n jako (5) , a také, Ze y, = F sy ,,Se
1

7z = paar
b il SHTDP I 5 1 3
AT ekl =D &

: = lim =. (8)
pim(Va+2+vntD) now fi2, 10 2
o aritmetice limit, skutecnosti, Ze lim 2" = co a lim % = 0.

n—0Q n—oeo

onverguje (bud podle odmocninového kritéria nebo konstatovinim
2), déle pak Yada ) o

n=1 —ng,l o7 diverguje (s vyuZitim

znalosti, Ze fada Y po n%, konveguje pravé tehdy, kdyZ v > 1), a koneéné protoze ¢leny viech &ty
fad v (7), (8) jsou nezdporné, dostaneme dvojim pouZitim limitniho srovnavaciho kritéria, Zze
1427 i e ~VnF2—vn+l .
g konverguje, zatimco E diverguje.
3n In
n=1 n=1

Prvni moznost zakonceni: Z vyse uvedeného jiZ plyne, Ze fada

[ee)

B

n=1

nebot kdyby tato fada konvergovala, musela by

vergentni fada) konvergovat i

neni pravda.

Druha moznost zakonceni: Pro vSechna pfirozend n plati

n+2—
n=1

a protoze fada > o (
jsme meli vySetfit.

(

o TN

1427 +\/n+ —vn+1
3n Yn

(protoze rozdil dvou konvergenvnich fad je kon-

) diverguje,

! [e's) 1427 vn+2—v/n+1 1+27\ oo /nt+2—v/n+l ¥
Fada Zn———l ( 3n + %“ ) = ( 3n ) — anl 7% , COZ

1427
3714

4 EEI-VAFT | /¥ /iEl
Tn Tn

”—"H) diverguje, diverguje podle srovnéavaciho kritéria i fada, kterou

Bodovéni pfi pouziti prvniho postupu pfi vypoétu (pfi druhém budou body prerozdéleny):

e konvergence > o, xp

e divergence Y o> i Yn -1
o divergence > .~ (zn +

Bodové srazky za nesprévnc‘m nebo zapomenuta odivodnéni:

e odiivodnéni: Y o ; (%)

e odiivodnéni: Y oo, ;131—/4 diverguje a prod

e odUvodnéni: zminky, Z
e odUvodnéni uziti limit
e oduvodnéni uziti limit
Bodové srazka za num. chy

........................................................ 5 bodt
....................................................... 6 bodid
i) 2 e e o P 5 e ¢ A e v e g SRR S 4 body
" KOTIVEEBUE B IEOC. oo e s s s s e o oot 4o o o 141 bod
..................................... 1+1 bod
e limy oo 2% =0, limp oo ;1[; =0prof3>0 ........... 1 bod
srov. krit.: limity (7), (8) jsou vlastni a nenulové ..... 1 bod
srov. krit.: jde o fady s nezdpornymi Cleny ............ 1 bod

bu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zavaznosti 1-2 body.




