9. Objem pomoct trojného integrdlu 61
Feleni:

Objem budeme poiitat trojnjm integralem z jedni&ky pres oblast 2. Nej-
prve si nakreslime "podstavu” télesa (1. Z obrézku pak vidime, jak trojny
integrél ptevést pomoci Fubiniovy véty na trojndsobny integral

0= [ [ s
[

3z

=giiyy?
1 3y 1 .
0 & — 0 i
= [ 4ya] T T iyt
nebo jinak
3 1 . .
Vi) = fﬂ ( f!(z’+y=)dv )dz = f 3+ - ——:3)11:: = [3“_% _8_114]0 _ s
Nemmr—. —
-[z’ﬂ“?';‘]::;.!-.'.;?_a:s
P¥iklad 9.8:
Vypogitejte objem télesa
- {[z,y,z];o <y<1,0<z<arctgy,0<2< 5 j-:yﬁ} :
feieni:

Objem budeme potitat trojnym integrilem z jednitky pfes oblast {}. Nejprve
si nakreslime "podstavu” télesa {). Z obrizku pak vidime, jak trojny integral
prevést pomoci Fubiniovy véty na trojnésobny integral

V) = ff/ldzdydz /(f (/ 1dz) dz) dy =
Tﬁf
_-_f:(ﬁ j;muﬁxd:c )dg=3f “;"fyfd 3foilfyz-(1+y=)d:=3[‘3—s]o=a.
=[3=2]3 25" V=8 arctg? ¥

poutili jsme substituci ¢ := arctgy, pak dt = 17 dy tedy dy = (1+y%)dt,0~0a1~ .
Opét lze volit jiné pofadi integrace

3

vm)=jo*{[;lﬁ—;dy)dwfsz[ms;yl::::‘,=jﬂ’ez(§—z)dz= [ém’—zz*]: -

nebot § lze charakterizovat také neronostmi 0 <z < fatgz<y<1l

PFiklad 9.9:
Vypotitejte objem télesa

= {[3;3-3];1 SUSZUSISIRU-US z< %‘:} .
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12 Trojny integril - Transformace integrala

@o\\ 111. P¥iklad Spottéte [[J z° + y?drdydz, kde Q:1< 2 <2,8? +9* < 1.
11

ReSenf  Integrafni obor 0 urdeny vztahy 1 < z < 2,2 +¢? < 1 je vilec. Viz Obrédzek 41.
Provedeme transformaci do vélcovych soufadnic, kde

g€ (0,1),
@ € {0,2x),
z€(1,2).

Pak pomoci Dirichletovy véty integrdl dopotitime.

Obrézek 41: :1<2<2,22+9° <1

f“[fz’~+~U2dxdvdz=/n[f(0’wﬂzw+g’sin2¢).‘,w‘pdz=jn[josdpd‘pdaz

=_/:03dp-fohd'p-f:dz= [%]:-iwlﬁ’-[z}§=§-2w-1=

ﬂnla

112. P¥iklad Spottéte [[f dzdydz, kde Q:-1<2<1,220,12+27 < 1.
1]

flefieni  Vatahy —1 < z < 1,z > 0,y? + 2? < 1 definujf hornf polovinu vélce, jehoZ osa spljvé
s osou z. Viz Obrézek 42.

Obrazek 42: Q:-1<z<1,2>0,2+22 <1

Provedeme transformaci do ,valcovych soufadnic*. Transforma&ni rovnice jsou tvaru

z=gz,
y=gcosp,
z = psingp.

RNDr. Jifi Klagka, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006
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12 Trojny integral - Transformace integrala

111. Pifklad Spottéte [Jf 22 + y?dzdydz, kde 2:1<2< 2,22+ < 1.
1]

Refenf  Integrani obor i urdeny vztahy 1 < z < 2,22 + 3 < 1 je vélec. Viz Obrézek 41.
Provedeme transformaci do vélcovich soutadnic, kde

2€{0,1),
¢ € (0,2x),
z€(1,2).

Pak pomoci Dirichletovy vity integrél dopotitdme.

Obrézek 41: 0:1<2<2,72+42 <1

ff z2+v2d-‘€dﬂd2-’“f[ (0’0@2‘p+93m2¢).9d9d¢dz=[j & dodpdz =
) e .
=j:gadg_/:«d¢-/l"dz= [%"]:'E‘Plg"'lzﬁ=%‘2w-lmg.

112. Priklad Spotdte [f dvdydz, kde): -1<2<1,220,4° +2* < 1.
1]

N Refeni Vatahy —1 < z < 1,z > 0,y? + z° < 1 definuji horni polovinu vélce, jehoZ osa splyvé
s osou z. Viz Obrizek 42.

Obrézek 42: N:-1<z<1,220,17+22 %1

Provedeme transformaci do ,vélcovych soufadnic*. TransformaZni rovnice jsou tvaru

=1z,
Y =grosyp,
z=psing.

RNDr. Jiti Klaska, Dr. UM FSI v Brn&, 7. 3. 2006
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Jakobién transformace je

1 0 0
0 cosyp —psing
0 sing gcosy

[ oo [ e [t 4] 52 e

118. PFiklad Spottéte [Jf /22 + ydzdydz, kde Q:2? + 2 <z < 1.
- 1]

J= =p.

Tteseni Oblastﬂjetéleso.kteréjezdolaohmniéenopnmboloidemz=z’+y’azhoraminou
z = 1. Viz Qbrézek 43.

Obrézek 43: N:z?2+¢?<2z2<1

Provedeme transformaci do vélcovich soufadnic, kde

0€(0,1),
p € {0, 2r),
z€(g’1).

fnjf‘/md“’d“d”fnﬂx/ﬁ’m’we’aﬁn’w-gdgd¢dz=

= [ # detesa= ([ ([} #askaorie= [[([ bl corto=

1 1 1
=fn(fo 02(1_02)‘180)‘19=f092(1—93)[¢]g' dg=2w[3193—%95]0=2x-%.—_%m

114. P¥iklad Spottéte [|f z dwdydz, kde 2:0 < z < 4—-2/27 + 2.
1]

Redeni  Oblast 0 je téleso, kieré je zdola ohranideno rovinou z = 0 a zhora kuzelovou plochou
z =4 — 2,/2? + 2. Viz Obrazek 4.
Provedeme transformaci do vilcov§ch soufadnic

2€{0,2),
v € (0,2n),
z€{0,4—2¢p).

RNDr. Jif{ Klaska, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006
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Obrézek 44: N:0<2<4-2/23+¢?

f“ffz e faf/ e dedpdz = /:([ ”(j: T spds)pe = /o I fn 2’ [z_:]‘"“

1 2= 2
=%fn (fo (4~2e)’9dso)de==rfo (4—2e)°oda=5;—5w.

e dy)de =
0

115. P¥iklad Spoémﬂ]‘z\/ﬁ+y2;dzdgdz,kden:z=o,z=3,ygn,:c*+p’—zz=o.
1]

Redeni Vztah 22+y? = 2z upravime na tvar (z—1)?+y? = 1. Odtud aze vatahli z =0,z =3,y <0
plyne, e Q je polovina valce. Viz Obrézek 45. Provedeme transformaci do vélcovjch soufadnic, kde

@€ (0,2c0s ),
™
pe {0, E)v
z € (0,3).

3
N

x % 7

Obrézek 45: Q:2=0,z2=3,y>0,22+3* -2z =0

fffz'Iz+yzd”d9dz=/ffza’dodwdz=_/;§(‘[:mw(f:zozdz)dp)d(p=

NS TN T R

RNDr. Jiti Klaska, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006



A Sphere

The equation for the outer edge of a sphere of radius a is given by 22 + y? + 22 = a?. If we want to
consider the volume inside, then we are considering the regions z2 + y? + 22 < a®. We will set up the
inequalities in three ways.

1. In Cartesian Coordinates: Solving for z gives —\/a? — 22 — y? < 2z < y/a? — 22 — y2. Then the

projection of the sphere onto the zy-plane (i.e. the equation you get when you have z = 0 in the
sphere equation) is just the circle 2 + 4? = a?. Now we must describe this with inequalities. All
together, the solid can be described by the inequalities —a <z <a, —Va2 — 22 <y < VaZ — 2,
—va? — 2% — 2 < 2 < \/a? — 22 — 2. So we can find the volume:

a va?—z2 \/.:12 —x2—y? a Vai—z2
///ldV=/ / / ldzdyd:nzf / 2v/a? — x? — y? dydx
. —-a J—VaZ-a? —\/az—-zz—g,@ —aJ—/aT 52

@ 2 .
= /_G Q%w(az —z%)dz = 7(2a° - §a3) = g:md.

Note: Same note as I made for the circular cylinder concerning skipped steps in the integration.

2. In Cylindrical Coordinates: The bound on z would still be the same, but we would use polar for
z and y. All together, the solid can be described by0<6<2m 0<7r<a, —VaZ—r2 <z<
va? —r2. And we get a volume of:

2r  pa  pvai—r2 a
f/]ldV=/ / / ?‘dzdrdﬂz?*:r/ 2rva? — r2dr
0 0 J—va?FZ 0

E

o? 2 . 4
= 271'/ Vudu = 21263 = —ng3
0 3 3

13. In Spherical Coordinates: In spherical coordinates, the sphere is all points where 0 < ¢ < 7 (the
angle measured down from the positive z axis ranges), 0 < 6 < 27 (just like in polar coordinates),
and 0 < p < a. And we get a volume of:

[0 [ [ o= s [ [ = () e

In all three cases, we see that we get the expected volume formula.



Trojng integrdl (transformace integrali) - Fefené pfiklady 52

Obrdzek 47: Q:220,y20,2>0,z2+y2 +22 <1

118. P¥iklad Spoététe.g]'@:—ni%ﬁg,hdeﬂ:lsf+yz+z’ <4
h Redenf Oblast § je ohranitena poloprostorem z < 0 a dvéma sférami. Viz Obrézek 48. Provedeme
ansformaci do sférickgch soufadnic, kde
it !h tl' )
' o€ (1,2),
@ € {0,27),
de (3

&%

Obrézek 48: N:1<z*+2 +22 <4

fff(x’iz:’yizzz)ﬂ ///ozm'(’gz‘)j:dm fffp‘mnﬂdadzpdﬂ f 2”dgo/;cma-_—
7.

[393] T (- con]} = o 2me1 =

119. Priklad Spottéte [[f dzdydz, kde 0 : 22 +45° + 2% < 4.
Q

Refeni Vatah 7 +4y? +2? < 4 upravime na tvar & +32+ & < 1. Odtud plyne, %e £ je elipsoid.
Elipsoid ztransformuje v kouli. Sta&i polofit
z = 2u,
y=v
z=2w.

Jakobidn této transformace je

RNDr. Jifi Klafka, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006
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116. P¥iklad Spottite [[f z2z dedydz, kde Q:2 > 0,2% + % +2* <a”.
1]

Refeni  IntegraZni obor £ je hornf polovina koule. Viz Obrazek 46. Provedeme transformaci do
sférickych soufadnic, kde

2 € (0,a},
pE (0,21:'),

de o, %).

X

/ ¥

Obrézek 46: Q:2>0,2°+92 +22<a?

fﬂ[/ 7z dadydz = fn f [ (ecos psin9)?(ocos 9)(¢? sin 9)dodedd =

=//fg°oou’<psinsdmsddgd<pdd=foag"dp_/:’lwﬁzlpdwf:m”modﬂ=
ae

t =sgind ax
=| dt = cosddd ==lae-[1<p+£ain2¢] -/tsdt=la°‘w‘l=—!'-ﬂa°.
0-03-1| & 2 4 o Jo 6 a2

117. Piklad Spodtdte [[f /2% +y? + 22 dzdydz, kde Q:2 2 0,y 20,2 20,27+ + 22 < L.
0

Reseni  IntegraZn{ obor {2 je osmina koule le¥ici v prvnim oktantu. Viz Obrézek 47. Provedeme
transformaci do sférickjch soufadnic, kde

2€(0,1),
pE (0%),
de (0,’—;}.

/‘[fV"'z"'y""z’d-'b'dvdz=/ﬁ[/\/@’coa’sosin’ﬂ+g’sin’:psin‘ﬂ+g’oo52a.gﬂsjngdgd¢dg=

=j:(f(f:gﬂmoda)d¢m=folgsdgf:dpfaiuadﬂ=%-§-1=§.

RNDr. Jiti Klagka, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006
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Obrézek 47: N:220,y>0,220,z2 +p? +22<1

_dwdydz 1< 3¢y
118. P¥iklad spoaéte.[‘p‘(zz+y,+z,)s,kden.1gx +2+2 <4

Reienf  Oblast 2 je ohranifena poloprostorem 2 < 0 8 dvéma sférami. Viz Obrézek 48. Provedeme
transformaci do sférickfch soufadnic, kde

g€ (1,2),
@ € (0,27},
de (--‘1r)

Obrizek 48: N:1<z?+y2+ 22 <4

fff(z’m"izzﬂ)s ff[gzm?g?fdw fffﬁm"dodvdﬂ f fhdqof'dﬁw

[393] S ooty = g2 1 =

119. Priklad Spodtéte [Jf dzdydz, kde Q:2? + 42 +22 < 4.
O

Refieni Vatah 22+ 4y + 22 < 4 upravime na tvar 5}+y’+ £ < 1. Odtud plyne, %e Q je elipsoid.
Elipsoid ztransformuje v kouli. Sta&i poloZit

Jakobidn této transformace je

RNDr. Jiff Kladka, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006
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Obrézek 47:

dzd
118. P¥iklad erﬁzﬁ’

02202022022+ +22<1

kdeQ:1 <22 +y* +27 <4

Refienf  Oblast 1 je ohranitena poloprostorem z < 0 a dvéma sférami. Viz Obrézek 48. Provedeme

transformaci do sférickych soufadnic, kde

e€(1,2),
@ € {0, 2r),

™
e (5,‘!’).

Obrézek 48: Q:1<2? +y?+22 <4
[ e [ =5 [ s [ [ -
[393} [‘P]o oosﬂ]*_ ? 2% - 1——

) 119, Priklad Spoététe [|] drdydz, kde Q2 :
Q

Vaztah z2 + 4y + 2% < 4 upravime na tvar & +32 + £ < 1. Odtud plyne, % 2 je elipsoid.

Redeni
Elipsoid ztransformuje v kouli. Sta¢i poloZit

Jakobidn této transformace je

2442+ 22 <4,

T = 2u,
v=1,
z=2w.

oo mw
(=T =]
wo o

RNDrx. Jifi Klagka, Dr.

UM FSI v Brng, 7. 3. 2006
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Obrézek 49: Q:z? +4y® +2? <4

Provedeme transformaci do sférickjch soufadnic, kterd kouli ztransformuje v kvédr, tj. trojrozmérny
interval. Viz Obrézek 49.

f!fdsdvdu£[f4dududw=4_[‘[fp’ainﬁdpd¢dﬂ=4j:@dg.f:dp.[m,,dl,___

_, [ e ., 1 16
—4{§L'M0'Fﬂﬁﬂo~*§'%'?—zf

120. P¥iklad Spottdte [[f /22 + 32 dzdydz, kde R:22 + 3% + 22 < 2.
n

Refeni Vatah 2% + y? + 22 < z upravime na tvar z° + 32 + (z — §)? < }. Odtud plyne, Ze Q2 je
koule se stfedem v bod? [0,0, 3] a polomérem . Provedeme transformaci, kters posune stied koule do
potétku. Stad{ polokit

Jakobién této transformace je
J=

[~ ]

0
1
0

Déle provedeme transformaci do sférickych soufadnic, kterd ztransformujeme kouli v kvadr. Viz Obré-
zek 50.

Obrézek 50: N:z*+y*+22 <2

/fj“’zﬂ’z Ff[f‘"’*"Qd“d"d'”=fffesinﬂ-o’ainamada=

} i " Ak 1, 1 S| 121
3dp - . in? 81 1. |29 — = si = .9x.22 = g2
j; g°dg fo de ./o sin® § d¢ [4]0 [elo [219 42;:.1121?]‘J ; 2% - .

RNDr. Jifi Klaska, Dr. UM FSI v Bmg, 7. 3. 2006
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Jakobidn transformace je
1 0 0
J=|0 cosp -—psing [=
0 sing pgeosy

.

L ) 113. Piklad Spoitéte [[J /7 + y?drdydz, kde 2 : 2% +? <z < 1.
1]

flefieni  Oblast 2 je t&leso, které je zdola ohranieno paraboloidem z = z2 + y? a zhora rovinou
z = 1. Viz Obrézek 43.

Obrazek 43: N:2?° 4+ <z <1

Provedeme transformaci do vélcovych soufadnic, kde

2€(0,1),
@ € {0, 2m),
z€ {d*1).

J[[ Vo dmtnaz = [[[ ety + et oo dedds =

= [ & awtots = [([" ([, & araome= [ ([ @i corde=
f

=fol(ffo’(1—o?)dw)do=fulg’(1—f)[wlﬁ' do=2r [ggs_gga]:':z,r.%:lis,,

—

114. Priklad Spottéte [|f z dzdydz, kde Q:0 < z < 4-2/2% + 1.
1]

Redeni  Oblast  je téleso, které je zdola ohranideno rovinou z = 0 a zhora kugelovou plochou
z=4—2-\/;3+v3. Viz Obrézek 44.
Provedeme transformaci do vélcovych soufadnic
e € (0,2),
v € (0,27),
z € (0,4 - 20).

RNDr. Jifi Klagka, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006



58 Frantifek Mosna: Redené pitklady z Matematiky II1.
9. Objem pomoci trojného integrilu

Ptiklad 9.1:
Vypo#itejte obsah rovinného obrazce

={[:c,y};% SvS'?z—-k’} :

fefeni:

Obsah budeme po&tat dvojnym integrdlem z jedniZky pfes oblast . Nejpm
si tuto oblast nakreslime. Jeji dolni ,okraj“ je popsén rovnici hyperboly y = 4
a horni ,okraj® parabolou y = 7z ~ 3z*. Vypotitdme prisetiky obou kﬁvek y =Tz - 32°
piidem? dostaneme kubickou rovnici

%=7z—-3::2 323 -7 +4=0,

kterou obecné neumime FeSit (uZivajf se tzv. Cardanovy vzorce). V naSem pfi-
padé si uvédomime, ¥e jeden z kofendl bude jist& 1, proto nri%eme polynom levé
strany rovnice postupné rozloZit

32 -T2 +4=(z-1)(8° -4z -4 = (z-1)(z - 2)(3z + 2)

a ziskéme koteny 1, 2 a §. Dvojny integrél pak pfevedeme pomoci Fubiniovy
vity na dvojnisobny

L
I
Wl

Y

ey

[C) Ny

P(Q)=[j‘;1dzdy f(/k_ 1dy)dz = /(m 3z’—-—)dz..[3z -z —41.1:]3:%-“:12.

1

L —
afr-3zi-4

P¥iklad 9.2:
Vypoéitejte objem télesa
0= {lz,y,2;0<z <Ly <z,0<z<zy’} .

Fefeni:
Objem budeme poditat trojnym integrilem z jedniky pfes oblast {2. Nejprve si na-
kreslime "podstavu” télesa {2, pFidem# podminku |y| < z pfepilfeme na ~z <y < z. 2
obrézku pak vidime, jak trojny integral pfevést pomoci Fubiniovy véty na trojnisobny
integral

V(Q):fjjr;ldzdydz=/ol{ _Z(ff’wz)dg)au
o

wﬂ
1 r 9 11 . 9 25 1 2
= f¢ [ararae=g [ta=F[5] -5
“'"::"" -
[4]:-—-
Priklad 9.3:
Vypotitejte objem télesa

Q= {[z,92;0Sy<1,22<y,0<2<2" +y}.
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13 Aplikace vicerozmé&rnych integral

121. PFiklad Spottéte obsah rovinného obrazce M ohraniteného pHmkami y = z, y = v3z a kfivkami
22 +32 =4z,2% +y* =8z,

Refieni  Nejprve provedeme fipravu rovnice z? + ¢ = 4z na tvar (z — 2)? + 3* = 4. Podobn¥
22 + ¢ = 8z upravime na tvar (x — 4)? + y* = 16. Odtud plyne, #e zadané kiivky jsou krunice. Viz
Obrézek 51.

2 \
MG 2,4 13 X
NS /
A BN !
\\ P

N e -

Obrizek 51: M:y==zx,y=V3z, 2° +y> =4z, 2% + % =8z.

Obssah obrazce M uréime ze vztahu S(M) = [f dzdy. ProtoZe Q je &ist{ kruhu, provedeme transfor-
M
maci do polérnich souFadnic. TransformovAnim jednotlivych rovnic ziskdme, Ze

w

IA A

w 5!
e < 8cosyp.

IA

™
4
4cosp

Jf s [ asetr= [ 2 esoae =3 [ 10707 e

M

Plati

¥ ¥ ¥
=2-4f oos’xpdtp:%/ %(1+oos$w)d¢=12[¢+%shl2¢] =7r+3v/3-86.
I ¥ ¥

122. P¥iklad Spodtéte objem t&lesa 2 urdeného vztahy 22 +y* < 22,1 <22 +y2 + 22 < 4,2 > 0.

Refeni  Oblast § je ohranidena kufelovou plochou z = /22 + y? a dvéma kulovjmi plochami.
Viz Obrézek 52. Provedeme transformaci do sférickych soufadnic, kde

0€(1,2),
e (01 2rr),
9 € (0, }})'

Objem télesa 0 urtime ze vztahu V() = [ff dzdydz.
)

/ﬁ/f d’d”d“fn[fo’sinadmdhf:o’do-j:’dsa-f:smodh

= [£] 1o - costif = 321 252 et vB)

——

RNDr. Ji¥i Klagka, Dr. UM FSI v Brnég, 7. 3. 2006
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Obrézek 52: N:z?+32<22,1<23+2+22<4,220

123. PFiklad Spoététe objem t&lesa  urfeného vztahem /2% + 2 < z < 6 — (22 + ).
Refenf Oblast  je ohranifena zhora paraboloidem z = 6 — (22 + ) a zdola ku¥elovou plochou
z = /22 + 2. Viz Obrézek 53. Musime zjistit, v jaké vyiice se paraboloid s kufelem protnou. Vyfesime

rovnici /72 + 32 = 6 — (22 + ). Méme 22 + y* + /22 +4? — 6 = 0. Zavedeme substituci z = z% + 3°.
Odtud 22 + 2 — 6 = 0 a (z — 2)(z + 3) = 0. Refleni = = —3 nevyhovuje. Plati tedy z = 2. Ve vyice
2 = 2 protne paraboloid kuZel v krufnicim 22 + y? = 4. Provedeme transformaci do vélcovjch soufadnic.

Z pfedchoziho plyne, Ze
0€(0,2),
v € (0,2r),
z€ (0,6 - p%).

Objem t&lesa 0 uréime opét ze vztahu V() = [ff drdydz.
(o]

Obrézek 53: 0:/72+2 <2<6- (22 +4?)

f/f dﬁm:]f]"@dw’“/:(ff(f_""dz)dﬂ")d&mf:(f: (262" dg)de =
0 O

2 : 2
=21rfu (6e—¢* —¢*)Yo=2r [39’- %e’— %Q‘Lw %m

har—
124. Priklad Spotéte velikost povrchu &dsti paraboloidu f(z,y) = 1 —z2 — 32, kde f(z,9) 2 0.

Redeni  Velikost povrchu S paraboloidu uréime ze vatahu § = [f, ‘/1 + (f2)? + (f})? dady, kde

M je kruh 2% + y? < 1. Spo¥teme parcidlni derivace. Plati f; = -2z, f; = —2y. Dosadime do vj¥e
uvedeného vztahu a pak provedeme transformaci do polarnich soufadnic, kde

g€ (0, l)t
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( 3} 126. P¥klad Urtete hmotnost krychle o strand 2a. Hustota krychle je pFimo Gmérné &tverci vzdélenosti
od priisedfku t8lesovych thlopfitek a ve vrcholech je rovna 1.
flekeni  Stfed krychle 2 umistime do po&htku systému soufadnic. Tedy @ = (-a,a). Déle na-
lezneme funkci hustoty o(z,y,z). Vadélenost bodu a = [2,y, 2] od poZétku je dén vztahem d(a,0) =
V22 + 17 + 22. Odtud plyne o(z,y,2) = k(z? + y* + 2%). Konstantu ptimé umémosti urime dosaze-
nfm soufadnic nékterého vrcholu. Plati o(a,a,a) = k(a2 + a® + a?). Tedy k = 32y. Celkem o(z,y,2) =
v (z? +17+2?). Vzhledem k symetrii t&lesa i funkee lze integrovat pouze ptes prvnf oktant ;. Konetné
hmotnost télesa § uréime ze vztahu m(Q) = [[f o{z,y, z) dxdydz. Plati
)

m(ﬂ)=f/f§§§(a:“+yz+xz)dzdydz= s—z;fffz’+y’+z3dxdydz=
1] M

=% A (/:([zz+y’+z2)dzdy)dz=%£([[x’z+y’z+%zs]:dy)dx=

L[ ([rreim)ent [ goanl

@ 127. P¥iklad Urdete hmotnost koule o poloméru a. Hustota koule je pffmo Gmé&m4 vzdilenosti od
stfedu koule a na povrchu je rovna 1.

ReSenf Stfed koule 2 umistime do poétku systému soufadnic. Nalezneme funkci hustoty (2, y, 2)-

Plati g(z,y,2) = k/2? + 42 + 23, Konstantu pfimé Gmémosti uréime dosazenim soufadnic nékterého

bodu na povrchu koule. Naptiklad bodu {a,0,0]. Plati (s, 0,0) = ka. Odtud k = 1. Celkem g(z,y,2) =

12 F 12 + 22. Hmotnost t&lesa 2 urtime opét ze vztahu m(f2) = 'g]'g(x,y,z) dzdydz. Je vihodné

provést transformaci do sférickch soufadnic. Plat{
m(@) = gf%mdzdydz - % fﬂ{fg’smﬂ dodpdd =

1

—lf‘g“d -jhd -fsim?d =1 116-[ }"-[—coso]'—--la‘-zx-z—ms
=zl ), ¥ =119, ¥lo 07 a 4 =

C.ﬂ 128. Piklad Urtete t8%isté rovinného obrazce M, kterj je ohraniden kfivkami y = 22,2 +y = 2.
Hustota obrazce je konstantni a je rovna L.
Refenf TeZist T rovinnébo obrazce M uréime ze vatahu T = [S:{3f}, 53| Obrasec zapifeme

jako oblast typu (z,y).ReSenim rovnice 2? = 2 — z dostédvéame (r —1)(z+2) =0aodtud z = -2,z =1.
Platf tedy -2 < z < 1, 2? < y £ 2 — z. Viz Obrézek 55.

Obrézek 55:
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o ([ )= Lo o33
S’(M’=g"d”d”=fz ([ var)as=3 [ @-ar-ste= [po-a? 4o~ goat]

S,(M)=g:rda:dy=‘[_;(j:_xxdy)dz=/;z(2—x—z’}dz= [:vz-%:aa-—%z‘]l_z=—g.

Odtud plyne, e T = [ig].

)
2
»
I
|8

129, P¥iklad Urtete t8%i8t& t&lesa 0 = 2y U, s konstantnf hustotou, kde ; = (0,1) x (0,1) x (0,2)
a = (0,1) x (1,2) x {0,1).

Redeni  Tarists T téless  uréime se vatabn T = [Sugff), Suef@) See@). Vig Obrézek 56. Je-l
hustota (z,, 2) = ¢, pak sfejmé m(2) = 3c.

Obrazek 56:

sw(n)=fn{/czdzdydz+fn{ czdxdydz=c/°1d.~c£dyf:zdz+cf:dzfdyf:zdz=gc.
su(n)=fﬂ[fqmdvdz+[n[ cyd::dydz=cf01d:cfolydyf:d.z+c/:dzj12ydyf:dz=gc.
s,,(n)nfn_{ mdmdydﬁfnj; adzdydz:cf;mj:dy2dz+cj:zdz[dyf:dz=§c.

Odtud piyne, 30 7 = [}, §,§].
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CQ) 130, PFiklad Uréetemmnentsetrvaénostielipaolduﬂ:-f;+g;+;’_f;51vzhledankmey.
Refeni Moment setrvainosti t&lesa 12 vzhledem k ose y uréime ze vztahu

L(Q) = f f f 22 4 2dzdydz.
1]

Provedeme transformaci do zobecnénych sférickych souFadnic, kde

T = agcosypsind,
y = besinpsind,
z = cgcost.

Jakobién transformace je J = —abcg? sind. P¥itom ¢ € (0,1),¢ € (0,7),d € (0, 7).
/;f z’+z’dzdydz=‘/;[jz’dzdydz+[‘[fz’dzdydz= abcjﬂ[fp‘ms’wsinaﬂdpdwdﬂ-k
+abc’/ﬁ[fg‘oos’ﬂsinﬂdgdwdﬂ=a’bcfol gwj:'mzwfo'dnawﬁ

1 2n
+abcaf O‘d(’/ d‘{’f‘.omnﬂﬁn#d‘l’ = iﬂaak-l' i‘l‘l’abcs= ixabc(az +C“).
0 0 0 15 15 15

RNDyx, Jif{ Klaska, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006



(4@

Ap].ikaceviceromném?chinteg&lﬁ—feﬁenépf&lady 54

13 Aplikace vicerozmérnych integralu

121. P¥iklad SpoéﬁﬁobeahroﬁméhoobrmMohthopiﬁnhmiyzx,y:ﬁzaHivknmi
23+ =4x,2% + 7 =8z

fleSeni  Nejprve provedeme fipravu rovnice z2 + y° = 4z na tvar (z — 2)? +4* = 4. Podobn&
22 + ¢ = 8z upravime na tvar (z — 4)? + y? = 16. Odtud plyne, e zadané ktivky jsou kruZnice. Viz
Obrézek 51.

4N
0} \
L ’_
‘, /// 2 ,;tl' ’!3 b7
\ -
/’ \\._ /’
o ,

Obrézek 51: M:y=z,y =3z, 22+ =4z, 2% +¢° = 8.

Obsah obrazce M urtime ze vatahu S(M) = [f dzdy. ProtoZe Q je &hsti krubu, provedeme transfor-
M
maci do polérnich soufadnic. Transformovanim jednotlivich rovnic ziskime, Ze

w b3
- -
i _W_s,
4cosyp < p < 8cosy.

J[ = [[ ecuso= [ oo G

¥ ., $1 1 )
=24[ magpd<p=24f §(l+cos2w)dr,a=12[go+§sin2¢] =x+3V3-6.
k1 ] k

Plati

—————

122. P¥iklad Spoftéte objem t&lesa f} urleného vetahy 22 + 32 < 22,1 <2 +32 +22 < 4,22 0.

Tteeni  Oblast Q je ohranidena kuelovou plochou z = 1/z3 +32 a dvéma kulovjmi plochami.
Viz Obrézek 52. Provedeme transformaci do sférickych soufadnic, kde

e€(1,2),
w € {(0,2m),
de (0, ;).

Objem télesa 12 urtime ze vatahu V() = [J] dzdydz.
[

fnff dmdydz=fn[fﬂzﬁinﬂdodfpdﬂ=‘/;agzdo'fozwd¢°./oisin0dﬂ=

2
= [2] -t oottt = 3-2m- 252 < T2 v
1

3 2
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93. Pfiklad SpoXt¥te [[J oy + z dzdydz, kde2:0<2<1,0<y<1-z,2+2+2=2.
n

Refeni Integratnf obor 0 je jehlan. Viz Obrazek 23. Oblast Q je libovolného typu. Lze zvolit tedy
typ (2,9,2). Plati @ = {{z,9,2;0 <2< 1,0<y £ 1-2,0 < z <2 -z - 2y}. K vjpodtu poudijeme
Fubiniho vétu.

Obrézek 23: N:0<z<1,0<y<l-z,c+2y+2=2

J[fovs o= [ ([ ([ avenan)an= [ ([ 5] )

1/ pl-z 1
=./n (a my(2—:-—2y)+%(2—z—2y)2dy)d::=fo (%x‘—éz’—gz+§) d:z:——*%.

I

) 94. Prikiad Spottdte [If -
1]

Tle¥eni  Integrani obor f2 je hranol. Viz Obrézek 24. Obor £ zapfieme pomoci nerovnosti jako
oblast typu (z,v,2). Plati @ = {[2,1,2;0<2<38,0<y<3-2,0<2<4}.
q z

Izd.rdydz, kde Q:z=0,y=0,0<z<4,z+y=3

/'ﬂ

x 3 3

~

Obrizek 24: N:2=0,y=0,0<2<4,24+y=3

ey g o |

[ peste= [ ([ ([ hw)en)ar= [ ([ e mmie s af o) =

=1n2f:(f:_x(x+y)dy)dz=ln2f: [zv+-zl;y’]:-wdz=ln2f:z{3-a:}+%(3—z)’dx=9]n2.

ey
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12. Prifad'te rovnici obrézku.

h..E:aé_u_mﬁu:mumwan+%m:
170} {le, 2] eRY 22 + 2 <221 <22+ 32 + 22 < 452 > 0)
L (e) {lzy. 2] eR} 2?2 92 <2 <1}
" (d) Ohrani¢eno plochami z =0, z = 3, 2 +y? —2z=0anavicy >0
7 (e) {fry ] eRY 22+ + 22 < 122 0)
() {[z.0,2] e R%0 € 2 <4 -2/a? 17}
4 (&) :n_m.__vn_m_wulMH»+wu+NmmALWE 24
o ) {[z.y, 2] e R% 2 + 4y + 22 < 4}
1 () {[zy. 2] eR% 22 + 42 + 22 < 2} «
§ ) {lz.v.2 €R: VTP <2 <6 (2% +97))
¢ (k) M = My UMy, kde My = [0,1] x [0,1] x [0,2] a My = [0,1] x [1,2] x [0,1]
L) {lz.yzl eRY 1<z <122 02 + 22 < 1)

Matematika B3, 2017/18, Kristyna Kuncovd
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