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ZNACENT

a’' transpozice vektoru a
a®  aal

la]] eukleidovskd norma vektoru a

P o .
— konvergence v pravdépodobnosti
5j oy
— konvergence skoro jisté
D
—

konvergence v distribuci

X ma presné rozdéleni £
X ma priblizné (asymptoticky) rozdéleni £

« hladina testu
B(0) sila testu, silofunkce
vs  Sikmost ndhodné veli¢iny

v3 empiricka Sikmost
v4 Spicatost ndhodné veliciny
v4 empirickd Spicatost

® parametricky prostor
®¢ nulova hypotéza
®; alternativa

A Lebesgueova mira na R
us Citaci mira na nejvySe spoCetné mnoziné S
U k-ty centrdlni moment ndhodné veliciny
U empiricky odhad k-tého centrdlniho momentu
Ui k-ty moment ndhodné veliciny
. empiricky odhad k-tého momentu
o(X,Y) korelacni koeficient ndhodnych veli¢in X a Y
ojm  Vybérovy korelacni koeficient j-té a m-té slozky nah. vektoru
ox smeérodatnéd odchylka ndhodné veli¢iny X

oy rozptyl ndhodné veliCiny X

o, empiricky odhad rozptylu
2, vybérova rozptylovd matice
¢ hustota normovaného normélniho rozdéleni
® distribu¢ni funkce normovaného normélniho rozdéleni



B

By

C, C(a)
cr(@), cy(a)
cor (X,Y)
cor(X,Y)
cov (X1, X»)
cov (X1, X»)
diag (a)

EX
E(U|Z=2)
E(U| Z)
F

%o

a-kvantil rozdéleni XJZC

prostor elementarnich jevili

indikdtor mnoziny B

sloupcovy vektor jednicek délky n

o -algebra ndhodnych jevii na Q

borelovska o-algebra na R

borelovské o-algebra na R"

kriticky obor testu

kritické hodnoty

korela¢ni koeficient ndhodnych velicin X a Y

korela¢ni matice ndhodnych vektord X a Y

kovariance ndhodnych velic¢in X; a X,

kovarian¢ni matice ndhodnych vektort X; a X,

diagondlni matice obsahujici slozky vektoru a na diagonéle
stfedni hodnota ndhodné veli¢iny (vektoru) X

podminénd stfedni hodnota ndhodného vektoru U, je-li ddno Z = =z
podminénd stfedni hodnota ndhodného vektoru U, je-li ddno Z
pravdépodobnostni model pro pozorovana data

rozdéleni spliiujici nulovou hypotézu

rozdéleni spliiujici alternativu

hustota ndhodné veli¢iny (vektoru) X

podminénd hustota ndhodného vektoru Y, je-li ddno Z = z
distribu¢ni funkce ndhodné velic¢iny (vektoru) X

kvantilova funkce ndhodné veli¢iny X

empirickd distribu¢ni funkce

a-kvantil rozdéleni F, ,

nulova hypotéza

alternativa

jednotkové matice n X n

mnozina ndhodnych veli¢in na (Q, A, P) s kone¢nym p-tym
absolutnim momentem

rozdéleni ndhodné veli¢iny (vektoru) X

medidn ndhodné velic¢iny X

vybérovy median

stfedni ¢tvercova odchylka odhadu

pravdépodobnost

rozdéleni ndhodné veliciny X, jeji indukovana mira na vybérovém prostoru

rozdéleni dat pfi hodnoté parametru 0
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r (A) hodnost matice A
R mnoZina reédlnych cisel
R; poradi i-tého pozorovani
SE smérodatnd chyba odhadu
S2 vybérovy rozptyl
S; vybérova kovariance j-té a m-té sloZzky nah. vektoru
Sx  nosic rozdéleni ndhodné veli¢iny X
tr(a) a-kvantil rozdéleni ¢
tr (A) stopa matice A
ux(a) a-kvantil ndhodné velic¢iny X
u, «a-kvantil rozdéleni N(0, 1)
un(a) vybérovy a-kvantil
var X  rozptyl ndhodné veli¢iny X
var X  rozptylovd matice ndhodného vektoru X
var (U | Z = z) podminény rozptyl ndhodného vektoru U, je-li ddano Z = =z
var (U | Z) podminény rozptyl ndhodného vektoru U, je-li ddno Z
X  vybérovy prostor
Xy k-ta poradkova statistika
X, vybérovy primér ndhodného vybéru Xi, .. ., X,



1 NAHODNY VYBER

1.1 DEFINICE NAHODNEHO VYBERU

Necht je dan pravdépodobnostni prostor (Q, A, P).

Definice 1.1 Posloupnost X, Xy, ..., X, nezdvislych stejné rozdélenych ndhodnych vek-
tort definovanych na (Q, A, P), z nichz kazdy m4 distribu¢ni funkci Fy, nazyvdme ndhodny
vybeér z rozdéleni Fy.” Konstantu n nazyvame rozsah vybéru.

Prvky nahodného vybéru mohou byt bud redlné nahodné veliciny nebo nahodné vektory

(matice apod.). MliZeme je nazyvat ,pozorovani“ nebo ,data“. Pro oznaceni ndhodného vy-
béru jako celku budeme obcas pouzivat znaceni X.

Poznamka. Distribu¢ni funkci Fy, z niz pozorovani X, X», ..., X, pochdzeji, nezname.
Chceme pouZit pozorovani k tomu, abychom se o Fy néco potfebného dozvédéli. O distri-
bucni funkci Fy predpokladdme, Ze patii do néjaké mnoziny rozdéleni 7, které fikdme mo-
del.

Definice 1.2 Modelem pro pozorovani X, Xy, ..., X, rozumime pfedem stanovenou mno-
zinu rozdéleni ¥, do niZ patii nezndmé rozdéleni F;.

Poznamka. Rozdéleni Fj je neznamé. Radi bychom pouzili pozorovand data X, abychom
urcili jeho jisté charakteristiky, které nazyvame parametry. Formalné jde o néjakou kon-
stantu (nebo vektor konstant) 8, € R, kterou bychom uméli zjistit, kdybychom F, znali.
Hledany parametr tedy mtiZeme obecné zapsat ve tvaru 6y = t(F), kde ¢ je néjaky funkcio-
nal.

Priklady (Typy modelt pro redlné ndhodné veliciny).

1. Za model ¥ miiZzeme napf. vzit mnoZzinu vSech [diskrétnich, spojitych] rozdéleni na
R s konec¢nou stfedni hodnotou [s kone¢nym rozptylem]. Hledané parametry mohou
byt napt. E X;, var X;, P[X < x] = Fy(x) nebo kvantil Fo_l(a). Takovy model nazyvame
neparametricky’, nebot neni mozné popsat véechna rozdéleni v & pomoci kone¢né
mnoha parametrti. Symbolem ® oznacujeme mnoZinu vSech pfipustnych hodnot pa-
rametru @ = t(F) pro vSechna F € F.

2. Za model ¥ miizeme vzit mnoZzinu vSech rozdéleni s hustotami tvaru f(x; 0) pro 0 €
® C R*, kde f(-;-) je zndma funkce a 0 je nezndmd konstanta (napf. vechna expo-
nencidlni, normdlni, geometrickd rozdéleni). Tyto modely nazyvame parametrické®.
V parametrickém modelu lze jakékoli jiné parametry vzdy vyjadrit jako funkce 6.

Priklady (Parametrické modely).

* Angl. random sample from distribution Fy 1 Angl. sample size ¥ Angl. non-parametric model $ Angl.
parametric model
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1 Ndhodny vybér

={N(p, 02), u € R, o2 pevné déno}; 6 = u, ® = R.
N(u, 0%), ueR, o2 e R*}); 0 = (u,0®)7,0 =R xR™.
Exp(1), 1 € R*};0 = 1,0 = R*.

Alt(p), p€(0,1)};6 = p,® = (0, 1).

{

{

{
= {
Pozndmka. Model ¥ a parametr 6, ktery nds zajimd, volime sami. Model vyjadfuje nasi
apriorni (na datech nezavislou) predstavu o rozdéleni pozorovanych veli¢in. Volba parame-
tru zavisi na otdzce, kterou se snazime zodpovédét pomoci statistické analyzy. Volba modelu
a parametru ovliviiuje vybér metody pro analyzu dat (a jeji vysledky).

1.2 STATISTIKY

Statistickd analyza postupuje tak, zZe se z ndhodného vybéru pocitaji veli¢iny, které obsahuiji
informaci o pozadovanych parametrech, a s nimi se dale pracuje. Témto veli¢indm se fika
statistiky. Uvazujme ndhodny vybér X = (X, X5, ..., X,).

Definice 1.3 Pojmem statistika  nazyvame libovolnou méfitelnou funkci S(X) pozorovani
z ndhodného vybéru X. Statistika je ndhodné velicina (ndhodny vektor, je-li vicerozmérnd).

Statistika nesmi zdviset na hodnotdach, které nezndme a nepozorujeme. Smi to byt pouze
funkce dat a znamych konstant. Mezi nejcastéji pouzivané statistiky patfi vybérovy primeér
a vybérovy rozptyl. Uvazujme nyni vybér redlnych nahodnych veli¢in X = (X, Xo, ..., X,) "
a zavedme dvé nejcastéji pouzivané statistiky.

Definice 1.4
(i) VelicinaX, =1 ¥" X;se nazyvé vybérovy prizmér’ ndhodného vybéru X.
(i) Velicina S% = L5 7| (X; — X,,)? se nazyva vybérovy rozptyl* ndhodného vybéru X.

Vybérovy rozptyl nemd smysl pocitat z jediného pozorovani (n = 1); uvaZujeme-li vybeé-
rovy rozptyl, automaticky predpoklddame, ze n > 2.

1.2.1 VLASTNOSTI VYBEROVEHO PRUMERU

Uvazujme obecny model ¥ = £2. Pracujeme tedy s ndhodnym vybérem X, jehoz slozky
X; jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s libovolnym rozdélenim, které ma konec¢né druhé mo-
menty. Ozna¢me p = EX; a 0 = var X;.

Lemma 1.1

n
- ) 2
X, = arglglelug EI(XL c)“.
i=

Vybérovy primeér tedy minimalizuje soucet ¢tvercti odchylek jednotlivych pozorovani od
libovolného reédlného cisla.

Snadno spocitdme prvni dva momenty vybérového primeéru a prozkouméame jeho limitni
chovéni pti n — co.

* Angl. statistic ' Angl. sample mean ¥ Angl. sample variance

11
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1 Ndhodny vybér

Véta 1.2 (Vlastnosti priameéru)
(i) EX, =puvarX, = ‘772;
(i) Yn L I pro n — oo;
(i) VX, - 1) —5 N(O, 0°2) pro n — oo.

Poznamka. Plati-li pfedpoklad normalniho rozdéleni, tj. ¥ = {N(u, 0?), u € R, o? € R*},
lze body (i) a (iii) predchozi véty zesilit na

2
V(X = 1) ~ N0, 02) neboli X, ~ N(y, "7) L1

1.2.2 RELATIVNI CETNOST

Zvolme néjaky ndhodny jev B € A, ozna¢me p = P(B). Necht p € (0, 1). Necht existuje
posloupnost n nezavislych pozorovani jevu B — ozna¢me X; = 1, pokud jev B pfi i-tém

pozorovani nastal, a X; = 0, pokud jev B pfi i-tém pozorovani nenastal (i = 1, ..., n). Pak
nahodné velic¢iny X, . . ., X,, pfedstavuji ndhodny vybér z rozdéleni Alt(p).

Vybérovy pramér X, je podilem poctu pozorovani, pfi nichz jev B nastal, a celkového po-
¢tu pozorovani n. Nazyvame jej (empirickd) relativni cetnost jevu B. Pro relativni ¢etnost X,
pochopitelné plati Véta 1.2. Uvedme si ji znovu v podobé specializované na tento piipad a
pridejme jesté jedno nové tvrzeni.

Véta 1.3 (Vlastnosti relativni ¢etnosti)
(i) EX,=p,varX, = —p(ln_p);
- P
(i) X, — p pro n — oo;
— D
(iii) VX, — p) — N(0, p(1 = p)) pro n — oo;
(iv) nX, ~ Bi(n, p).

Podle bodu (ii) mizeme pravdépodobnost jevu B zjistit s libovolnou presnosti pomoci re-
lativni Cetnosti, staci jen mit dostatek pozorovani vyskytu tohoto jevu.

1.2.3 VLASTNOSTI VYBEROVEHO ROZPTYLU

Nejprve uvazujme obecny model ¥ = £2. Ozna¢me opét u = EX; a 02 = var X;. Vybé-
rovy rozptyl lze prepsat do riiznych podob, které se k urcitym ticeltim hodi l1épe neZz ptivodni
definice.

Véta 1.4
(i)

n
2 n (1 2 =2
s2 = n—1(ZZX" —Xn). 1.2)

i=1

(i) Necht 1, je sloupcovy vektor n jednicek. Oznac¢me A = [,, — %15’2 (matice n x n). Pak

1 1
§2 = —1XTAX = —1YTAY, 1.3)
n — n —

n

kdeY = X —c1, pro néjaké c € R.

* Angl. empirical frequency
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1 Ndhodny vybér

Pozndmka. Vzorec (1.2) se pouzivd mj. pro numericky vypocet S2. Vzorec (1.3) prepisuje S2
v podobé kvadratické formy a ukazuje, Ze S je invariantni vii¢i posunuti pozorovéni X; o li-
bovolnou konstantu c.

Povsimnéte si, e 1] A = 0T a matice A je idempotentni, neboli AA = A. Dile mame
r (A) = tr (A) = n — 1. U kvadratickych forem méame k dispozici Sikovny vzorec pro vypocet
stfedni hodnoty.

Lemma 1.5 Necht Z je ndhodny vektor délky n se stfedni hodnotou p a kone¢nou rozpty-
lovou matici X. Necht A je libovolnd matice n x n. Pak plati

EZTAZ = p"Ap +tr AZ.

Véta 1.6 (Vlastnosti vybérového rozptylu)
M 2 o2,
(i) ES2 = o2,

(iii) Jestlize ¥ = £* (existuje kone¢ny ¢tvrty moment X;), pak

D
V(s = %) — N0, o (v4 = 1)),
kde vy, je Spicatost rozdéleni X;.

(iv) Jestlize F = L£*, pak B
X, b
(5= ()] = o
2 3

(o agvvY3 s s « .
kde X = a e Sikmost rozdéleni X;.
@%(ﬂndﬂy“ ‘

Poznamka. Véta 1.6(iii) fikd, Ze variabilita vybérového rozptylu asymptoticky zavisi na $pi-
¢atosti pozorovani. Véta 1.6(iv) iikd, ze vybérovy primér a vybérovy rozptyl maji asympto-
ticky sdruzené normalni rozdéleni. Jejich kovariance asymptoticky zavisi na Sikmosti pozo-
rovani. Je-li Sikmost nulovd, vybérovy primeér a vybérovy rozptyl jsou asymptoticky neza-
vislé.

Nyni pfiddme pfedpoklad normalniho rozdéleni, tj. budeme pracovat v mensim modelu

F = {N(u, o), u € R, 0 € R*}. Pracujeme tedy s ndhodnym vybérem X = (X1, Xo, ..., X,) ",

kde X; jsou nezévislé s rozdélenim N(u, o-?). Diky jejich nezavislosti plati X ~ N, (u1,, o%1,).
Nejprve uvedeme dva vysledky, které plati pro libovolné normélné rozdélené ndhodné
vektory.

Lemma 1.7 Necht X ~ N, (u, X) a A je positivné semidefinitni matice typu n X n.

(i) Necht B je libovolna matice typu mxn splitujici rovnost BEA = 0. Pak ndhodna veli¢ina
XTAX anshodny vektor BX jsou nezavislé.

(ii) Necht B je libovolnd positivné semidefinitni matice typu n X n splfiujici rovnost BEA =
0. Pak jsou ndhodné veliciny X TAX a X "BX nezavislé.
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1 Ndhodny vybér

Véta 1.8 (Vlastnosti vybérového rozptylu za normality) Necht X; ~ N(u, 0?),i = 1,...,n
jsou nezavislé. Pak plati
@)
(n-1Ss3

2 ~ Xn-1- (1.4)

(on
(i) X, a S2 jsou nezévislé ndhodné veliciny.

Poznamka. Z definice y? rozdéleni a z centrélni limitni véty plyne, Ze pro velké n lze rozdé-
leni X;21—1 aproximovat rozdélenim N(n — 1, 2(n — 1)). Odtud a z (1.4) dostaneme pro n — oo

-1)8?
(no-z) L_(n-1) - N(O ”
Vn -1 '

a nakonec

1
V(2 - o) % N(0, 204,
n

Uvédomime-li si, Ze $picatost normdlniho rozdéleni je 3, vidime, Ze tvrzeni (i) z véty 1.8 je
v souladu s asymptotickym vysledkem véty 1.6(iii). Véta 1.8(i) udévd piesné rozdéleni S2 pro
normdlni data, zatimco véta 1.6(iii) uddva asymptotické rozdéleni S2 pro libovolna data s ko-
necnym ctvrtym momentem.

Poznamka. Véta 1.8(ii) fikd, Ze jsou-li data normélni, X, a S2 jsou nezavislé pro kazdé ko-
necné n > 1.

Véta 1.9 (limitni véta o T statistice) Necht Xj, ..., X,, je ndhodny vybér z libovolného rozdé-
leni se stfedni hodnotou y a s kone¢nym rozptylem o-2. Pak

)_(_
T=vn 22" 2 N, 1).
n

S

Nyni opét pridame predpoklad normélniho rozdéleni.

Véta 1.10 (véta o T statistice) Necht Xi, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni N(u, o-?). Pak

X
TE\/E nS H’th_l.

n

Poznamka. Véta 1.10 udava presné rozdéleni statistiky 7 pro normdlni data, zatimco véta
1.9 udava asymptotické rozdéleni téZe statistiky pro libovolné data s kone¢nym rozptylem.
Uvédomte si, Ze pro n — co hustota t,_; konverguje k hustoté N(0, 1).

Nyni budeme uvazovat dva nezévislé vybéry ze dvou riiznych normdlnich rozdéleni.
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1 Ndhodny vybér

Véta 1.11 (véta o F statistice) Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni N(py, 0)2() a
Vi, ..., Y, jendhodny vybér zrozdéleni N (uy, 0'12,). Necht jsou vektory (X, .. ., X)Tam, ..., )"
nezdavislé. Ozna¢me vybérové priimeéry obou vybérti X, aY,, a vybérové rozptyly

1« - 1 < —
2 _ o 2 2 _ o 2
§2 = n—llZ:;(Xl X2 a S§E= m_I;YJ Y om)?.
Pak plati
8)2( /(ri F
~ Fp1,m-1.
1.3 USPORADANY NAHODNY VYBER
Méjme ndhodny vybér X, . . ., X;, zjednorozmérného spojitého rozdéleni s distribuc¢ni funkci
F a hustotou f vzhledem k Lebesgueové mife. Necht n > 2. Jelikoz Xj, . . ., X;, jsou nezavislé
a maji spojité rozdéleni, P[X; = X;] = 0 pro kazdé i # j.
Definice 1.5 (Uspotfddany ndhodny vybér a poradi)
(i) Seradime-li vSechny ndhodné veli¢iny Xj, . . ., X}, od nejmensi do nejvétsi, ziskdme uspo-

radany ndhodny vybér"
X(l) < X(z) <0 < X(n—l) < X(n)-

Symbolem X(;) rozumime k-tou nejmensi hodnotu mezi pozorovanimi Xj, . . ., X,; na-
zyvame ji k-ta porddkovd statistika'.

(ii) Poradim' ndhodné veli¢iny X; ve vybéru Xj, . . ., X,, rozumime pfirozené ¢isloR; € {1, ..., n}
takové, ze X; = X(R))-

Poznamka.

1. Hodnoty Xj, ..., X, Ize jednoznac¢né urcit z n-tice poradkovych statistik a n-tice po-
fadi.

2. Prvni poradkova statistika je minimum, n-td pofadkova statistika je maximum vSech
veli¢in ndhodného vybéru.

3. PlatiR; = 27:1 ]](0,00) (X; — Xj).

4. Poradkové statistiky a poradi jsou ndhodné veliciny a téz statistiky ve smyslu defi-
nice 1.3.

Oznac¢me symbolem £, mnozinu vSech permutaci posloupnosti (1, ..., n). Tato mnoZina
ma n! prvki.

Véta 1.12 Sdruzena hustota nahodného vektoru (X, .. ., X(n))T vzhledem k Lebesgueové
mife jest
nlf(y)f(2) - f(yn) pokudy; <--- < yp,
P, - yn) = P
0 jinak.

* Angl. ordered random sample 1 Angl. order statistic ¥ Angl. rank
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1 Ndhodny vybér

Pozndmka. Nahodné veli¢iny Xy, ..., X(,) nejsou nezavislé. Nahodné velic¢iny Ry, ..., R,
nejsou nezavislé.

Véta 1.13 Distribucni funkce k-té porddkové statistiky jest

n

Fii (%) = P[X( < x1 = ) (7)F J(x)[1 = F(x)]" =

=k

1 F(x)
- —f 511 - ).
B(k, n—k+ 1) 0

Disledky.

1. Maji-li X; rovhomérné rozdéleni na intervalu (0, 1), pak X(x) md beta rozdéleni B(k, n—
k + 1). Z toho plyne
k(n—k+1)

(n+2)(n+1)2

2. Necht maji X; jakékoli spojité rozdéleni s ryze rostouci distribué¢ni funkci F. Necht Z ~
B(k, n — k + 1). Pak P[X(x) < x] = P[Z < F(x)] = P[F1(Z) < x], tj. X, m4 stejné
rozdéleni jako F~!(Z).

k
EXk = ——, varXy) =
(k) n+1 (k)

Véta 1.14 Hustota k-té porddkové statistiky vzhledem k Lebesgueové mite jest
n-1 k-1 n—k
foo () =n| _ JFEOFT ()1 = F)I.

Vétal.l5 Nahodny vektor (Ry, ..., R, ' nabyva v§ech hodnot na mnoZiné #,,, pticemz kazda
z nich ma pravdépodobnost 1/n!.

Véta 1.16 Plati
() PIR; = k] =% provsechnai, k € {1,..., n}.
(i) P[R; =k, Rj =m] = ﬁ provsechnai # j,k # me(1,..., n}.

see 2— v .
(iii) ER; = 21, var R; = %1 pro vechna i € {1, ..., n}.

2
(iv) cov(R;, Rj) = —”1—;1 provSechnai # j € {1, ..., n}.

Pokud data nepochézeji ze spojitého rozdéleni nebo se v nich nachdazeji shodna pozoro-
vani vznikla vlivem zaokrouhlovani, poradi nelze stanovit jednoznac¢né. V takovém piipadé
je mozné vSem shodnym pozorovanim pfiradit jejich primeérné potadi nebo jim jejich po-
radi stanovit ndhodné. VEtSina vysledkii odvozenych pro poradi pochézejici ze spojitého roz-
déleni vSak pro takto upravend poradi neplati.

1.4 TRANSFORMOVANY NAHODNY VYBER

1.4.1 TRANSFORMACE POZOROVANT

Méjme ndhodny vybér X, . . ., X,, z rozdéleni s distribu¢ni funkci Fx, hustotou fx a nosicem
Sx. Uvazujme ryze monotonni” diferencovatelnou funkci g : Sy — R adefinujmeY; = g(X;).

* Nemonotonnim transformacim se obvykle vyhybame, protoZe by mohly ztotoZnit pozorovéni, kterd byla pti-
vodné vyrazné odliSna.
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1 Ndhodny vybér

Potom Yy, ..., Y, je ndhodny vybér z rozd€leni s hustotou f;. Kdyby rozdéleni Fx bylo spojité
a kdybychom znali fx, spocitali bychom hustotu f; z tvrzeni P5.3.

Transformace pozorovani se ve statistice pouzivaji dosti ¢asto. BézZny divod pro provedeni
transformace byv4, Ze ptivodni ndhodny vybér X, . .., X,, prili§ porusuje predpoklady me-
tod, které bychom chtéli pouzit (napriklad normalitu, symetrii hustoty, existenci momentt
apod.). Najdeme tedy vhodnou funkci g takovou, Ze ¥; = g(X;) spliiuje predpoklady 1épe nez

ptavodni pozorovani a pracujeme s ndhodnym vybérem Vi, ..., Y;, namisto ptivodniho né-
hodného vybéru X, ..., X,,. Mezi nejc¢astéji pouZivané transformace kladnych ndhodnych

veli¢in patfi napf. g(x) = log x nebo g(x) = vx.

1.4.2 TRANSFORMACE STABILIZUJICf ROZPTYL

Jinou motivaci pro pouziti transformace miZe byt snaha stabilizovat rozptyl. Necht plati
E X; = u arozptyl var X; je funkci stfedni hodnoty, tj. var X; = 0-?(u). Hleddme transformaci
g takovou, aby rozptyl transformovanych pozorovdni g(X;) nezavisel na stfedni hodnoté.
Pouzijeme linedrni aproximaci Taylorovym rozvojem kolem u

g(X) ~ g(uw) + (X; —ug'(u).

Spocitdme-li stfedni hodnoty a rozptyl levé i pravé strany, dostaneme

EgX) ~g(w),  varg(Xy) ~ca*(wlg (w)*.

Vliv 1 na rozptyl g(X;) bude (pfiblizn€) eliminovan, pokud bude platit g’(x)o(¢) = ¢ pro
kazdé 1 a néjaké pevné ¢ € R, neboli

1
gx) = cfmdx.

Pro tuto funkci g bude platit var g(X;) ~ c%. Po provedeni transformace stabilizujici rozptyl

sy 2

se obvykle rozdéleni transformovaného vybéru vyrazné ptiblizi rozdéleni norméalnimu.
Priklady.

1. Necht o?(u) = qu, g > 0. Tento vztah plati napi. pro rozdéleni Po(u) nebo I'(a, p) pro
pevné a a promeénlivé p. Pak f x~Y2 dx = 2+/x a transformace stabilizujici rozptyl je

g(Xi) = VX;.

2. Necht 0?(1) = qu(1 — p). Tento vztah plati napt. pro rozdéleni Alt(u), Bi(n, 1) nebo
B(a, B). Pak f [x(1 — x)]"Y2dx = 2arcsinx a transformace stabilizujici rozptyl je
g(X;) = arcsin VX;.

1.4.3 VLIV TRANSFORMACE NA PARAMETRY

Pokud pouzivame transformace, musime si uvédomovat, zZe fada parametr(i rozdéleni Fx
puivodniho ndhodného vybéru se po transformaci zméni takovym zptisobem, Ze je uz nedo-
kézeme identifikovat.

Napfiklad stfedni hodnota ux = EX; se zméni na uy = E g(X;). Pokud nezndme rozdé-
leni X;, nemtizeme pak z uy spocitat ptivodni stfedni hodnotu x, ledaze by g byla linedrni
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1 Ndhodny vybér

funkce. Necht je g rostouci a ryze konkavni funkce, pak plati z Jensenovy nerovnosti (Véta
P2.5) uy < g(ux) a zpétnd transformace g~!(uy) déava hodnotu ostfe mensi nez uyx. U ryze
konvexni funkce je tomu naopak.

Spocitdme-li tedy vybérovy priimér Y, z transformovaného nahodného vybéru, bude kon-
vergovat podle Véty 1.2(ii) k uy. Zpétnd transformace g~' (Y ,,) bude konvergovat k g~ (uy) #
ux. Obecné nelze nalézt funkci & takovou, aby h(Y,) konvergovalo k py. Zajima-li nas kon-

krétni hodnota ux, nemtizeme tedy data transformovat. Podobné je to s rozptylem a vys$$imi
momenty: po transformaci uz obvykle nezjistime, jaky byl rozptyl ptivodnich pozorovani.

Priklad. Necht X; ~ N(uy, 0-)2(). Definujme ¥; = exp{X;}. Potom Y; ma tzv. logaritmicko-
normdlni rozdéleni LN (uy, 0)2() s momenty

py = E exp(X;) = eM*7x/2,

0% = var exp(X;} = (e"?zf - l)eZ”X”)Zf.
Spocitdme-li log uy, dostaneme px + 0)2(/2 > Uy.

Neékteré jiné parametry vSak tento problém nemaji. Napiiklad medidn nebo kterykoli jiny
kvantil 1ze snadno ziskat zpétnou transformaci: Necht my je medidn X; a my je medidn Y;,
necht g je ryze rostouci funkce. Pak plati my = g(my), tj. my lze identifikovat zpétnou trans-
formaci g~!(my).

Poradi jsou invariantni vii¢i ryze rostoucim transformacim, takze statistiky zavisejici pouze
na poradich nabyvaji stejné hodnoty, at uz jsou pocitany z ptivodniho nebo transformova-
ného ndhodného vybéru.

1.4.4 STANDARDIZACE

Specidlnim druhem transformace je tzv. standardizace. Mdme ndhodny vybér Xi, ..., X, a
spocitame X, a Sﬁ. Potom definujeme ndhodné veli¢iny 71, . . ., Z, vztahem
Xi—X
Zp= ——1,
Sn

Tyto veli¢iny maji vybérovy primeér 0 a vybérovy rozptyl 1, ale nepredstavuji ndhodny vybér,
nebot nejsou nezavislé. Jelikoz viak X, P, EX;as, BN VvarX; pro n — oo, pfi dostate¢né
velkém poctu pozorovani se 7, . . ., Z, chovaji jako nezdvislé velic¢iny s nulovou stfedni hod-
notou a jednotkovym rozptylem.

Standardizace se pouziva tehdy, pokud se chceme zbavit prvnich dvou momentt a sou-
stfedit se na jiné aspekty rozdéleni Fy.
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2 ODHADOVANI PARAMETRU

2.1 BopovY ODHAD

2.1.1 DEFINICE BODOVEHO ODHADU

Méme ndhodny vybér X = (X, X, ..., X,), model ¥ a parametr§ = t(F) e RproF € ¥,
ktery chceme v daném modelu odhadnout. Necht Fx € F je skute¢né rozdéleni nahodného
vektoru X; a 0x = t(Fx) je skutecnd hodnota hledaného parametru.

Peﬁnice 2.1 Odhadem parametru 0x = t(Fx) rozumime libovolnou méftitelnou funkci dat
Gn = Tn(X) = Tn(Xl, cees Xn)*

Poznamka. Odhad je statistika ve smyslu definice 1.3. Odhad nesmi zaviset na nezndmych
parametrech.

2.1.2 VLASTNOSTI ODHADU

Definice 2.2 (Nestrannost aAkonsistence) Méjme ndhodny vybér X = (X, Xo, ..., X))
z rozdéleni Fy € ¥ a odhad 6,, = T,,(X) parametru 6y = ¢(Fx).

(D Rg\kneme, 7e odhad 6, je nestranny odhad' parametru 0y v modelu ¥, pravé kdyz
E 6, = 6x pro kazdé n (pro néz je odhad definovén) a pro kazdé rozdéleni Fx € F .

(i) Rekneme, ze odhad 0, je konsistentni odhad" parametru 6x v modelu 7, pravé kdyz

P
0, — 0x pfi n — oo pro kazdé rozdéleni Fy € F.

Poznamka.

e Vlastnosti odhadi musime zkoumat v kontextu daného modelu. Snadno se miize stt,
7e odhad 6, je nestranny a konsistentni v néjakém modelu ¥, ale v jiném modelu 7’
tyto vlastnosti nema.

¢ Nestrannost ma platit pro kazdy pocet pozorovani n, pro né€jz je odhad definovan (napft.
u vybérového rozptylu pro n > 2). Nestrannost ale nezarucuje, Ze se odhad pfi zvétSu-
jicim se rozsahu vybéru priblizuje k hledanému parametru. Pro nékteré modely nee-
xistuji rozumné (nebo viibec Zddné) nestranné odhady.

* Konsistence je asymptoticka vlastnost, kterd nic nefika o chovani odhadu pfi konec-
ném n. (Piklad: 6, = 21,5 pro n < 10'°, 8, = X, pro n > 10'° je konsistentni odhad
Ox = EX;.)

¢ Odhady, které nejsou nestranné, ale jsou konsistentni, se ve statistice béZné pouZi-
vaji. Odhady, které nejsou konsistentni, nepouzivime, nebot vlastné odhaduji ,néco
jiného“.

* Angl. estimator, estimate T Angl. unbiased estimator ¥ Angl. consistent estimator
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2 Odhadovani parametrti

Priklady.

1. Odhad parametru0x = EX; vmodelu ¥ = L:

o Prﬁmér/g_(n je nestranny a konsistentni odhad 0x [plyne z véty 1.2, (i) a (ii)].
¢ Odhad 0,, = Xj je nestranny odhad 6y, ale neni konsistentni.

2. Odhad parametru 0x = var X; v modelu ¥ = L?:

* Vybérovy rozptyl S? je nestranny a konsistentni odhad 6x [plyne z véty 1.6, (i) a
(i))].
e Odhad o2 = 1 3" (X; - X,,)? je konsistentni odhad 0y, ale neni nestranny.

T n

3. Odhad parametru 0x = P[X; = 0] vmodelu ¥ = {Po(4), 4 > 0}:

e Odhad 5,1 = % 1 T10y(X;) je nestranny a konsistentni odhad 6.
e Odhad 6, = (”T‘I)Z?:1 % je také nestranny a konsistentni odhad 0.

4. Odhad parametru 6x = e‘”xllmode]u F ={Po(1), A >0} pron = 1:
Jediny nestranny odhad jest § = (-1)*1, jeho mozné hodnoty jsou —1 a 1. Hledany
parametr e >4x viak nabyva pouze hodnot z intervalu (0, 1).

Definice 2.3 (V}fghyleni) Necht odhad 5,1 =T,(X) parametru 6x ma konecnou stfedni hod-
notu. Rozdil E (8, — 6x) nazyvame vychylenim odhadu 6,,.”

Véta 2.1 Necht 0, je odhad parametru 6x, pro néjz plati E0, — 0Oy (vychyleni konverguje
k nule) a var8,, — 0 pro n — co. Pak je 6,, konsistentni odhad 6.

Poznamka. Opacna implikace neplati. Existuji bézné pouzivané konsistentni odhady, pro
néz plati E 6,, = oo pro kazdé konecné n. S priklady takovych odhadt se setkdme pozdéji.
Definice 2.4 Necht odhad 8, = T,,(X) parametru 6x ma konec¢ny rozptyl.

(i) Vyraz R R
MSE(6,) = E (6, — 6x)*

nazyvame stredni ctvercovou chybou odhadu 0,.!

SE(@n) = 4/var §n

nazyvame smérodatnou chybou' odhadu 0,.

(i) Vyraz

Poznamka.
¢ Pozor na jemné rozdily v terminologii. Pojem smérodatnd odchylka (standard devi-
ation, SD) obvykle znamend odmocninu z rozptylu jednoho pozorovani ndhodného
vybéru, tj. Vvar X;. Pojem smérodatnd chyba (standard error, SE) obvykle znamend od-
mocninu z rozptylu néjakého odhadu spocitaného z celého ndhodného vybéru. Né-
ktefi autori vSak tyto pojmy pouZivaji odlisné.

* Angl. bias T Angl. mean square error;, MSE * Angl. standard error, SE
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2 Odhadovéani parametrii

e Stfedni ¢tvercova chyba i smérodatnd chyba jsou miry presnosti odhadu. Smérodatnd
chyba do pfesnosti nezahrnuje vychyleni, zatimco stfedni ¢tvercovd chyba ano.

e Plati: MSE(8,,) = SE2(8,,) + [E (8, — 0x)]2.

e Stfedni Ctvercova chyba je jedno z nejvhodnéjsich kritérii pro porovnavani odhad.
Maéame-li n€kolik riznych odhadi téhoz parametru v tomtéz modelu, snazime se mezi
nimi najit ten, ktery ma nejmensi MSE.

e MSE casto nelze spocitat, proto se nahrazuje asymptotickou stfedni ctvercovou chy-

Vv,

bou AMSE. Jeji definice je vSak slozit€jsi a nebudeme ji zde uvadét.

Priklad. Odhad parametru o% = varX; vmodelu ¥ = {N(u, o), u € R, o? > 0}. Plati:
MSE(S2) > MSE(c2).

2.2 VOLBA PARAMETRU

Parametr 6§ = (F), ktery se snazime odhadovat, mize byt v principu cokoli. Ne vSechny
parametry vSak davaji smysl v kontextu daného praktického problému, ktery fesime. Musime
tedy rozliSovat, které parametry pro dany problém ma smysl odhadovat a které ne. To zéleZi
na vyznamu hodnot mérenych velic¢in, na tom, jak byly ziskany, zpracovany atd. Statistické
metody, kterymi se budeme zabyvat, budeme rozliSovat podle toho, pro jaky typ méreni jsou
ur¢eny. Pfitom budeme uvazovat nasledujici typy dat, neboli skdly méreni .

2.2.1 KVANTITATIVNT DATA

Nahodnou veli¢inu X nazveme kvantitativni', pokud jeji hodnoty maji konkrétni nume-
ricky vyznam (napft. pocet, procento, délka, objem, hmotnost, trokova mira, koncentrace
latky, energie, teplota, doba trvani, velikost thlu, zemépisna $itka, kalendarni rok). U kvan-
titativnich veli¢in existuje smysluplné usporddani jejich hodnot (teplota 10 °C je vyS$si nez
—11,4°C) a rozdily jejich hodnot maji redlnou interpretaci. Kvantitativni veli¢ciny mohou byt
jak diskrétni tak spojité.

Kvantitativni veliciny mizeme ddle d€lit na dvé podskupiny: intervalové a pomeérové. Po-
mérové veliciny jsou typicky nezdporné s jasné definovanou nulovou hodnotou a interpre-
tovatelnymi podily. Napfiklad hmotnost 0 kg je jednoznacné danéd a hmotnost 20 kg je Ctyfi-
krat vice nez 5 kg. Piiklady pomérovych veli¢in jsou pocet, délka, objem, hmotnost, tirokova
mira, koncentrace latky, energie, doba trvani, teplota méfend v Kelvinech. Intervalové ve-
liciny jsou kvantitativni veli¢iny, které nejsou pomérové, to jest nemaji pevné definovanou
nulu nebo nemaji interpretovatelné podily. Naptiklad smér dany azimutem je intervalova
veli¢ina, nebot azimut 360° neni Sestkrat vétsi nez 60°. Podobné teplota mérena v °C je in-

tervalova veli¢ina nebot 16 °C neni ¢tyfikrét vyssi teplota nez 4 °C. Kalendaini rok je také in-
tervalovd velicina, protoZe nema smysl pocitat podil letosSniho roku a roku vaseho narozeni.

2.2.2 KATEGORIALNI DATA

Nahodnou veli¢inu X nazveme kategoridlni*, pokud jeji hodnoty kéduji piislusnost (neboli
klasifikaci) subjektu do urcité kategorie, neboli jedné z nékolika disjunktnich mnozin. Ka-

* Angl. measurement scales T Angl. quantitative ¥ Angl. categorical
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2 Odhadovéani parametrii

tegoridlni velic¢iny jsou vzdy diskrétni a maji kone¢ny pocet K moznych hodnot, obvykle
1,...,Knebo0,..., K — 1. Hodnoty kategoridlnich veli¢in nemaji pfimou numerickou in-
terpretaci, slouzi pouze k rozliseni kone¢ného poc¢tu moznych stavii. Jednotlivym staviim
fikdme uirovné” nebo kategorie.

Kategorialni veli¢iny dale délime na nomindlni' a ordindIni*. U nominélnich veli¢in ne-
existuje ani Zzddné usporddani jejich kategorii — nelze fici, Ze kategorie j pfedchézi kategorii
j + 1. Pfikladem nomindlni veli¢iny je tfeba bydlisté kategorizované jako kraj (1 = Praha, 2 =
Stfedocesky kraj, ..., 14 = Zlinsky kraj) nebo socialni postaveni (1 = nezletily; 2 = student; 3
= zaméstnanec; 4 = zivnostnik; 5 = nezaméstnany; 6 = dlichodce). Ordindlni veli¢iny maji
v n&jakém smyslu usporddané kategorie, takZe 1ze tvrdit, Ze kategorie j predchdazi kategorii
j + 1, nebo Ze je mensi, horsi apod. Piikladem ordindlni veli¢iny je tfeba odpovéd na otdzku
s moznostmi 1 = ostie nesouhlasim, 2 = spiSe nesouhlasim, 3 = nevim, 4 = spiSe souhlasim,
5 = naprosto souhlasim. Jiny pfiklad je veli¢ina nejvyssi dosaZené vzdélani koédovana jako 1
= niz8i nez zdkladni; 2 = zdkladni; 3 = ucebni obor; 4 = stfedoskolské s maturitou; 5 = baka-
l14i'ské; 6 = magisterské; 7 = doktorské.

2.2.3 BINARNI DATA

Bindrni® veli¢iny jsou specidlnim piipadem kategoridlnich velicin, kde K = 2. Klasifikuji
tedy pozorovani do jednoho ze dvou moznych stavil. Jejich hodnoty se obvykle voli jako 0
vs. 1, pfipadné 1 vs. 2. Pfikladem binérni veli¢iny je pravdivostni hodnota vyroku (0 = pravda,
1 = lez), realizace ndhodného jevu (0 = nenastal/netspéch, 1 = nastal/dspéch) nebo pohlavi
(1 = samec, 2 = samice).

2.2.4 VOLBA PARAMETRU V ZAVISLOSTI NA TYPU DAT

Pro nomindlni veli¢iny obecné nemd smysl uvazovat parametry jako E X, var X, distribu¢ni
funkci, kvantily, kovariance a korelace, zkrdtka Zddné charakteristiky, které zaviseji na ko-
dovani a usporddani jednotlivych kategorii. Tyto parametry jsou sice fadné definovany, ale
nemaji Zddnou praktickou interpretaci. Jediné parametry, které u nominélnich velicin inter-
pretaci maji, jsou pravdépodobnosti jednotlivych kategorii, Cili p; = P[X = j] pro vSechny
moZné hodnoty j.

Vyjimkou jsou bindrni veli¢iny. Znamenad-li napt. hodnota 0 netispéch a hodnota 1 tispéch,
pak EX = P[X = 1], tedy stfedni hodnota je zaroven pravdépodobnost tspéchu.

U ordindlnich veli¢in m4 diky usporadéni jejich hodnot smysl distribu¢ni funkce. Casto
je mozné prikladat jim intervalovou interpretaci (doktorské vzdélani je o dva stupné vyssi
neZ bakalarské), ale obvykle jim nelze davat pomérovou interpretaci (nelze fici, Ze magis-
terské vzdeélani je dvakrat vys$si nez ucebni obor). Ordindlnim veli¢cindm se nékdy pfirazuji
necelociselné hodnoty, tzv. skéry. Napt. ordindlni veli¢inu miizeme vytvorit tak, Ze vezmeme
kvantitativni veli¢inu Z a seskupime ji podle zvolenych délicich bod(, napt. X = 1 pokud
Z €40, 5), X =2pokud Z € (5, 20), X = 3 pokud Z € (20, 100) a X = 4 pokud Z > 100.
Takové velic¢iny bézné€ vznikaji v dotaznicich, kde respondent dostane na vybér jednu ze Ctyt
moznosti namisto toho, aby musel zapsat presné ¢islo. Vysledna veli¢ina X je zjevné ordi-
ndlni. Namisto hodnot 1, ..., 4 bychom ale mohli za hodnoty X vzit prostfedky interval,
z kterych hodnoty X vznikly, tedy 2,5; 12,5 a 60 pro prvni tfi intervaly. S poslednim je zjevné

* Angl. levels T Angl. nominal * Angl. ordinal S Angl. binary
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2 Odhadovéani parametrii

potiz, nebot nema pravy okraj — jeho skéru bychom museli néjak doplnit, naptiklad vzit 150.
Takto zakdédovand veli¢ina X je nejen ordindlni, ale m4 nékteré vlastnosti veli¢iny kvantita-
tivni.

Ordindlni veli¢iny miZzeme vzdy analyzovat jako by byly nomindlni, ale casto je mozné
na né pouzivat metody urcené pro kvantitativni veli¢iny, odhadovat jejich stfedni hodnotu
nebo pocitat jejich rozdily. Existuji také specidlni metody urc¢ené pravé pro ordindlni veli¢iny,
s témi se ale zatim nesetkame.

N4&s vyklad statistickych metod pocinaje kapitolou 4 bude rozliSovat metody pro kvantita-
tivni data, kde budeme pracovat s charakteristikami jako je stfedni hodnota, rozptyl, medién,
distribu¢ni funkce, kovariance apod., a metody pro nomindlni data, kde budeme pracovat
s pravdépodobnostmi jednotlivych kategorii.

2.3 INTERVALOVY ODHAD

2.3.1 DEFINICE

Definice 2.5 Interval B = B,(X) C R se nazyva intervalovy odhad parametru 6x € R o spo-
lehlivosti 1 — «, praveé kdyz P[B > 6x] = 1 — «. Interval B se nazyva asymptoticky intervalovy
odhad parametru 6x € R o (pribliZné) spolehlivosti 1 — «, pravé kdyZ P[B 3 6x] — 1 — a pro
n — co.

Poznamka.

e Interval B je ndhodny (spocitany z dat), zatimco parametr 6x je pevny. Vyraz B > 0x
¢teme ,interval B pokryva (skute¢nou hodnotu) 0y “.

¢ Intervalovému odhadu se bézné tika i jinak, napt. interval spolehlivosti s pravdeépo-
dobnosti pokryti 1 — a nebo (1 — ) 100-procenini konfidencni interval pro parametr 6.
Cislo « € (0, 1) je pfedem zvolené; obvykle se bere a = 0,05 a pocitaji se 95procentni
intervaly. MiZeme se vSak setkat i s intervaly, jeZ maji pokryti 90 % c¢i 99 %.

 Ne vzdy je mozné ¢i vhodné pocitat presné intervaly spolehlivosti. Casto se spokoju-
jeme s intervaly asymptotickymi, jejichZ pokryti se pro velké rozsahy vybéru blizi k po-
Zadované hodnoté.

¢ Intervalové odhady zde definujeme pouze pro redlné parametry. Podobny koncept v§ak
lze zavést i pro vektorové parametry; hledime ndhodnou mnoZinu B, kterd pokryva
skutecnou hodnotu se zadanou pravdépodobnosti. Této mnoziné pak fikdme oblast
spolehlivosti. Tvar mnoZziny B 1ze ale potom volit mnoha rtiznymi zptisoby.

Poznamka. Rozezndvdme intervalové odhady oboustranné a jednostranné (levo- a pravo-
stranné).
e Interval tvaru (Cy, Cy), kde C; a Cy jsou dvé ndhodné veli¢iny spliiujici P[C; < Cy] =
1,C; > —0 a Cy < oo, nazyvdme oboustranny interval spolehlivosti. Obvykle jej se-
strojujeme tak, aby platilo (alesporl asymptoticky)

(04 (07
P[QX <Cy] = E, P[QX >Cr,0x <Cyl=1-aq, P[QX > Cyl = E

* Angl. confidence interval with coverage probability/confidence level 1 — a
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2 Odhadovani parametrti

e Interval tvaru (Cy, o) nazyvame levostranny interval spolehlivosti. Mame P[C; < 0x] =

1-a.
e Interval tvaru (—oco, Cy) nazyvame pravostranny interval spolehlivosti. Mdme P[6x <
Cyl=1-c.

Priklad (stfedni hodnota normélniho rozdéleni se zndmym rozptylem). Vezméme si pro-
blém intervalového odhadu stfedni hodnoty pro normélné rozdélend data se zndmym roz-
ptylem.
Data: X], ey Xn ~ FX
Model: Fx € F = {N(u, 0%), u € R, 0% zndmo}
Odhadovany parametr: 0y = EX; = uy
Postup:
1. Mame bodovy odhad X, ktery je nestranny a konsistentni pro uyx. Vime, ze X, ~
N (zex, 0')2(/7’1). Tudiz

X —
An T HX N(O, 1).
Ox

Vn

2. Vyjdeme z rovnosti
P[u% <VnX, - ux)/ox < ul_%] =1-a,

kde u, = ®"!(a) je a-kvantil normovaného normélniho rozdéleni, a postupnymi tipra-
vami (s vyuzitim symetrie hustoty N(0, 1) kolem 0) dojdeme k

P[Yn—dxul_%/\/ﬁ< Ux <Yn+0'Xu1_%/\/ﬁ] =1-a.

3. Ziskali jsme oboustranny interval spolehlivosti (Cz, Cy). Jeho krajni body jsou

= (' = Ox 21
CL—Xn—ﬁul_%, CU—Xn+ﬁu1_%. (2.1)
Kvantily normovaného norméalniho rozdéleni které potrfebujeme pro konstrukci inter-

valt spolehlivosti, jsou uvedeny v Tabulce 2.1.
Pro @ = 0,05 vezmeme kvantil 1 975 = 1,96 a dostaneme 95% oboustranny interval
spolehlivosti. To znamen4, Ze tento interval pokryvé skute¢nou stfedni hodnotu ux

s pravdépodobnosti 0,95.

4. Jednostranny interval bychom ziskali drobnou modifikaci kroku 2. Levostranny inter-

val vyjde (Cy, =), kde C; = X, — ‘\T/—%ul_a. Pravostranny interval vyjde (—oo, Cy), kde
Cy =X, + %ul_a. Jednostranné intervaly se od oboustranného lisi hodnotou kvan-
tilu normalniho rozdéleni (pouzivaji u;-, namisto u;_g¢). Pro 95% jednostranny inter-

val spolehlivosti bychom vzali kvantil 1 95 = 1,645.

Tabulka 2.1: Vybrané hodnoty kvantili normovaného normaélniho rozdéleni.

K 0,9 0,95 0,975 0,99 0,995
u,=® (k) 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576
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2 Odhadovéani parametrii

Poznamka. Délka intervalu spolehlivosti zavisi na:
e poctu pozorovani n,
* rozptylu dat 0%,
e pravdépodobnosti pokryti 1 — a.

Priklad. Necht Xj, ..., X, je nahodny vybér z rozdéleni N(uy, 0% ), rozptyl 0% zname. Kolik
pozorovani potifebujeme, aby délka oboustranného intervalu spolehlivosti pro stfedni hod-
notu ux nepiekrocila stanovenou mez d > 0?

Méme 2u1_, 20 x/n < d. Tudiz potiebujeme alespori 4u?__ 0% /d* pozorovani.

—a/2

Lemma 2.2 (interval spolehlivosti po transformaci parametr) Je-li (C;, Cy) interval spo-
lehlivosti pro parametr 0x s pravdépodobnosti pokryti 1 — « a je-li ¢ ryze rostouci redlnd
funkce, pak (y/(Cy), ¥ (Cy)) je interval spolehlivosti pro parametr (6x) s pravdépodobnosti
pokryti 1 — a.

2.3.2 KONSTRUKCE INTERVALOVYCH ODHADU

Necht X = (X[,..., X7, kde X1, X», ..., X,, je ndhodny vybér z rozdéleni Fx € F.
Odhadujeme parametr 6x = t(Fx) € R. PopiSme si stru¢né obecny postup pfi konstrukci
oboustrannych intervalovych odhada pro 6x.

1. Nalezneme funkci ¢(x, 6x) takovou, Ze ¢ je prosta a spojita funkce v argumentu 6x pro
kazdé x a rozdéleni ndhodné velic¢iny Z,, = ¢(X, 6x) je zndmé alespon asymptoticky
(nezavisi ani na 6y ani na jinych nezndmych parametrech). Ndhodna veli¢ina Z,, se
nazyva pivotdlni statistika. Oznacime F, distribu¢ni funkci Z,, ¢, = F, (@) budiz a-
kvantil rozdéleni F;. Pfi konstrukci funkce ¢ mtzeme vyjit napt. z bodového odhadu
parametru Oy, jehoz rozdéleni vétSinou zndme alesporn asymptoticky.

2. Zinvertujeme ¢ (x, 0) jakoZto funkci argumentu 0 pti pevném x — nechf existuje ¢(x, z)
takova, Ze p(x, ¢(x, z)) = z a p(x, ¢(x, 6)) = 0 pro viechna x, z a 6.

3. Méame Plc,2 < Z, < c1-q/2] = 1 — a. Aplikaci funkce ¢(x, -) na obé nerovnosti (pfed-
pokladajice, Ze je klesajici funkci druhého argumentu z, coZ je v praxi Casty piipad)
dostaneme

Plo(X, c1-a2) < O0x < @(X, co2)] =1 - a.

4. Ziskali jsme interval spolehlivosti (C;, Cy) s pravdépodobnosti pokryti 1 — «, kde C; =
@(X, c1-a/2) aCy = ¢(X, cq/2).

Priklad (stfedni hodnota normélniho rozdéleni s nezndmym rozptylem). Vezméme si pro-
blém intervalového odhadu stfedni hodnoty pro normélné rozdélena data s nezndmym roz-
ptylem.

Data: X], ey Xn ~ FX

Model: Fx € ¥ = {N(u, 0?), u € R, 02 > 0}

Odhadovany parametr: 0x = EX; = ux

Postup:
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2 Odhadovéani parametrii

Tabulka 2.2: Vybrané hodnoty kvantilti #¢ (k) rozdéleni t s f stupni volnosti.

K
0,9 0,95 0,975 0,99 0,995

5 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032
10 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169
15 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947
25 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787

100 1,290 1,660 1,984 2,364 2,626
co 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576

Odhad X, je nestranny a konsistentni pro uy, odhad S? je nestranny a konsistentni pro
o% = var X;. Z véty 1.10 vime, Ze

T, = \/ﬁ M ~ Ip-1.
Sn

Vezmeme tedy T, jako pivotdlni statistiku, F; je distribu¢ni funkce rozdéleni t,_; a ¢, =
th-1(@) (a-kvantil rozdéleni ¢,,_). Vybrané kvantily t rozdéleni jsou uvedeny v Tabulce 2.2.
Jak je vidét, uzZ pro n — 1 = 25 jsou jen o malo vétsi neZz kvantily normovaného normal-
niho rozdéleni, k nimz konverguji pfi poc¢tu stupnt volnosti rostoucim nade vSechny meze.
Vétsi hodnoty t kvantild proti kvantilim normovaného normadlniho rozdéleni pouZzivanym
v tvodnim prikladé odrazeji zvySenou variabilitu pivotalni statistiky zptisobenou neznalosti
skute¢ného rozptylu.

Vyjdeme z rovnosti

Plta1(a/2) < VA(Xy = px) /Sy < ti (1= @/2)] = 1~

a stejnym postupem jako u normadlniho rozdéleni se zndmym rozptylem dojdeme k intervalu

— S ¥y — S a
(X,, - \/—%tn_l(l - 5), X, + \/—”ﬁtn_l(l - 5)) . 2.2)
ktery mé pravdépodobnost pokryti presné 1 — «. Kviili vy$§im hodnotdm t kvantild je tento
interval o néco 8ir$i neZ interval (2.1) pfi zndmém rozptylu.

Priklad (stfedni hodnota libovolného rozdéleni s kone¢nym rozptylem). Vezméme si pro-
blém intervalového odhadu stfedni hodnoty bez predpokladu normality dat.
Data: Xj, ..., X,, ~ Fx
Model: Fx € ¥ = £2? (viechna rozdéleni s kone¢nym rozptylem)
Odhadovany parametr: 0y = EX; = uy
Postup:
Odhad X, je nestranny a konsistentni pro zy, odhad S je nestranny a konsistentni pro

o% = var X;. Z véty 1.9 vime, Ze

X, -y D
Tn=\/E"S—”X—>N(0, 1.

n
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2 Odhadovani parametrti

Vezmeme tedy T, jako pivotalni statistiku.
Vyjdeme z limitniho vztahu (zdivodnéného konvergenci v distribuci pivotdlni statistiky)

P[u% <VnX, - ux)/Sp < ul_%] —1—-a pfin— co.
JelikoZ pro n — oo kvantil #,_; (o) konverguje k u, (pro libovolné 0 < a < 1), mdme
Plta1(/2) < Vn(Xy = ux) /Sy < tir(1-@/2)] > 1-a  piin— .

Proto interval (2.2), ktery byl pfesnym intervalem spolehlivosti pro ux u vybéru z normdlniho
rozdéleni, je zarovenl asymptotickym intervalem spolehlivosti pro ux pro data pochéazejici

z jakéhokoli rozdéleni s kone¢nym rozptylem.
Zde konci

predn. 8

Priklad (alternativni rozdéleni). Ukazme si nyni jeden mozny zptisob odvozeni asymptotic- 27.10)

kého intervalového odhadu pro pravdépodobnost tispéchu v alternativnim rozdéleni. (Né-
kolik dalsich intervalovych odhadt pro tento problém si ukdZeme pozdéji.)

Data: Xj, ..., X,, ~ Fx
Model: Fx € F = {Alt(p), p € (0, 1)}
Odhadovany parametr: py = EX; = P[X; = 1]
Postup:
Jelikoz odhadujeme pravdépodobnost, vyjdeme z empirické relativni ¢etnosti p,, = X,
kterd je nestrannym a konsistentnim odhadem p (véta 1.3). Z centralni limitni véty (tvrzeni P.7.11)

vime, 7e V(7 — px) —o N(O, px (1 — px)). Tudiz
\/ﬁ Pn — Px
Vpx(1 - px)

Leva strana je nelinedrni funkci py, ale mizeme si ji zjednodusit. Z konsistence p, a véty
o spojité transformaci (tvrzeni P7.3) vime, Ze

n(1 = Bn) — px (L= px).

Ze Sluckého véty (tvrzeni P7.6) dostaneme

Pn = PX _\/Px(l—PX)\/ﬁ Dn — Px

\/ﬁn(l_ﬁn) B \/ﬁn(l_ﬁn) \/Px(l—l’x)

2, N, 1).

2, N, 1). 2.3)

Vezmeme tedy Z, , Fz = ®ac, = u, (e-kvantil normovaného normalniho

\/_ Vpn(l Pn)
rozdéleni).

Vyjdeme z limitniho vztahu

p[ i Tl S ] 1

Vpn(l - pn)

(pro n — o0) a postupnymi Gpravami dojdeme k

P[ﬁ _Vﬁn(l_ﬁn) o +—Mu ]—)1—0

n N U-¢ < px < pPn Vi 1-¢
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2 Odhadovéani parametrii

Ziskali jsme tedy interval

<A ﬁn(l_ﬁn) —~ ﬁn(l _ﬁn) )
—_—Uu nt —ul_% ,

n 7 l—%’

jehoz pravdépodobnost pokryti konverguje k 1 — @ pro n — co.

Priklad (rozptyl a smérodatna odchylka normélniho rozdéleni). Vezméme si problém inter-
valového odhadu smérodatné odchylky v normélnim rozdéleni.

Data: Xj, ..., X,, ~ Fx
Model: Fx € F = {N(u, 0?), u € R, 0> > 0}
Odhadovany parametr: ox = yvar X;
Postup:
Zabyvejme se nejprve rozptylem o%. Jeho nestranny a konsistentni odhad je S2. Z véty 1.8,
¢ast (i), vime, ze

(n-1)S2 ,
o2 ~ Xn-1-
X

Vezmeme tedy Z, = (n — 1)S2/0%, Fz = x%_, ace = x%_;(a), tj. a-kvantil rozdéleni x2_,
(viz Tabulka 2.3).
Vyjdeme z rovnosti

_ 2
P[Xfl_l(oz/Z) < w < Xfl_l(l —a/2)|=1-«a
Ox

a postupnymi tpravami dojdeme k
(n—-1)$2 , _ (n=DS;]
2— < O-X 2— — —
X (1—a/2) X5 1 (a/2)

Ziskali jsme interval spolehlivosti

-1)s2 -1)s2
2(n )Sy ’ (Z )Sy (0.4)
Xn_l(l —(1’/2) Xn_l(a'/z)
pro rozptyl o' s pravdépodobnosti pokryti 1 — a.
Tabulka 2.3: Vybrané hodnoty kvantili X]%(K) rozdéleni y? s f stupni volnosti.
K
f 0,01 0,025 0,05 0,1 0,9 0,95 0,975 0,99

5 0,554 0,831 1,145 1,610 9,236 11,070 12,833 15,086
10 2,558 3,247 3,940 4,865 15,987 18,307 20,483 23,209
15 5,229 6,262 7,261 8,547 22,307 24,996 27,488 30,578
25 11,524 13,120 14,611 16,473 34,382 37,652 40,646 44,314

100 70,065 74,222 77,929 82,358 118,498 124,342 129,561 135,807
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2 Odhadovéani parametrii

Interval spolehlivosti pro smérodatnou odchylku o x ziskdme aplikovdnim odmocniny na
krajni body intervalu pro rozptyl (odmocnina je rostouci funkce na (0, )):

Vvn—-18§, Vn-18,
Ve a-a2) [ (@f2)

2.4 EMPIRICKE ODHADY A VYBEROVE MOMENTY

Méjme dan ndhodny vybér Xi, X,, ..., X,, z rozdéleni Fx. Ukazme si, jak 1ze odhadnout né-
které charakteristiky rozdéleni Fy.

2.4.1 EMPIRICKA DISTRIBUCNI FUNKCE

Zabyvejme se nejprve odhadovanim celé distribuc¢ni funkce Fx(u) pro u € R. Pracujeme
s modelem, ktery zahrnuje veskerd rozdéleni na R, tj. na distribu¢ni funkci Fx neklademe
viibec zddné podminky.

1

. e df p e .
Definice 2.6 Funkci F,(u) = o "1 Veo,uy (X;) nazyvame empirickd distribucni funkce na-

hodného vybéru Xi, Xo, . .., X,,.

Pozndamka. Hodnota F, v bodé u je rovna poctu pozorovani, kterd neprekro¢i u, délenému
celkovym poétem pozorovani. Funkce F, je neklesajici, zprava spojité, po ¢astech konstantni,
skace v pozorovanych hodnotéach veli¢in X;, velikosti skokd jsou dany poctem pozorovani
rovnych u délenym celkovym poctem pozorovani. Empiricka distribu¢ni funkce mé vSechny
vlastnosti distribu¢ni funkce diskrétniho rozdéleni.

Pro pevné u je hodnota F,(u) vlastné relativni cetnost jevu [X; < u] spocitand z n pozoro-
vani, pficemz pravdépodobnost tohoto jevu je Fx(u). Z véty 1.3 rovnou dostaneme nejdtile-

vvvvvv

Véta 2.3 (vlastnosti empirické distribu¢ni funkce) Pro libovolné u € R plati

(i) Efn(u) = Fx(u) (nestrannost), var fn(u) = w

(ii) fn(u) L Fx (u) (bodova konsistence)
(iii) Vn [fn(u) — Fx(u)] i> N(O0, Fx(u)[1 — Fx(u)]) (asymptotickd normalita)
(iv) nE,(u) ~ Bi(n, Fx(u))

~ P
(V) sup,cgr |Fn(u) - FX(u)| — 0 (stejnomérnd konsistence)

Poznamka.
e Z bodu (iii) predchozi véty 1ze odvodit asymptoticky interval spolehlivosti pro Fx(u)
stejné jako v pfipadé€ parametru alternativniho rozdéleni (viz str. 27).
* Bod (v) se nékdy nazyva Glivenkova-Cantelliho véta. Nelze jej odvodit z véty 1.3 ani ji-
nych vysledk, které méame k dispozici. Bude dokdzan na jedné z pokrocilejsich pred-
nasek z teorie pravdépodobnosti.

* Angl. empirical distribution function
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2 Odhadovéani parametrii

2.4.2 EMPIRICKE ODHADY

Z empirické distribu¢ni funkce lze odvodit odhady mnoha zakladnich charakteristik rozdé-
leni Fx. Necht 0y = t(Fx) je hledany parametr. Umime-li jej spocitat ze skutec¢né distri-
buc¢ni funkce Fx, mlizeme jej stejnym zptisobem spocitat i z empirické distribu¢ni funkce
l?n. Dostaneme tak odhad 5,, il t(l?n). Témto odhadiim fikdme empirické odhady. Uvidime,
Ze v fadé pripadl maji empirické odhady rozumné vlastnosti.

Ukazme si tento postup nejprve na piikladé empirického odhadu stfedni hodnoty. Mdme

EX,' = f Xde(JC).

Empiricky odhad stfedni hodnoty ziskdme dosazenim F,, na misto nezndmé funkce Fx. Do-
staneme

f x dFp(x) =f xd(;zﬂ(—oo,x)(xi)) = ;Zf xd Tix, 00 (x) = ;ZXi,
- -0 i=1 =1 Y~ i=1

(o)

kde jsme vyuzili toho, Ze 1(x, «)(x) je pro pevné X; vlastné distribu¢ni funkci konstanty na-
byvajici hodnoty X; s pravdépodobnosti 1. Dosli jsme tedy k tomu, Ze empirickym odhadem
stfedni hodnoty je aritmeticky priimér, o némz jiz vime, Ze je nestranny a konsistentni.

2.4.3 EMPIRICKE ODHADY MOMENTU

Necht Xj, Xo, . . ., X;, je ndhodny vybér z rozdéleni Fx a h je méritelnd redlné funkce takova,
ze E |h(X;)| < 0. D4 se snadno ovéfit, Ze empirickym odhadem parametru E h(X;) je prGmér
naméfenych hodnot h(X;), tj. n™! 1 h(X;). Tento odhad je nestranny a konsistentni.
Odvodme si empiricky odhad rozptylu o5 = E X?—(E X;)?. Vime, Ze empirickym odhadem
EX; je X, a empirickym odhadem EX? je n! 3,7 | X2. Empiricky odhad rozptylu tedy je

~2 _ -1 2 w2 _ -1 ¥ \2
oL =n X=X, =T Y (X - X))

—_ P . ’ .~ ’a ) - P
Poznamka. Plati S5 = -5, Pro velkd n je rozdil mezi 0% a S5 maly, nebot 53 — S — 0.

Jak plyne z véty 1.6, vybérovy rozptyl S je nestranny a konsistentni odhad o%. Empiricky
odhad rozptylu 72 je konsistentni, ale neni nestranny.

Podobné mtzeme odvodit empirické odhady pro momenty vyssich radda. Empirické od-
hady necentralnich momentt u;. = EXik jsou

1 n
~ _ k
H;—;;Xi-

Empirické odhady centralnich momentti u; = E (X; — E X;)* jsou
1 ¢ -
e = — > (X =Xk,
i=1

Empirické necentrdlni momenty jsou evidentné nestranné a konsistentni. Empirické cen-
tralni momenty jsou konsistentni, nikoli vSak obecné nestranné.
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2 Odhadovani parametrti

Empiricky odhad Sikmosti je

= _ M
NCHTE
empiricky odhad Spicatosti je
7.= 24

Oba jsou konsistentni (z véty o spojité transformaci, tvrz. P7.3).

2.4.4 EMPIRICKY ODHAD KVANTILU

Necht « je pfedem dané Cislo z intervalu (0, 1). Kvantilova funkce rozdéleni Fx je definovdna
jako Fy!(a) = inf{x : Fx(x) > a}; e-kvantilem rozdéleni Fy rozumime €islo uy (@) = Fi'(a).
Pro a-kvantil plati

}Zi{‘r(l)FX(uX(a) —h)<a a Fx(ux(a)) > a.

Jako empiricky odhad pouZijeme hodnotu «-kvantilu empirické distribu¢ni funkce, tedy
F Y (@) = inf{x : F,(x) > a}.

Definice 2.7 (Vybérovy kvantil) Ozna¢me k, = an, pokud an je celé ¢islo, k, = [an] +
1 pokud an neni celé ¢islo. Empiricky (vybérovy) a-kvantil u,(«a) definujeme jako k,-tou
porddkovou statistiku ndhodného vybéru Xi, .. ., X, tedy u, (@) = X,)-

Poznamka.
* Pro a = 0.5 dostaneme vybérovy medidn': im,, = X(ns1) Pro n liché a m,, = X(/2) pro n
sudé.
¢ Vybérovy a-kvantil spliiuje nerovnosti

lim (i, (@) —h) <a a F,(iy(a)) > a
B\0
tj. alespon na pozorovani je mensi nebo rovno u, () a zaroven alespon n(1 — «) po-

zorovani je vétsi nebo rovno u, («).
¢ Existuje alespori 10 riznych definic vybérového «-kvantilu.

Nésledujici lemma charakterizuje vybérovy kvantil jako feSeni minimaliza¢niho problému
(srovnej s Lemmatem 1.1); specidlné vybérovy medidn minimalizuje soucet absolutnich od-
chylek jednotlivych pozorovéani od libovolného redlného cisla.

Lemma 2.4

(i) Pro vybérovy medidn m,, plati

n
m, = argminz IX; —c|.
ceR =

* Angl. empirical quantile, sample quantile T Angl. sample median
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2 Odhadovani parametrti

(ii) Necht « € (0, 1). Pro vybérovy a-kvantil u,,(«) plati
n
() = arg mlﬂgz; 00 (Xi = ©),
i=

kde 0, (1) = |u(a = T(—o,0)(w))].

Pozndmka. Minimaliza¢ni problém z casti (ii) Ize pfepsat ve tvaru

argrcléiﬂg[—(l -a) Z X;—o)+a Z (X; — c)].

i:Xj<c i:Xj>c

Zavedeme-li znaceni U; = (X; —c)1(X; > ¢), Vi = —(X; —c)1(X; < ¢), U = (Uy, ..., Up)T,
V=W,...,V) ), X=(X,..., X, mizeme problém prepsat jako tlohu linearniho pro-
gramovani ve (2n + 1)-dimensiondlnim prostoru

inellU+1-a)1'V
g et

pfi omezenich
cl,+U-V=X, U>0, V>0.

Tento minimaliza¢ni problém samoziejmé nemusi mit pravé jedno rfeSeni. Minima muzZe byt
dosazeno na celém intervalu hodnot.

Vlastnosti vybérového kvantilu budeme dokazovat pouze pro spojita rozdéleni s ostie ros-
touci distribu¢ni funkci Fx a hustotou fx.

Véta 2.5 Necht a € (0, 1). Necht X, ..., X, je ndhodny vybér ze spojitého rozdéleni s dis-
tribu¢ni funkei Fy, spojitou kvantilovou funkei F;! a hustotou fx, kterd je spojitd a nenulové
v okoli ux (). Potom plati:

(i) u,(a) je konsistentni odhad uy («);

(i) VA (@) - ux (@)] > N, V(@)), kde V(@) = —-—)

filux (@)’

Poznamka. Asymptoticky rozptyl V(«) vybérového kvantilu se $patné odhaduje, protoze
nemdame k disposici univerzalné pouzitelny a spolehlivy odhad hustoty.

V dtkazu véty 2.5 se pouziva nasledujici lemma, které se odvodi snadnou aplikaci véty
o transformaci ndhodného vektoru (tvrzeni P5.4).

Lemma 2.6 Necht 7, ..., Z,;1 je ndhodny vybér z rozdéleni Exp(1). Vezméme néjaké k €
{1,....,n}aoznatme U = ¥\, Z;,V = ¥ | Z;. Potom ndhodnd veli¢ina 5% m4 rozdéleni
B(k,n—k+1).
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2 Odhadovani parametrti

2.4.5 EMPIRICKE ODHADY PRO NAHODNE VEKTORY

Empirické odhady prvnich dvou momenti mizeme snadno rozsifit na nahodné vektory.
Necht X3, ..., X, je ndhodny vybér nezavislych k-rozmérnych ndhodnych vektord s roz-
délenim Fy, které ma stfedni hodnotu p a rozptylovou matici X. Jednotlivé slozky vektoru
X; budeme znacit X;;, i =1,...,n,j=1,..., k.

Empirickym odhadem p je zfejmé vektor empirickych odhadt jeho jednotlivych slozek,
¢ili k-rozmérny vybérovy prameér

_ 1 <
X, = —in.
ni:I

Empiricky odhad rozptylové matice £ bychom dostali z vyjadieni
L=EX® - (EX,)®*

nahrazenim stfednich hodnot jejich empirickymi odhady, tj. praméry.
Vybérovou rozptylovou matici si véak zadefinujeme malinko jinak, jako vicerozmérnou
obdobu vybérového rozptylu S2:

Poznamka.

¢ 3, mdna diagonéle vybérové rozptyly jednotlivych slozek, tj.

prOj:L...,k,kdeYj:% ;l:lXij-

e Prvek (j, m) matice =, je dén vyrazem
1 n
Sim = F— ;(Xij X)) Xim — Xm)

proj=1,...,kam=1,...,k, j # m. Tato ndhodn4 veli¢ina odhaduje kovarianci
cov (Xjj, X;m) mezi j-tou a m-tou slozkou X;. Rikdme ji vybérovd kovariance.

.3, je positivné semidefinitni a plati

n

_ 1 _
5, = n’zl(zgxl@z_xfz).

Nésledujici tvrzeni ukazuje, Ze jak X, tak s, jsou nestranné a konsistentni odhady:.

* Angl. sample covariation matrix
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2 Odhadovani parametrti

Tvrzeni 2.7
— — P
(i) Je-li E |Xj| < o0, pak EX, = pa X, — p.
= =~ P
(ii) Je-livarX;; <oo,pakEX, =XaX, — ZX.

Konsistence %, se ukéze stejné jako u S? (viz Véta 1.6(i)). Nestrannost Ize dokézat napfk.
nasledujicim zptisobem:

n [1< 1 _ (v ®2
5 2
ES, n_l[;ZEXi@ —ﬁE(ZXi) ]=
i=1 i=1
n
n o2 _ 1 ®2 _ 1 T _
n_l(EXl. —ﬁZ‘EXi —?ZZEXin)_
1=

i j#i

1 -1
" [Exi@’z(l - —) _n (EX,-)®2] 3.
n-—1 n n

Vzpomenme si na definici korelacniho koeficientu mezi velicinami X;; a X;,:
cov (Xij, Xim)
y/var X;jvar X,

Je logické zavést vybérovy korelac¢ni koeficient jakoZto empiricky odhad tohoto parametru
vznikly z empirickych odhadt jeho jednotlivych komponent.

0(Xij, Xim) =

Definice 2.8 Vybérovy korelacni koeficient §1m veliCinX;; a Xip, j=1,...,kam=1,...,k,
j # m, definujeme jako

Sjim S (X = X)) Kim — X m)

SiSm = E——
Jem \/Z?;l(xij_xj)z 1 Xim — X m)?

Ojm =

Poznamka.
e —1<Qj,m <1
* 0jm = 1 (resp. —1) pravé kdyz existuji konstanty a € R a b > 0 (resp. b < 0) takové, Ze
Xij =a+bX;, Vi=1,...,n.
o @}m je konsistentni odhad korelacniho koeficientu o(X;;, X;;,) [v€ta o spojité transfor-
maci], ale neni nestranny.

2.5 MOMENTOVA METODA

UvaZujme nyni parametricky model: mame ndhodny vybér Xi, . . ., X, zrozdéleni s hustotou
f(x;0x), kde tvar funkce f(-;-) je zndmy a Ox je nezndmy (vektorovy) parametr, jenz lezi
v parametrickém prostoru ® C R%, d > 1. Pracujeme tedy s modelem

F = {rozdéleni s hustotou f(x; ), 8 € ® C R%)

* Angl. sample correlation coefficient
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2 Odhadovani parametrti

Cilem je odhadnout parametr 8y. VyuZzijeme toho, Ze médme k dispozici konsistentni od-
hady momentti a Ze momenty rozdéleni X; obvykle umime vyjadrit jako funkce nezndmych
parametrii. Budeme piedpokladat, Ze E [X|¢ < co.

Uvazujme nejprve d = 1. Mame EX; = g(6x). Pokud je funkce g ryze monotonni, mu-
7eme ji zinvertovat a dostaneme 6x = g~ ' (E X;). Vime, Ze X, je konsistentni odhad a, pokud
— D
var X; < oo, pak Vn(X, — g(6x)) — N(0, var X;). Hledany parametr §x mtizeme odhadnout
pomoci 8, = g7 (X ,). R
* Je-li g7! spojita funkce, pak 6, je konsistentnim odhadem 6x [véta o spojité transfor-
macil.
~ D
» Ma-li g7! spojitou derivaci, pak Vn(6, — 8x) — N(0, V(6x)). Asymptoticky rozptyl
V (0x) spocitdme pomoci A-metody (Véta P7.12) a odhadneme pomoci V' (6,,).

Priklady.

1 Xp,..., X, je néhgdny vybér z rozdéleni Po(1x), EX; = Ax. Momentovym odhadem
parametru Ay je 6, = X,.

2. X, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni Geo(pyx), E X; = %. Momentovym odhadem
_ ~ D
parametru py je 6,, = ﬁ Plati vn (6, — px) — N(0, p2(1 - px)).

3. Xy, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni R(0, 0x ), E X; = 6x/2. Momentovym odhadem
—~ — —~ D
parametru Oy je 6, = 2X,. Plati Vn(6,, — 6x) — N(0, 6%/3).

N

Nyni roz$ifime momentovou metodu na d = 2 parametry.

Vyjadiime (E X;, var X;)T = g(0x). Resime jako soustavu dvou rovnic o dvou neznamych,
z nichz se snazime jednoznac¢né vyjadrit Oy jakoZzto funkci E X; a var X; (Ize, pokud je funkce
g prostéd). Dostaneme Oy = g ' (E X;, var X;).

* Vime, Ze X, a S2 jsou konsistentni odhady E X; a var X;. Je-li g ! spojit4, 0, = g7 (X, S2)
je konsistentni odhad 6.

e 7 véty 1.6, ¢ast (iv) vime, Ze pokud EXi4 < oo, pak X, a §2 jsou sdruzen& asympto-
ticky normalni. Ma-li g=! spojitou derivaci, pak podle A-metody mé i 8,, asymptoticky
sdruZené normaélni rozdéleni s rozptylovou matici, kterou lze spocitat pomoci véty 1.6

a A-metody.
Priklady.
4. Xj, ..., X, je ndhodny vybér z gama rozdéleni s parametry a a p. Momentovou meto-

dou dostaneme konsistentni a asymptoticky normalni odhady

X, X X,
a=— = —.
sz P
5. Xi, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni R(61, 62). Momentovou metodou dostaneme

konsistentni a asymptoticky normadlni odhady

01 =X, — /382 a 0, =X, ++/352.
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2 Odhadovani parametrti

6. X1, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni B(«, ). Momentovou metodou dostaneme
konsistentni a asymptoticky normalni odhady

. — (X,0=-X
a:Xn( n( n)

> Xn( = Xpn)
S5

1) & F=a-%u( -

(odhady jsou smysluplné pouze pokud S2 < X, (1 — X ,)).

Pozndamka. Odhady ziskané momentovou metodou mivaji vétsi asymptoticky rozptyl nez
odhady metodou maximdlni vérohodnosti, kterd bude probirdna v Matematickeé statistice 2.
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3 PRINCIPY TESTOVANI HYPOTEZ

3.1 ZAKLADNI POJMY A DEFINICE

Necht X3, ..., X, je ndhodny vybér nezavislych k-rozmérnych ndhodnych vektord s roz-
délenim Fx € ¥, kde ¥ je model. Necht § = t(F) € R je charakteristika rozdéleni, ktera
nds zajimd (parametr), necht ® = {t(F), F € ¥} C R oznacuje viechny mozné hodnoty
parametru v modelu # (nazyva se parametricky prostor’). Ozna¢me skute¢ny parametr jako
0x = t(Fx). Ozna¢me celd napozorovand data symbolem X = (X T...,X ;{ )T

Priklady. Nové zavddéné pojmy a tvrzeni budeme v celé této kapitole objastiovat na nésle-
dujicich piikladech.

2

A. Necht Xy, ..., X, je nahodny vybér z rozdéleni N(0y, o3), kde o3

> 0 je zndmo. Mame

tedy model
F ={N(0, 75), 6 € R}.
B. NechtXj, ..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni N(6x, 0% ), kde o4 neni znamo. Pracujeme
s modelem
F'={N@®,0?%), R, 0?2>0}>F.
C. Necht Xj, ..., X,, je ndhodny vybér z rozdéleni Fx s kone¢nymi druhymi momenty. Pra-

cujeme s neparametrickym modelem
F'=LDF OF.

Testovanym parametrem bude stfedni hodnota 6 = f x dF (x), jeho skute¢nd hodnota je
0x = EX;, dimenze d parametru 6 je 1. Parametricky prostor je ® = R.

Zvolme si nyni dvé neprazdné disjunktni podmnoziny @, které oznacime ©, a ;. Rek-
néme, ze nas nyni nezajima konkrétni hodnota parametru Oy, ale chceme pouze odpovédét
na otazku, zdali 6y € ®y nebo Oy € 0;.

Definice 3.1 (Hypotéza a alternativa)
e MnoZinu ©®, nazyvame [nulova] hypotéza', mnozinu ®, nazyvame alternativa’. Hy-
potézu oznacujeme obvykle symbolem Hjy, alternativu symbolem H;. Mluvime o fes-
tovdni hypotézy Hy : Ox € Qg proti alternativé H; : Oy € 0.

e Oznacme % il {F € F : t(F) € O}, tj. vSechna rozdéleni v modelu ¥, jejichz para-
metry spliiuji hypotézu. Jestlize Fy = {Fo} (tj. v modelu existuje pravé jedno rozdéleni,
které hypotézu spliiuje), hypotézu nazyvame jednoduchou®, jinak sloZenou. Jednodu-
chou hypotézu tedy dostaneme, pokud @y = {6y} je jednobodovd mnoZzina a zéroven
existuje prave jedno rozdéleni Fy € 7 takové, ze ¢ (Fy) = 6.

* Angl. parameter space t Angl. null hypothesis ¥ Angl. alternative hypothesis S Angl. simple null hypothesis
9" Angl. composite null hypothesis
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3 Principy testovani hypotéz

e Oznacme 7 il {F € ¥ 1 t(F) € 01}, tj. vSechna rozdéleni v modelu ¥, jejichZ parame-
try spliiuji alternativu. Jestlize 77 = {F;} (tj. v modelu existuje pravé jedno rozdéleni,
které alternativu spliiuje), alternativu nazyvame jednoduchou’, jinak sloZenou'. Jed-
noduchou alternativu tedy dostaneme, pokud ®, = {6;} je jednobodovd mnozina a
zaroven existuje prave jedno rozdéleni F; € 7 takové, ze ¢ (F;) = 6.

VeétSinou bereme ©1 = ©; a 1 = ¥ . V pripadech, kdy tomu tak neni, tj. & U ©; ¢ O,
muZeme zuZit si model na F° = {F € ¥ : t(F) € ®y U ©,}. Predpokladat, ze ®; = Qg a
¥1 = ¥, tedy neni na Gjmu obecnosti.

UvaZujme nyni jednorozmeérny parametr 6 a parametricky prostor ® = R.

* Nejobvyklejsi volba hypotézy je ®y = {6y} pro néjaké pfedem zvolené 6, € R, tj. tes-
tujeme Hy : 0x = 6. Za alternativu volime ®; = O, tj. H; : 6x # 6p. Vyslednou pro-
ceduru pak nazyvame oboustranny test', respektive test proti oboustranné alternative.

* Jind moznost je volit @y = (—o, 6p), tj. testovat Hy : 6x < 6y proti H; : 6x > 6,
prfipadné Oy = (f, o), tj. testovat Hy : 6x > 6y proti H; : 6x < 6. Tyto testy nazy-
vame jednostranné testy®, respektive testy proti jednostranné alternativé. VSimnéte si,
Ze krajni hodnota 6, je pokazdé zahrnuta v nulové hypotéze.

Volba hypotézy je ddna podstatou praktického problému, ktery fe§ime. V nékterych ptipa-
dech volime hypotézu znac¢né odlisné od tif zminénych moznosti. V této predndsce se vSak

budeme zabyvat pouze vySe zminénymi oboustrannymi a jednostrannymi testy.

Priklady. UvaZujme oboustranny test parametru 6 = ¢(F) = f xdF(x) € R. Testujeme
hypotézu Hy : 6x = 6, proti alternativé H; : 6x # 6.

A. Model ¥ = {N(6, o3), 6 € R}. V tomto modelu je %5 = {N(8, 03)}, jednd se tedy o test
jednoduché hypotézy. Alternativa je slozend, 1 = {N(6, (rg), 6 eR\{6p}]).

B. Model ¥’ = {N(6,0?), 6 € R, o? > 0}. V tomto modelu je hypotéza slozend, 7y =
{N(6y, %), 0% > 0}, alternativa je také slozend, 71 = {N(6, o), 6 € R\ {6y}, o2 > 0}.

C. Model ¥” = L2.V tomto modelu je hypotéza slozend, Fy = {F € L2 : t(F) = 6y},
alternativa je také slozend, 7 = {F € L2 : t(F) # 6p}.

Na zdkladé ndhodného vybéru X3, ..., X, chceme rozhodnout, zda H, plati nebo nikoli.
Pouzijeme k tomu néjakou vhodné zvolenou funkci dat S(X), které tfikame festovd statis-
tika', a mnozinu C, které fikdme kriticky obor!. Testova statistika je obvykle jednorozmérna;
kriticky obor je pak néjakd podmnozina R. Rozhodujeme se podle toho, jestli testova statis-
tika padne do kritického oboru, ¢i nikoli.

e Pokud S(X) € C, ucinime zavér, ze zamitdme hypotézu H, ve prospéch alternativy
H;.

e Pokud S(X) ¢ C, u¢inime zavér, Ze hypotézu H, nemiizeme zamitnout ve prospéch
alternativy H;.

* Angl. simple alternative 1 Angl. composite alternative ¥ Angl. two-sided test S Angl. one-sided tests
1" Angl. test statistic I Angl. critical region
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3 Principy testovani hypotéz

Definice 3.2 (Test) Statisticky test je definovdn pomoci testové statistiky S(X), kritického
oboru C avyse uvedeného pravidla pro zamitani hypotézy. Dva testy (S(X), C) a (§*(X), C*)
nazveme ekvivalentni pravé kdyz S(X) € C & S*(X) € C* skoro jisté, tj. oba testy vydavaji
s pravdépodobnosti 1 totéZ rozhodnuti.

Poznamka. Budeme vyZadovat, aby testova statistika spliiovala nasledujici podminku:
Pokud F; # F; at(Fy) = t(F,) = 0, pak pro kazdou borelovskou mnozinu B plati

fﬂB(S(lf))dFl(xl)”'dFl(xn)—fﬂB(S(fU))sz(xl)’"sz(xn)—>0 pro n — oo,

tj. rozd€lenti testové statistiky S(X) je stejné (nebo aspon priblizné stejné), at maji data roz-
déleni F; nebo F.

Plati-li tato podminka, pak rozdéleni testové statistiky nezavisi na jinych charakteristikdch
rozdéleni Fy nez na testovaném parametru 6. Mizeme tedy oznacit

Po[S(X) € B] d=ffﬂB(S(w))dF(X1)---dF(xn),

kde F je libovolné rozdéleni spliujici ¢ (F) = 6.

3.2 HLADINA TESTU A SiLA TESTU

Pri testovani hypotéz mohou nastat Ctyfi situace v zavislosti na tom, zdali hypotéza ve sku-
te¢nosti plati a zdali ji test zamitne.
e Hypotéza plati, test ji nezamitne, tj. 0 € Oy a S(X) ¢ C.V tomto pripadé test rozhodl
spravné.
¢ Hypotéza plati, test ji zamitne, tj. 0 € ©y a S(X) € C. V tomto pripadé test rozhodl
nespravne.
¢ Hypotéza neplati, test ji nezamitne, tj. 0 ¢ ©y a S(X) ¢ C.V tomto pripadé test
rozhodl nespravné.
* Hypotéza neplati, test ji zamitne, tj. 8 ¢ ©y a S(X) € C.V tomto pripadé test rozhodl
Spravne.

Definice 3.3 (Chyba I. a II. druhu)
(i) Jestlize test zamitl platnou hypotézu, fikime, ze nastala chyba I. druhu’.
(ii) Jestlize test nezamitl neplatnou hypotézu, fikdme, %e nastala chyba II. druhu'.

Chybam I. a II. druhu se obecné nelze vyhnout. Klasicky statisticky pristup k testovani
hypotéz spocivd v tom, Ze se snazime omezit pravdépodobnost chyby I. druhu, zatimco na
chybu II. druhu neklademe zadné striktni poZadavky.

Definice 3.4 (Hladina testu) Necht a € (0, 1) je pfedem stanovené Cislo.
(i) Jestlize kriticky obor C spliiuje podminku

sup Pg[S(X) € C] = «,
96@0

iikame, Ze test (S(X), C) md hladinu vyznamnosti ' pfesné a.

* Angl. typeIerror T Angl. type Il error * Angl. significance level
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3 Principy testovani hypotéz

(ii) JestliZe kriticky obor C spliiuje podminku

sup Py[S(X)eC] - a pron — o,
06@0

fikdme, Ze test (S(X), C) md hladinu « asymptoticky.

Poznamka.
¢ Je-li mnozina @y = {6y} jednobodovd, pak miizeme presnou hladinu testu psat jedno-
duseji
@ =Py, [S(X)eC].
e Zhruba feceno, hladina testu je pravdépodobnost chyby prvniho druhu, to jest pravdeé-
podobnost zamitnuti platné hypotézy. Pokud hypotéza zahrnuje vice neZ jednu hod-
notu parametru, pak jde o nejhorsi moznou pravdépodobnost chyby prvniho druhu.

Klasicky pfristup k testovani hypotéz miizeme shrnout takto:
1. Pfedem stanovime pozadovanou hladinu testu «, kterou ma test dosdhnout bud pfesné
nebo asymptoticky.
2. Najdeme vhodnou testovou statistiku S(X).
3. Kiriticky obor C = C(«) zvolime v zdvislosti na « tak, aby hladina testu (pfesna nebo
asymptotickd) byla pravé « a pfitom pravdépodobnost chyby II. druhu byla co nejmensi.

Poznamka.
¢ Hladina testu se voli mal4, v praxi se obvykle bere a = 0,05.
e Ma-li testova statistika S(X') diskrétni rozdéleni, pak neni mozné dosdhnout zcela li-
bovolné hladiny «. V tom pfipadé se spokojujeme s hladinou o’ < «, ktera je nejblize
k ptivodné pozadovanému «.
¢ Tato procedura zarucuje, ze pravdépodobnost zamitnuti platné hypotézy nemtize byt
vetsi neZ zvolend tolerance «.

Terminologie.
¢ Testu, jehoz skutecnd hladina je mensi nez pozadované «, se tikd test konservativni.
Testu, jehoZ skutecna hladina je vét3i neZ pozadované «, se fiké antikonservativni.
e Test, ktery pozadované hladiny @ dosahuje pfesné, budeme nazyvat presny test. Test,
ktery poZadované hladiny @ dosahuje jen asymptoticky, budeme nazyvat asymptoticky
test.

Definice 3.5 (Sila testu) Zvolme 8 € ®, a uvazujme data s rozdélenim F splnujicim ¢ (F) = 6
a tim porusujicim hypotézu. Pak pravdépodobnost S(6) zamitnuti neplatné hypotézy pfti
hodnoté parametru 6, tj.

B(O) = Py[S(X) eCl.

se nazyva sila’ testu proti alternativé 6.

Poznamka. Sila testu je pravdépodobnost zamitnuti neplatné hypotézy pri dané konkrétni
alternativé 6. Sila zavisi na alternativé, pro niZ ji vyhodnocujeme. Sila je rovna dopliiku prav-
dépodobnosti chyby II. druhu do jednicky. Sila testu nema netrividlni dolni hranici; o prav-
dépodobnosti chyby II. druhu nemtizeme predpoklddat, Ze je mala.

* Angl. power
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3 Principy testovani hypotéz

voyve

Definice 3.6 (Silofunkce) Funkce
B(0) = Po[S(X) € C]
zobrazujici cely parametricky prostor ® do (0, 1) se nazyva silofunkce testu.
Mad-li test hladinu «, pak musi platit supg.e, 8(6) = @ (nebo — @ pro n — ).

Poznamka (Interpretace vysledku testu).

o Skonci-li test zamitnutim hypotézy Hy, znamena to, Ze rozdéleni dat neodpovidd roz-
déleni, jaké by data méla za platnosti hypotézy. Pravdépodobnost chybného zamitnuti
v pripadé, Ze hypotéza plati, je omezena shora hladinou «, ktera je mald. Hypotézu H,
vyvracime, prokdzali jsme platnost alternativy H;.

e Skonci-li test tim, Ze hypotézu Hy nemiiZzeme zamitnout, znamena to, Ze rozd€leni dat
neni dostatecné odlisné od rozdéleni, jaké by data méla za platnosti hypotézy. Proto
nemuzeme usoudit, Ze hypotéza Hy plati a alternativa neplati. Pravdépodobnost chyb-
ného rozhodnuti v pfipadé, ze hypotéza neplati, mtze byt znacné velka. Tento vysle-
dek tedy neznamena potvrzeni platnosti hypotézy.

e Hypotéza H, a alternativa H,; pfi testovani nevystupuji symetricky. Hypotézu mtizeme
vyvratit ve prospéch alternativy, ale nemtizeme ji potvrdit nebo prokazat.

Abychom mohli stanovit kriticky obor C(«), ktery dodrzuje pozadovanou hladinu «, mu-
sime byt schopni spocitat presné nebo asymptotické rozdéleni testové statistiky za platnosti
hypotézy, a to nesmi zaviset na neznamych charakteristikdch rozdéleni Fx. Testovou statis-
tiku S(X) tedy volime tak, aby

(i) jeji rozdéleni bylo citlivé na hodnotu testovaného parametru 6;

(ii) zaplatnosti Hy jeji rozdéleni nezaviselo na nezndmych parametrech a bylo zndmo asporn
asymptoticky.

Madame-li testovou statistiku, kriticky obor C(«a) volime tak, aby

(i) byla dodrzena pozadovand hladina testu «;

(ii) v kritickém oboru byly zahrnuty ty hodnoty testové statistiky, které jsou za platnosti
hypotézy méné pravdépodobné nez za platnosti alternativy.

Kriticky obor C(«) mé ve vétsiné pripadu jeden z nésledujicich tvarti:

* (cy(@), o), tj. zamitame pro pfilis velké hodnoty testové statistiky S(X);
e (—o0, cr(@)), tj. zamitdme pro prilis malé hodnoty testové statistiky S(X);

* (—oo, cr(@)) U (cy(a), o), tj. zamitdme jak pro prili§ malé tak pro pfili§ velké hodnoty
testové statistiky S(X);

* (—o0, —cy(a@)) U (cy (@), ), tj. zamitame pro pfilis velké hodnoty |S(X)]|.

Konstanty c; (@) a cy (@), které urcuji hranice kritického oboru, nazyvame kritické hodnoty’.

* Angl. critical values
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3 Principy testovani hypotéz

Priklad (Al). OBOUSTRANNY TEST STREDN{ HODNOTY NORMALNIHO ROZDELENI SE ZNAMYM
ROZPTYLEM.

Méme néhodny vybér Xi, ..., X, z rozdéleni Fx = N(0x, 03) € ¥ = {N(6, 03), 0 € R}.
Testujeme Hy : 0x = 6y proti H; : Ox # 6.

Testovou statistiku zalozZime na bodovém odhadu parametru 0y, tj. priméru. Vime, Ze

X,—6
Un:\/ﬁ”—o

0o

ma za platnosti hypotézy H, rozdéleni N(0, 1). Jestlize hypotéza neplati, tj. 6x — 0y = 6 # 0,
pak

U, :\/ﬁxn_HX+0X_90 :\/EX,Z—HX +\/ﬁi
go Jo go
ma rozdéleni N(v,, 1), kde v,, = vnd/o. Je-li porusena hypotéza, pak se rozdéleni testové
statistiky posouvé pry¢ od nuly, a to tim ddle, ¢im vétsi je n a |6x — 6y|. Hodnoty testové
statistiky, které jsou daleko od nuly, tedy povedou k zamitnuti hypotézy.

Kriticky obor bude mit tvar (—co, cz(a)) U (cy (@), o). Kritické hodnoty c; (@) a cy(a) ur-
¢ime tak, aby Py, [U, € (oo, cr(@))] = Py, [U, € (cy(@), )] = a/2. To zarudi, Ze hladina
testu je presné rovna «. Odtud méame diky symetrii hustoty cy(a) = —cp(@) = uj_o/2. Test
tedy funguje takto

L. |Yn - 90|
zamitni Hy: 0x =60y < |Upl = Vn——— > uj_a)2
0o

tj. zamitdme hypotézu, pokud se X, lisi od hypotetické hodnoty 6, o vice nez u;_, 200/ \n.
Za kvantil u;_,/» dosazujeme 1,96 pro a = 0,05 a 1,645 pro a = 0, 1. Kriticky obor a hustoty
testové statistiky za hypotézy a za alternativy jsou zobrazeny na obrazku 3.1.

Obréazek 3.1: Hustota testové statistiky U,, za hypotézy a za alternativy pro v, = 1aa = 0,1.
Kritické hodnoty jsou vyznaceny modre, kriticky obor cervené.

Hustota S(X)
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3 Principy testovani hypotéz

Spocitejme nyni silofunkci tohoto testu. Vezméme néjaké 6 takové, ze 6 — 6y = 6 # 0.
Pokud 6 je skute¢ny parametr, pak rozdéleni U, je N(v,, 1) a rozdéleni U,, — v,, je N(0, 1).
Dostaneme tedy

ﬁ(@) = PG[Un € C(O[)] = PG[Un < _ul—a//Z] + P@[Un > ul—a/Z] =
= PG[Un —Vp < —Ul—q/2 — Vn] + P@[Un —Vp > Ul—q/2 — Vn] =

= q)(_ul—a//Z - Vn) +1- q)(ul—a//Z - Vn)-
Protoze ®(—x) = 1 — ®(x), tento vysledek miizeme prepsat do tvaru
B(0) = ©(=t1—a/2 = [val) + 1 = P(Ui—q/2 = [Val). ChY)

Pro 6 = 6, dostaneme v, = 0, a tedy $(8y) = «. Prabéh silofunkce tohoto testu je zakreslen
na obréazku 3.2.

Necht 6 je nenulové. Pak |v,| roste do nekonecna s rostoucim n a od urcitého n pocinaje
bude ®(-u1_q/2—|v,|) zanedbatelné proti zbytku g(6). Silofunkci tedy miiZeme aproximovat
vyrazem

BO) ~1- q)(ul—a/Z -Vn @) (3.2)
o

0

Odtud miizeme snadno spocitat, kolik pozorovani je potieba, aby test dosdhl sily alespoii
(napftiklad 0,95). PoZzadovany rozsah vybéru je

2
n>(u +u )zﬂ 3.3)
2 1-a/2 B 52" .
Poznamka. Jak jsme vidéli v pfedchozim prikladé, sila testu zavisi na
¢ hladiné testu «
e alternativeé 0, respektive jeji vzddlenosti 6 od hypotézy 6,

Obrézek 3.2: Silofunkce oboustranného testu stfedni hodnoty normalniho rozdéleni se zna-
mym rozptylem pro 6y = 0,03 =1, n =30 aa = 0,05.

Q
-

0.6 0.8

B(8)
0.4

0.2

0.0
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* rozptylu pozorovani o3

e poctu pozorovani n
Z téchto faktort je mozné ovlivnit pouze pocet pozorovani. Chceme-li dosdhnout dostatecné
sily, musime ziskat alespon takovy pocet pozorovdni, jaky je uveden v (3.3).

Poznamka. VSimnéme si, Ze sila pfedchoziho testu proti libovolné alternativé konverguje
k1 pfin — oo (viz (3.2)). Tuto vlastnost nazyvdme konsistence testu. Konsistence je velmi za-
douci vlastnost, jinak totiz nemusime byt schopni dosdhnout pozadované sily ani pfi velmi
velkém poctu pozorovani.

Definice 3.7 Test (S(X), C) na hladiné @ nazveme konsistentnim testem’, jestlize V0 € O,
lim, . B(0) = 1.

Zavedme jesté jednu uziteCnou vlastnost testl: nestrannost.

Definice 3.8 Test (S(X), C) na hladiné a nazveme nestrannym testem', jestlize Y0 € ©,

B(O) > a.

Poznamka.

¢ Nenechte se zmadst: pojmy nestrannost a konsistence testu maji jen velmi volny (pokud
vibec néjaky) vztah k pojmim nestrannost a konsistence odhadu.

¢ Nestrannost testu vyZaduje, aby sila proti kazdé alternativé byla alespon a. Kdyby tomu
tak nebylo, t.j. 30 € ©; takovd, ze B(0) < «, test by tuto 6 vlastné povazoval za soucdast
hypotézy.

o Test, ktery vzdy zamita Hy s pravdépodobnosti a (bez ohledu na data) je nestranny.
Nestranny test tedy existuje.

¢ Testy, které budeme uvadét v této predndsce, budou vzdy nestranné i konsistentni.
Tyto jejich vlastnosti nebudeme explicitné dokazovat. Kdybychom narazili na test, ktery
nékterou z téchto vlastnosti nem4, upozornime na to.

Priklad (A2). JEDNOSTRANNY TEST STREDNI HODNOTY NORMALNTHO ROZDELEN{ SE ZNAMYM
ROZPTYLEM.

Méme ndhodny vybér Xi, ..., X, z rozdéleni Fx = N(0x, 03) € ¥ = {N(6, 03), 0 € R}.
Testujeme Hy : Ox < 6p proti Hy : 0x > 6.

Testova statistika je stejnd jako v prikladé Al

U, = \/ﬁ LQO
0o
Jeji rozdéleni pro 6x = 6, je N(0, 1). Pro hodnoty 6x = 6y + 6 mdme U,, ~ N(v,, 1), kde v,, =
\né/oy. Je-li porusena hypotéza, pak se rozdéleni testové statistiky posouvéa do kladnych
hodnot, a to tim dale, ¢im vétsi je n a §. Prili§ velké kladné hodnoty testové statistiky, tedy
povedou k zamitnuti hypotézy.

Kriticky obor bude mit tvar C(a) = (cy (@), o). Kritickou hodnotu ¢y (@) uréime tak, aby
Py, U, € (cy(a), )] = a. Jelikoz Py[U, € (cy(a), )] je rostouci funkce parametru 6, pro
0 < 6y je pravdépodobnost zamitnuti ostfe mensi nezZ «. Tento test proto spliiuje podminku
SUPgep, PolUx € Cl = @ a tudiZ ma hladinu a.

* Angl. consistent test T Angl. unbiased test
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Obrazek 3.3: Silofunkce testu stfedni hodnoty normaélniho rozdéleni se zndmym rozptylem
proti pravostranné alternativé pro 6y = 0, (r(z) =1, n=30aa=0,05.

Q
-

0.8

B(8)
0.4

0.2

0.0

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Dohromady dostdvdme pravidlo

-0
zamitni Hy : 0y < 0y <& U,=+Vn—"—"—

2 > Ul—q>
go

tj. zamitdme hypotézu, pokud X, je o vice nez u;_,0/vn vétsi nez 6,. Za kvantil u;_, /2
dosazujeme 1,645 pro @ = 0,05 a 1,282 pro a = 0,1. Kriticka hodnota pro jednostranny test
na hladiné « je stejnd jako kritickd hodnota pro oboustranny test na hladiné « /2. To je ddno
tim, Ze nyni zamitdme hypotézu pouze v jednom chvostu rozdéleni U,,.

Vypocet silofunkce je jednodussi neZ predtim. Vezméme néjaké 6 takové, Ze 6 — 0y = 6 a
dostaneme

BO) = PolU, > u1-o] = PolUp = vy > ti1—q = Vil = 1 = O(u1_q — vp).

Pribéh silofunkce tohoto testu je zakreslen na obrazku 3.3. Pocet pozorovéani, ktery je po-
tfeba, aby test dosdhl sily alesponl 8 proti alternativé 6, + 6, 6 > 0, je
2
o
2%0
n > (o +ug) 32

Priklad (B). OBOUSTRANNY TEST STREDNf HODNOTY NORMALNTHO ROZDELEN{ S NEZNAMYM
ROZPTYLEM.

Méme néhodny vybér Xi, ..., X, z rozdéleni Fx = N(0x,0%) € F' = {N(6,0?), 6 €
R, o2 > 0}. Testujeme Hy : 6x = 6, proti Hj : 6x # 6.

Nemtzeme pouzit testovou statistiku z prikladid (Al) a (A2), protoZe nezndme skutecny
rozptyl o'%. Pokud jej vSak nahradime vybérovym rozptylem S? dostaneme statistiku
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3 Principy testovani hypotéz

kterda ma v tomto modelu za platnosti hypotézy Hy rozdéleni t,,_, (viz véta 1.10 o T-statistice).
JestliZze hypotéza neplati, tj. Ox — 0y = 6 # 0, pak lze hodnotu této statistiky vyjadfit jako

Z
Tp = ———,
VU/(n-1)

kde Z ~ N(v,,, 1), v, = Vné/ox, U ~ Xi—l a U, Z jsou nezavislé. Rozdéleni této nadhodné
veli¢iny se nazyva necentrdlni t -rozdéleni s n — 1 stupni volnosti a parametrem necentrality
vn . Jeho charakteristiky (hustota, distribu¢ni funkce, momenty) maji komplikovany tvar, ale
staci védeét, ze pro velké n jej Ize aproximovat rozdélenim N(v,, 1).

I zde tedy plati, Ze je-li poruSena hypotéza, pak se rozdéleni testové statistiky posouva pry¢
od nuly, a to tim déle, ¢im vétsi je n a [0x — 6y|. Hodnoty testové statistiky, které jsou daleko
od nuly, tedy povedou k zamitnuti hypotézy.

Kriticky obor bude mit tvar (—oo, cz(@)) U (cy (@), o). Zvolime-li kritické hodnoty jako
cy(a) = —cr(a) = t,-1(1 — a/2), test bude mit pifesné hladinu a. Dostdvdme pravidlo
[0~ 6o

zamitni Hy : 0x =0y < |T,|=+n >t (1 —a/2).

n
To znamen4, %e hypotéza bude zamitnuta, pokud se bude primér X, lisit od hypotetické
hodnoty 6 o vice nez t,_1 (1 — a/2)S,,/v/n. Tento test se nazyva jednovybérovy t-test.
Silofunkci ziskdme podobnym postupem jako v piikladé (1A). Vezméme néjaké 6 takové,
ze 0 — 0y = 6 # 0. Pokud 6 je skutecny parametr, pak rozdéleni T, je necentrdlni t s n — 1
stupni volnosti a parametrem necentrality v,, = v/nd/ox. Ozna¢me distribu¢ni funkci tohoto
rozdéleni G, a pocitejme

B(0) = PylT,, € C(a)l =Py [Tn < —tp-1(1 - 0/2)] + Py [Tn >t (1 - (1'/2)] =
= Gn(_tn—l(l - 0//2)) +1- Gn(tn—l(l - (1'/2))-

Necentrélni t-rozdéleni nema symetrickou hustotu, takze vysledek jiz nejde déle upravovat.
Pokud je pocet pozorovéani n dostatecné velky, mlizeme aproximovat silu pomoci vzorce (3.1)
nebo (3.2).

Ze vzorce (3.2) lze ziskat aproximaci pro pocet pozorovani n potifebny k tomu, aby test
dosdhl sily alespon 8. Pozadovany rozsah vybéru je

2
X

, T
nz (ul_a,/g + uB) ? +1,

Jednicka se k vysledku ptridava proto, aby trochu zkompenzovala nahrazeni ¢ rozdéleni nor-

malnim. K vypoctu sily a rozsahu vybéru je tfeba znat skutecny rozptyl o4 nebo jej nahra-

dit néjakym predbéZznym odhadem (tyto vypocty obvykle provadime predtim, nez ziskdme

data).

Priklad (C). OBOUSTRANNY TEST STREDN{ HODNOTY LIBOVOLNEHO ROZDELEN{ S KONECNYM
ROZPTYLEM.

Méame nahodny vybér Xy, ..., X, z rozdéleni Fx € ¥ = £2. Oznacme E X; = 0y, var X; =
o2. Testujeme Hy : 0x = 6o proti Hy : Ox # 0.

* Angl. non-central t distribution with n—1 degrees of freedom and noncentrality parameterv, T Angl. one-sam-
ple t-test
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3 Principy testovani hypotéz

Podle véty 1.9 (limitni véta o T statistice) ma v tomto modelu ndhodna velic¢ina

X, -6
Tn:\/ﬁ nS 07

n

za platnosti hypotézy Hy asymptoticky rozdéleni N(0, 1). Jestlize hypotéza neplati, tj. Ox —
0o = 0 # 0, pak
T, = \/EX"_QX+0X_00 =\/EX"_0X +\/ﬁi
Sn Sn Sn
konverguje do +co nebo —co podle toho, jaké znaménko ma §. Hodnoty testové statistiky,
které jsou daleko od nuly, tedy povedou k zamitnuti hypotézy.

Kriticky obor bude mit tvar (—co, ¢z (@)) U (cy (@), o). Kritické hodnoty cy (@) = —cp (@) =
u1-q /2 zarucuji, Ze hladina testu je asymptoticky rovna a. Misto kritické hodnoty u;_,/» mt-
zeme pouZit t,_1(1 — «/2), protoZe provadime asymptoticky test a £,_1(1 — @/2) — uj_q2
pro n — co.

Dostéavame pravidlo

%o

zamitni Hy : 0x =0y < |T,| =+Vn >t,.1(1—a/2),

n
Jedna se tedy opét o jednovybérovy t-test. Ukazali jsme, Ze jakoZto asymptoticky test jej mi-
Zeme pouzit pro libovolna data s konecnym rozptylem.

3.3 P-HODNOTA

Posuzovat vysledek testu podle toho, zda S(X) padne do C, neni jediny ani nejbézné&;jsi
zpusob vyhodnocovani testli. Vysledek testu se v praxi nejcastéji posuzuje pomoci tzv. p-
hodnoty neboli dosazené hladiny testu.

Uvazujme hypotézu Hy : 6x = 0, proti alternativé H; : 0x # 6y a test (S(X), C) s kritickym

oborem tvaru C = R\ (cg, cy), kde —0 < ¢; < ¢y < o0. Oznacme x = (xy, ..., X,) pozo-
rovanou realizaci ndhodného vybéru X = (Xi, ..., X;;) a s, = S(=x) realizovanou hodnotu

testové statistiky S(X), kterou jsme spocitali pro dany datovy soubor. Oznaé¢me ddle sym-
bolem F, distribu¢ni funkci testové statistiky S(X) za platnosti hypotézy. Znaceni Fy(s—)
znamend limy,\ o Fo(s — h) = Py, [S(X) < s].

Definice 3.9 (P-hodnota) P-hodnotu neboli dosazenou hladinu testu definujeme jako
@) p(@) =Py, [S(X) 2 52| =1 Fy(sz—), pokud ¢, = —o;
(i) p(x) = P, [S(X) < s3] = Fo(sz), pokud cy = eo;
(iii) p(x) = 2min(Py, [S(X) = sz, Pg, [S(X) < sz]) = 2min(1 — Fy(sz—), Fo(sz)), pokud
¢y acy jsou konecné a Fy(cr) =1 - Fy(cy—) = a/2.

Poznamka.
e P-hodnota je pravdépodobnost, Ze bychom za platnosti hypotézy napozorovali data,
ktera by byla s hypotézou ve stejném nebo vétsim rozporu, nez data, kterd analyzu-

jeme.

* Angl. p-value
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3 Principy testovani hypotéz

¢ Je-li hustota S(X) je za platnosti hypotézy symetrickd kolem 0 a ¢, = —cy (Casty pripad
v praxi), pak miizeme p-hodnotu pocitat podle vzorce

p(@) = Py, [IS(X)] > [sz]] = 2[1 = Fo(Isz| -)].

¢ Testujeme-li hypotézu Hy : Ox € 0, kde ®y # 0 neni jednobodovd mnozina, nahra-
dime Py, v definici 3.9 vyrazem supg.e, Po-

e Je-li distribu¢ni funkce Fy asymptotickd, pfiddme pfed Pg, nebo supg.e, Po v defi-
nici 3.9 jesté lim,,_,. Pak tuto p-hodnotu nazveme asymptotickou.

Tvrzeni 3.1 Necht rozdéleni testové statistiky S(X) je spojité. Uvazujme test hypotézy Hy
proti alternativé H; dany pravidlem

Hj, zamitame, jestlize p(x) < «
Hjy nezamitame, jestlize p(x) > a,

Pak tento test ma hladinu « (pfesné nebo asymptoticky, podle toho, pouzivdme-li pfesnou
nebo asymptotickou p-hodnotu).

Poznamka.

¢ Spocitdme-li p-hodnotu p(x), miZzeme hypotézu zamitnout na vSech hladindch o’ >
p(x), ale nemtzeme ji zamitnout na hladinach @’ < p(x). Proto se p-hodnoté tika
dosazend hladina testu.

e Zamitdme-li pomoci p-hodnoty, nemusime uvadét kriticky obor a nemusime jej pte-
pocitavat, pokud se rozhodneme zménit hladinu testu (ménit hladinu testu poté, co je
znam vysledek, v§ak neni legitimni).

¢ P-hodnotu mtizeme chéapat jako miru souladu dat s hypotézou. Pokud p(x) < «, data
zamitaji hypotézu s velkou ,rezervou®.

¢ P-hodnotu neni mozné vykladat jako ,pravdépodobnost, Ze nulovd hypotéza plati“.
Platnost nulové hypotézy totiz neni ndhodny, ale deterministicky jev.

Priklad (C). Mame ndhodny vybér X, ..., X,,, n = 26, zrozdéleni Fx € ¥ = L? se stfedni
hodnotou EX; = 0x. Testujeme Hy : 6x = 6y proti H; : 6x # 6. Testova statistika T,, ma za
platnosti hypotézy ptiblizné rozdéleni t,5, které je symetrické kolem 0. Spocitali jsme testo-
vou statistiku a jeji vysledek je r = —1,37. P-hodnota pro tento test se spocitd podle vzorce

p(@) = Po, [ITx] 2 1-1,37[] = 2[1 - F>5(1,37)] = 0,183

kde F,5 znaci distribu¢ni funkci rozdéleni t,5. P-hodnota je 0,183. Testujeme-li na hladiné
a = 0,05, nemiizeme zamitnout hypotézu, nebot p(x) > 0,05. Kdybychom si vSak pied
provedenim testu stanovili hladinu a” = 0,2, hypotézu bychom zamitnout mohli.

Uvazujme nyni p-hodnotu p (X)) jakoZto ndhodnou veli¢inu, ¢ili statistiku spocitanou z né-
hodného vybéru X . Lze ukazat, Ze za urcitych predpokladi ma p-hodnota spocitana za plat-
nosti hypotézy rovnomeérné rozdéleni na intervalu (0, 1).

Tvrzeni 3.2 Uvazujme test (S(X), C) hypotézy Hy : Ox = 6, proti H; : Ox # 6y s p-
hodnotou p(x). Necht testova statistika S(X) ma spojité rozdéleni a plati hypotéza. Pak
p(X) ~ R(0, 1).

Poznamka. Predchozi tvrzeni neplati, pokud je rozdéleni testové statistiky diskrétni, ani
tehdy, kdyZ hypotéza obsahuje vice neZ jednu hodnotu parametru.

48

Zde konci
predn. 15
(24.11.)



3 Principy testovani hypotéz

3.4 DUALITA INTERVALOVYCH ODHADU A TESTOVANI HYPOTEZ

Uvazujme ndhodny vybér X1, ..., X, zrozdéleni Fx € ¥, kde ¥ je model, nechtd = ¢(F) €
R je parametr a 6x = t(Fx) je jeho skute¢nd hodnota. V kapitole 2.3 jsme feSili problém
intervalového odhadu parametru 6y, tj. hledali jsme ndhodné veliciny C; a Cy takové, zZe
Pl(Cr,Cy) 20x] =1—a (nebo — 1 —a).

V této kapitole se zabyvdme testovdnim hypotéz, specidlné hypotézy Hy : 0x = 6, proti
H, : 6x # 6. Oba problémy se fesi postupy, které se v urcitych rysech shoduji, ale 1isi se
v detailech.

Nésledujici véta ukazuje, Ze mezi problémem testovdni hypotézy o parametru a problé-
mem hledéni intervalového odhadu pro ten samy parametr existuje jakdsi dualita. Interva-
lovy odhad mtizeme pouzit k testovani hypotéz a test hypotézy mtizeme prevést na interva-
lovy odhad.

Tvrzeni 3.3 (Dualita intervalovych odhadt a testovéani)
(i) Necht je ddn oboustranny interval spolehlivosti pro parametr 6x s pravdépodobnosti
pokryti 1 —« (pfesnou nebo asymptotickou), ktery ma tvar (C.(X), Cy (X)). UvaZujme
test hypotézy Hy : 0x = 6, proti H; : 6x # 6y zaloZeny na rozhodovacim pravidle

H, zamitame, jestlize 6y ¢ (C.(X), Cy (X))
Hjy nezamitame, jestlize 6y € (Cr(X), Cy(X)).

Pak tento test ma hladinu « (presné nebo asymptoticky).

(ii) Necht je dén test hypotézy Hy : 6x = 60 proti H; : 6x # 6 na hladiné « (pfesné nebo
asymptotické). Sestavme mnoZinu Bx obsahujici vSechny parametry 6 € ®, pro néz se
pfi pozorovanych datech X nezamitd hypotéza Hy : 6x = 6. Pak P[Bx 2 0x] = 1 -«
(nebo — 1 — a) a (je-li Bx interval) jednd se o interval spolehlivosti pro parametr O
s pravdépodobnosti pokryti 1 — « (pfesnou nebo asymptotickou).

Napriklad interval spolehlivosti (2.2) pro stfedni hodnotu normélniho rozdéleni s nezna-
mym rozptylem uvedeny na strané 26 je dudlni k jednovybérovému t-testu z ptikladu (B)
na str. 45. Jednovybérovy t-test zamitne na hladiné « vSechny hypotézy o 6, které nelezi
v (1 — @)100 % intervalu spolehlivosti (2.2).

Tvrzeni 3.3 fikd, Ze umime-li sestrojit interval spolehlivosti pro parametr, mizeme jej ihned
vyuzit k testovani hypotéz o tomto parametru. Naopak mame-li test, mGizeme s jeho po-
moci sestrojit interval spolehlivosti. Tento krok je vSak pracné;jsi, protoze vyZaduje otestovani
v8ech moZnych hodnot parametru. MnoZzina nezamitnutych hypotéz pak dava poZadované

pokryti pro skute¢ny parametr, ale nemusi nutné tvofit interval.
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4 JEDNOVYBEROVE A PAROVE PROBLEMY PRO
KVANTITATIVNI DATA

V této kapitole uvaZujeme ndhodny vybér X, ..., X, kvantitativnich veli¢in s distribu¢ni
funkci Fx patfici do modelu 7. Zajimé nés parametr 6y = t(Fx). Chceme testovat hypo-
tézy o tomto parametru, pifipadné pro néj sestrojit intervalovy odhad.

4.1 JEDNOVYBEROVY KOLMOGOROVUV-SMIRNOVUV TEST

Jednovybérovy Kolmogoroviiv-Smirnoviiv test™ testuje shodu distribu¢ni funkce dat s uréitou

pevné danou distribu¢ni funkci. Je to neparametricky test, protoze nepredpoklada zadny pa-
rametricky model.

Model: ¥ = {vSechna spojitd rozdéleni}
Testovany parametr: Celd distribu¢ni funkce Fx

Hypotéza a alternativa:
Hy:Fx(x)=F(x) VxeR, H;:dxeR:Fx(x)+# Fy(x),

kde F je néjaka pevné specifikovana spojité distribu¢ni funkce (bez nezndmych parametrii).

Testovi statistika je zaloZena na empirické distribuéni funkci F,, s niZ jsme se seznamili
v kapitole 2.4.1 (viz str. 29). Jeji vlastnosti shrnuje véta 2.3. Empirickd distribu¢ni funkce je
nestrannym a konsistentnim odhadem skutecné distribu¢ni funkce v kazdém bodé. Navic

podle véty 2.3, bod (v), spliiuje stejnomérnou konsistenci, tj. sup, g |fn (x) — Fx (x)| L 0 pri
n — oo. Testova statistika prebird tuto supremdlni normu a zachycuje s ni nejvétsi celkovy
rozdil mezi fn (x) a Fy(x).
Testova statistika:
Ky, = sup |F (x) = Fy(x)|
xeR

Pokud hypotéza plati a F je skute¢nd distribucni funkce dat, hodnota testové statistiky K,
bude blizko nuly. Hypotézu zamitneme, pokud se empirickd distribu¢ni funkce pfilis lisi od
Fy, tj. pokud je testova statistika pfilis velka.

Oznaéme K;* = sup, . (F,(x)—Fy(x)) aK,; = sup, .z (Fo(x)—F,(x)). Pak K,, = max(K;, K,).

Lemma 4.1 Plati

<t o) =l 5]
K”_llgias)iz(n FoXw) | K”_lnsl?g%1 FoXao) n /)

Poznamka. Predchozi lemma ma nékolik dalezitych dasledki.

* Angl. one-sample Kolmogorov-Smirnov test
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4 Jednovybérové a parové problémy pro kvantitativni data

¢ Testova statistika K, se pocitd pomoci Lemmatu 4.1, nikoli podle jeji definice. K jejimu
vypoétu neni tieba znat F,,.

e Plati-li hypotéza, Fy(X(;)) mé podle véty 1.13 beta rozdéleni. Proto rozdéleni K,, za plat-
nosti hypotézy nezavisi na F.

e 7Z lemmatu 4.1 1ze odvodit presné rozdéleni testové statistiky za platnosti hypotézy.
Jednd se ovSem o netrividlni vypocet, ktery je navic i numericky obtiZny. Proto se presné
rozdéleni K;, zpravidla pouziva jen pti velmi malém rozsahu vybéru n.

Asymptotické rozdéleni testové statistiky za platnosti hypotézy je urc¢eno nasledujicim tvr-
zenim, které rozsifuje vysledek uvedeny ve vété 2.3, bod (v).

Tvrzeni 4.2 Necht X, ..., X,, je ndhodny vybér ze spojitého rozdéleni s distribu¢ni funkci
Fx. Pak pro kazdé y > 0 plati

1- ZZ:(—l)IHIe_ZkZJ’2 pro n — co.

P[\/ﬁsup |ﬁn(x) - Fx(x)| < J’] - G(y)
x€R k=1

Funkce G(y) je distribu¢ni funkce. Ur¢uje limitni rozdéleni normalizované testové statis-
tiky v/nK,, za platnosti hypotézy, tj. pro Fx = F. Toto rozdéleni neni normadlni, jak jsme byli
doposud u limitnich rozdéleni zvykli. Dlikaz tvrzeni 4.2 nélezi do pokrocilé teorie pravdépo-
dobnosti, my jej neuvddime.

Nyni jiz mtzeme urcit kritickou hodnotu pro zamitani Hj, aby mél test asymptotickou
hladinu a. Ozna¢me a-kvantil rozdéleni s distribu¢ni funkci G symbolem k, = G~!(a). Hy-
potézu budeme zamitat, pokud vnK,, prekroci k;_.

Kriticky obor:
Hy zamitneme & VnK, > ki_q.

Diky tvrzeni 4.2 vime, Ze tento test ma asymptoticky hladinu a.

Poznamka.

¢ Vyhodou Kolmogorovova-Smirnovova testu je jeho universalita (reaguje na jakykoli
rozdil v rozdéleni dat proti hypotéze) a absence predpokladii o rozdéleni Fy.

e Fy musi byt zndma presné (nesmi obsahovat nezndmé parametry ani jejich odhady).
Timto testem tedy neni mozné testovat hypotézy jako ,Data maji (néjaké) normdlini
rozdeéleni*.

¢ Tento test ma relativné malou silu proti konkrétnimu typu poruseni Hy (napt. zména
stfedni hodnoty). Pokud tu$ime, jaké poruseni H, je pro danou aplikaci nejocekéva-
néjsi nebo nejvice relevantni, je lepsi pouzit test, ktery je zaméren na tento typ poru-
Seni Hy.

¢ Pro data z diskrétniho rozdéleni neplati tvrzeni 4.2. Je vSak mozZné spocitat pro né pri-
bliznou kritickou hodnotu Kolmogorovova-Smirnovova testu jinym zptisobem.

* Tento test lze zformulovat i jako jednostranny proti alternativé H) : Fx(x) > Fy(x),
dx € R : Fx(x) > Fy(x) nebo H{" : Fx(x) < Fy(x), dx € R : Fx(x) < Fy(x). Jako testo-
vou statistiku pak pouzijeme bud K, anebo K, a zamitame pro jejich velké hodnoty.

Obratme nyni pozornost k problému sestrojeni intervalu spolehlivosti pro distribu¢ni funk-
ci. Jestlize mame dané pevné x € R a chceme intervalovy odhad pouze pro hodnotu Fx(x),
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4 Jednovybérové a parové problémy pro kvantitativni data

muiZeme vyjit z véty 2.3, bod (iii), a pouZit postup uvedeny v piikladé na str. 27 v kapitole 2.3.2.
Dostaneme interval

VE@a-Fe . VB0 (1 = Fu)
Uj_a, rp(x
Vn 2 Vn

Fn(x)_ ul—% ’

jehoz pravdépodobnost pokryti konverguje k 1 — @ pro n — co.

Co kdyZ ale nemame predem dané x, nybrZz chceme interval, ktery by pokryl hodnotu dis-
tribuc¢ni funkce kdekoli, tfeba i v mnoha bodech zaroven? K tomu nemtiizeme pouZit postup
uvedeny vyse, ale znovu vyuZijeme tvrzeni 4.2. Mdme totiz

P[\/ﬁsup |fn(x) - FX(x)| < kl—a] —l-a
xeR
a také

P [V sup|F(x) = Fx(x)| < k1o | = P[Va|Fu(x) = Fx(¥)| < k1o Vx €R)].

xeR

Sestavime-li tedy intervaly

(P‘n<x) B B+ ’“1‘“),
Vn Vn

bude pravdépodobnost, Ze skute¢na distribu¢ni funkce Fx(x) lezi uvnitf vSech téchto in-

tervalli pro vSechna x € R, konvergovat k 1 — « pfi n — co. Intervalim vytvatejicim ob-

last, v niZ se se zadanou pravdépodobnosti nachazi cely pribéh néjaké nezndmé funkce, se

iiké pds spolehlivosti . ProtoZe hranice pasu spolehlivosti pro distribu¢ni funkci zalozené na

Kolmogorovové-Smirnovové statistice mohou leZzet mimo pfirozeny rozsah (0, 1), predefinu-

jeme dolni mez na max(0, fn (x) — k1_o/+/n) a horni mez na min(1, ﬁn (x) + ki_o/Nn).T Zde konci
predn. 17

% 4 s~ , (1.12.)
4.2 PRESNY JEDNOVYBEROVY T-TEST

Jednovybérovy t-test' porovnava stfedni hodnotu dat s n&jakou zvolenou konstantou. V této
kapitole pfedpokldddme normalni rozd€éleni, test pak zachovavéa poZadovanou hladinu presné
pro jakékoli n > 3. Timto testem jsme se podrobné zabyvali v Prikladé B na str. 45 (Obou-
stranny test stfedni hodnoty normadlniho rozdéleni s nezndmym rozptylem).
Model: ¥ = {N(i, 0?), u € R, 02 > 0}
Testovany parametr: Stfedni hodnota uy = EX;
Hypotéza a alternativa:

Hy : px = po, Hi: ux # Ho,
kde g je ptedem dana konstanta.
Testova statistika:

X, —
Tn:\/ﬁ nS HO,
n

* Angl. confidence bounds 1 Existuje samoziejmé fada jinych zpiisobti, jak sestavit pas spolehlivosti pro dis-
tribu¢ni funkci. ¥ Angl. one-sample t-test
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kde X, je aritmeticky priimér a S2 je vybérovy rozptyl.
Rozdéleni testové statistiky za Hy:
Ty ~ th-1
(viz véta 1.10).
Kriticky obor:
Hy zamitneme < |T,| > t,_1(1 — a/2),
kde t,-1(1 — @/2) je (1 — a/2)-ty kvantil t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.

P-hodnota: p = 2(1 — F,,(|t])), kde t je pozorovana hodnota testové statistiky T,, a F, je dis-
tribucni funkce rozdéleni ¢,,_;.

Interval spolehlivosti pro puy: Presny interval spolehlivosti pro stifedni hodnotu normélniho
rozdéleni je dan krajnimi body

— S Q. — S a
(Xn - _ntn—l(l - _)’ Xn + _’;ltn—l(1 - E))

Vi 2 Vi

Viz vzorec (2.2) na str. 26 a predchdzejici priklad.

Pozndmka. Tento test Ize pfevést na jednostranny test: zamitneme H; : ux < uo proti H :
ux > Mo, pokud testovd statistika prekroci kritickou hodnotu #,-1(1 — ). Zamitneme Hy’ :
Ux = Mo proti H{ : ux < uo, pokud testova statistika nepfekroci kritickou hodnotu —z,,1 (1 —
).

Viz téz piiklad A2. na str. 44.

4.3 ASYMPTOTICKY JEDNOVYBEROVY T-TEST

Jedna se o stejny test jako v predchozi kapitole, ale lisi se jeho predpoklady. Nyni predpo-
kladdme pouze existenci kone¢ného druhého momentu. Test pak zachovava pozadovanou
hladinu pfibliZzné pro n — oo. Timto testem jsme se zabyvali v Piikladé C na str. 46 (Obou-
stranny test stfedni hodnoty libovolného rozdéleni s kone¢nym rozptylem).
Model: F = L2
Testovany parametr: Stfedni hodnota uy = EX;
Hypotéza a alternativa:

Hy: px = po.  Hi:px # po,
kde yu je ptedem dana konstanta.

Testova statistika:

X, —
T, = n 22 _Ho
Sn
kde X, je aritmeticky priimér a S2 je vybérovy rozptyl.
Rozdéleni testové statistiky za Hp:
T, = N(0, 1)

(viz véta 1.9). Asymptotické rozdéleni vSak lze aproximovat i rozdélenim ¢,,_;.
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Kriticky obor:
Hy zamitneme < |T,| > t,_1(1 — a/2),

kde t,-1(1 — @/2) je (1 — a/2)-ty kvantil t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti. Hladina testu
konverguje k @ pro n — co.

P-hodnota: p = 2(1 — F,(|t])), kde ¢ je pozorovana hodnota testové statistiky T,, a F, je dis-
tribucni funkce rozdéleni ¢,,_;.

Interval spolehlivosti pro px: Interval (2.2) ma pravdépodobnost pokryti konvergujici k 1 — a,
jak je ukdzédno v prikladé na str. 26.

Poznamka. Tento test lze prevést na jednostranny test zptisobem zminénym v predchozi
kapitole.

Poznamka. T-test nepotifebuje pfedpoklad normélniho rozdéleni, funguje jako asympto-
ticky test pro libovolné rozdéleni s konec¢nym rozptylem. Pouze je potifeba mit k dispozici
dostatek pozorovani.

4.4 JEDNOVYBEROVY ZNAMENKOVY TEST

Jednovybérovy znaménkovy test’ porovnavda medidn dat s pevné danou hodnotou. Je to ne-
parametricky test, funguje pro jakékoli spojité rozdéleni.

Model: ¥ = {vSechna spojitd rozdéleni}

Testovany parametr: Median my = F};l(O.S)

Hypotéza a alternativa:
Hy: my = mg, H;:mx # my,

kde my je predem dané konstanta.

Testova statistika: .
Y, = Z T(0,00) (X; — myp)
i=1
(pocet pozorovani vétsich nez my).

Véta 4.3 Necht X, ..., X,, je ndhodny vybér z libovolného spojitého rozdéleni s medidnem
my. Pak
@
n
> 10 (X; = mx) ~ Bi(n, 1/2)
i=1
(i)
1 11 D
7 Z[ﬂ(o,oo)(Xi —my) =z — N(0, 1/4)
i=1

Poznamka. Véta 4.3 plyne z véty 1.3, ¢asti (iii) a (iv).

* Angl. one-sample sign test
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4 Jednovybérové a parové problémy pro kvantitativni data

Presné rozdéleni testové statistiky za Hp:
Y, ~ Bi(n, 1/2)

Kriticky obor (pfesny test): Hypotézu budeme zamitat pro pfili§ malé nebo pfilis velké hod-
noty Y.
Hy zamitneme <Y, < c¢1,(a@) neboY, > ¢y, (@)

2 Xz

kde c1, (@) je nejvétsi celé cislo k;, které spliuje 27" Z;.“:O (’]1) < % a cu(@) je nejmensi

a
2

celé cislo ky, které spliuje 27" Z;’:kz (7) < 3. (Ze symetrie binomického rozdéleni plyne, Ze

cin(@) + con(@) = n.) Tento test ma hladinu nejvyse « (pfesné hladiny @ nemusi byt mozné

dosidhnout).

Asymptotické rozdéleni testové statistiky za Hy:

i(Yn - g) N, 1)

Vn
Kriticky obor (asymptoticky test): Hypotézu budeme zamitat pro pfili§ malé nebo pfilis velké
hodnoty Y.

H, zamitneme & > Ul_qg)2.

%Yn_\/ﬁ

n

Poznamka.
e K vypoctu testové statistiky vlastné nepotiebujeme znéat konkrétni hodnoty X;. Staci
nam jen védét, kolik z nich ptekrocilo hodnotu my.
¢ Kdyby se stalo, Ze k hodnot X; je prfesné rovno my (napft. kviili zaokrouhlovani), mu-
Zeme tyto hodnoty vyloucit a provést znaménkovy test na zbyvajicich n — k pozorova-
nich.
* Tento test Ize prevést na jednostranny test Hy : mx > mg (nebo < my).

4.5 JEDNOVYBEROVY WILCOXONUV TEST

Jednovybérovy Wilcoxoniiv test” porovnava medidn nebo stfedni hodnotu dat s pevné danou
konstantou. Je to neparametricky test, funguje pro za pfedpokladu symetrie hustoty.

Model: ¥ = { spojita rozdéleni s hustotou f spliiujici 36 € R: f(6 —x) = f(6 + x) Vx € R}

Testovany parametr: Stied symetrie dx

Poznamka. Model vyZzaduje, aby hustota X; byla symetrickd kolem néjakého bodu ¢x. Pak
musi platit myx = 6y a pokud X; € L1, paki EX; = ux = 6.

Hypotéza a alternativa:
Hy:6x =09, H;:0x # g,

kde 6 je pfedem dand konstanta.

* Angl. one-sample Wilcoxon test, Wilcoxon signed rank test
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Pozndmka. Za platnosti modelu ¥ je hypotéza Hy ekvivalentni hypotéze Hj : mx = d (test
na medidn). Pokud navic X; € £!, pak je hypotéza Hy téZ ekvivalentni hypotéze Hy" @ pux = 0o
(test na stfedni hodnotu).

Testova statistika: Necht Z; il X; — 6. Definujme

Ws= >R,

iel
kde I ={i € {1,..., n} : Z; > 0} je mnozina vSech indexu takovych, ze Z; ma kladné zna-
ménko a Ry, Ry, ..., R, jsou poradi absolutnich hodnot |Z;| mezi vS§emi absolutnimi hodno-

tami |Z1], ..., |Z,l.

Poznamka. Testova statistika Wy jednovybérového Wilcoxonova testu miize nabyvat hodnot
0,1,..., n(n+1)/2. Spocita se nasledujicim zptisobem:

1. Spocitame odchylky Z; = X; — §p a ur€ime mnoZinu indext 7.

2. Setadime vSechny Z; podle jejich absolutni hodnoty od nejmensi do nejvétsi; ziskdme

usporddany vybér
0<|Zwl <12l < <1Zwl.

3. Ur¢ime poradi R; ndhodné veliCiny |Z;| mezi vSemi |Z()|, ..., |Zy|. Plati |Z;| = |Z(g,|.

4. Secteme poradi R; proi € 1.
Velikost mnoziny 7 je rovna poctu pozorovéni, pro néz plati X; > d (srv. s testovou statisti-
kou znaménkového testu).

Tvrzeni 4.4 Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z libovolného spojitého rozdéleni spliuji-
ciho model ¥ a necht plati Hy : 6x = 6. Pak

@

+1 +1)@2n+1
EWS = M, var Wy = n(n )( " )
4 24
(ii) e
Ws—EWs D
=5 _,N(, 1).
var W

Poznamka.
¢ Diukaz asymptotické normality vynechavame.
¢ Hypotézu budeme zamitat pro pfili§ malé nebo prilis velké hodnoty Ws.
e Neni-li n pfilis velké, lze nalézt i pfesné rozdéleni testové statistiky Wy (numericky
nebo v tabulkéch).

Asymptotické rozdéleni testové statistiky za Hy:

WS _ n(n+l)
— 4 __E N, 1)
n(n+1)(2n+1)
24
Kriticky obor (asymptoticky test):
n(n+1)
|W5 4 |

Hy zamitneme &

—Y/————————— 2 U]-q/2-
[n(n+1)(2n+l)
24
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4 Jednovybérové a parové problémy pro kvantitativni data

Poznamka. Jednovybérovy Wilcoxontv test bere v tivahu i velikost odchylek od 6, nikoli jen
jejich znaménko (jako znaménkovy test). Jeho sila pro testovdni medidnu je obecné vétsi nez
sila znaménkového testu. Hladinu vSak dodrzuje pouze tehdy, je-li rozdéleni jednotlivych
pozorovani symetrické, zatimco znaménkovy test takovy predpoklad nevyZaduje.

4.6 JEDNOVYBEROVY )y’ TEST NA ROZPTYL

Jednovybérovy y? test narozptyl je pfesny test vyZadujici normalni rozdéleni pozorovanych
dat.
Model: ¥ = {N(i, 0?), u € R, 02 > 0}
Testovany parametr: Rozptyl o5 = var X;.
Hypotéza a alternativa:
H()ZO')Z(:O'(Z), H120')2(¢0'(2),
kde O'g je predem dand konstanta.

Testova statistika:
(n-1)8?

2 ’
0

o

kde S? je vybérovy rozptyl (viz definice 1.4).

Asymptotické rozdéleni testové statistiky za Hy:
(n—-1)8? ,

2 "~ Xn-1

0

o
podle véty 1.8 (i).

Kriticky obor: Hypotézu zamitneme, pokud se vybérovy rozptyl pfili$ lisi od hypotetického
rozptyluy, tj. pokud je testova statistika bud moc velka nebo moc mala.

(n-1)S; (n—-1)S2
2 2

Hy zamitneme & < Xfl_l(a/Z) nebo

> Xy (1-a/2),

0 9o
kde x%_,(a/2)a x2_,(1-a/2) jsou po fadé (a/2)-ty a (1-a/2)-ty kvantil x* rozdélenis n—1
stupni volnosti.
P-hodnota: p = 2min(1 — F,(s), F,(s)), kde s je pozorovana hodnota testové statistiky a F,
je distribu¢ni funkce rozdéleni Xfl_l.

Interval spolehlivosti pro 0)2(: (viz (2.4))

( (n—-1)82 (n—l)S%)
X2 (1=a/2) X2 (af2)

Poznamka.
¢ Pfi poruSeni predpokladu normality tento test nedodrZuje hladinu ani asymptoticky.
* Tento test Ize pfevést na jednostranny test: Hypotéza H : oy < (r(z) se zamit4 pouze
pro piili§ velké hodnoty testové statistiky, kritickd hodnota je Xfl_l(l — «). Hypotéza
Hy = 0'(2), se zamitd pouze pro prili§ malé hodnoty testové statistiky, kritickd
hodnota je x?_,(a).

* Angl. one-sample chi-square variance test
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4 Jednovybérové a parové problémy pro kvantitativni data

4.7 PAROVE TESTY

Uvazujme ndhodny vybér

(k- (o)

dvouslozkovych ndhodnych vektorti s dvourozmérnou distribu¢ni funkci. Chceme porovnat
néjakou charakteristiku margindlniho rozdéleni Fx ndhodné velic¢iny X; se stejnou charak-
teristikou margindlniho rozdéleni Fr ndhodné veli¢iny Y;. Pozorovani X; a ¥; ovSem nejsou
nezavisla.

Hlavni myslenka péarovych testt je jednoduché: Vezmeme rozdily Z; = X; —Y; (jeZ tvofi na-
hodny vybér z néjakého jednorozmérného rozdéleni) a na né provedeme vhodny jednovybé-
rovy test. Musime se vSak zamyslet na tim, jestli hypotéza testovana jednovybérovym testem
provedenym na Z; mé néjakou rozumnou interpretaci pro porovnéani rozdéleni X; a ¥;. Nékdy
tomu tak je, ale v fadé ptipadt takova interpretace neexistuje (napt. parovy Kolmogoroviiv-
Smirnoviiv test rozumnou interpretaci nema).

Necht napftiklad jednovybérovy test provedeny na rozdily Z; testuje stfedni hodnotu, tfeba
Hy : EZ; = 0. Tato hypotéza je splnéna pravé tehdy, kdyZ EX; = EY; a vysledny test tedy
testuje rovnost stfednich hodnot X; a V;.

U jinych charakteristik toto neplati: testujeme-li nulovost medidnu Z;, neznamend to bez
dalsich predpokladd, Ze se za platnosti této hypotézy rovnaji medidny X; a ¥;. Testovani roz-
ptylu Z; jednovybérovym testem pak netikd viibec nic o tom, jak a v ¢em se lisi rozd€leni X;
od rozdéleni ;.

Parové testy lze pouzit pouze na intervalové a pomérové veliciny, jinak by rozdily hodnot
nemeély smysluplnou interpretaci. Typicky je pouZivime na uspofadané dvojice méreni téze
veli¢iny na dvou pfirozené sparovanych jednotkdch (napft. levé oko — pravé oko, manzel —
manZelka) nebo dvé opakovand méfeni téZe veli¢iny na téZe jednotce (napf. pred zdsahem
— po zéasahu, loni - letos).

4.8 PRESNY PAROVY T-TEST

Pérovy t-test” se provadi jako jednovybérovy t-test na rozdily Z;. Predpokldada se normalita
rozdilti Z;, nikoli nutné normalita ptivodnich pozorovani X; a Y;.

Model: F = {Z; = X; = Y; ~ N(u, o), p € R, 0 > 0}

Testované parametry: Stfedni hodnoty uy = EX; a uy = EY;.

Hypotéza a alternativa:
Ho : px — py =do, Hy:ux — uy # do,

kde dy je predem dand konstanta (obvykle dy = 0).
Testova statistika:

Z, — dy
T, = \/ﬁn(—z),
Sn

kde Z, je aritmeticky pramér rozdilti Z; (coZ je rovno X, —Y,) a S’ je vybérova smérodatna
odchylka rozdilt Z;.

* Angl. paired t-test
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Rozdéleni testové statistiky za Hy:
Ty ~ th-y

Kriticky obor:
Hy zamitneme < |T,| > t,-1(1 — a/2),
kde t,-1(1 — @/2) je (1 — a/2)-ty kvantil t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.
P-hodnota: p = 2(1 — F,(|t])), kde ¢ je pozorovana hodnota testové statistiky a F,, je distri-
bucni funkce rozdéleni ¢,_;.

Interval spolehlivosti pro ux — uy: Vypracujte samostatné.

4.9 ASYMPTOTICKY PAROVY T-TEST

Jde o parovy t-test provedeny za slabsich prfedpokladli kone¢ného druhého momentu Z;.
Jeho vlastnosti jsou stejné, ale plati pouze asymptoticky.

Model: F ={Z; = X; - Y; € L?)
Testované parametry: Stfedni hodnoty uy = EX; a uy = EY;.

Hypotéza a alternativa:
Ho : pux — py =do, Hy:ux — uy # do,

kde dy je predem dand konstanta (obvykle dy = 0).
Testova statistika: .

Zn — dO
5@

n

Tnz\/ﬁ

kde Z,, je aritmeticky préimér rozdilti Z; (coZje rovno X,,—Y,) a S @ je vybérova smérodatna
odchylka rozdilt Z;.
Rozdéleni testové statistiky za Hp:
T, = N(0, 1)

Asymptotické rozdéleni vSak lze aproximovat i rozdélenim ;.
Kriticky obor:

Hy zamitneme & |T,| > t,-1(1 — a/2),
kde t,-1(1 — @/2) je (1 — a/2)-ty kvantil t-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.

P-hodnota: p = 2(1 — F,(|t|)), kde ¢ je pozorovand hodnota testové statistiky a F, je distri-
bucni funkce rozdéleni ¢,,_;.

4.10 PAROVY ZNAMENKOVY TEST

Parovy znaménkovy test” se provadi jako jednovybérovy znaménkovy test na rozdily Z;. Pfed-
poklada se spojitost rozdilt Z;.

Model: ¥ = {Z; m4 jakékoli spojité rozd€éleni}

* Angl. paired sign test
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Testovany parametr: Median my rozdilu Z; = X; - Y;.

Hypotéza a alternativa:
Hy:my=0, H;:mz#0.

Poznamka.

1. Median Z; obecné nelze vyjadrit pomoci medidnt X; a V;.

2. Hy plati pravé kdyz P[X; < Y;] = P[X; > Y;] = 1/2, tj. X; je s polovi¢ni pravdépodobnosti
vétsi nez Y; a s polovi¢ni pravdépodobnosti mensi nez Y;.

3. M&-li navic Z; konecnou stfedni hodnotu a hustotu symetrickou kolem 0, pak musi
platit EZ; = EX; — EY; = 0. Za téchto dodate¢nych predpokladti je Hy ekvivalentni
hypotéze o rovnosti stfednich hodnot X; a V;.

4. Neni to test shody medidnt1 X; a V;.

Testova statistika:

N

Y, = T(0,00)(Zi)

Il
—

(pocet part, kde X; > V7).

Presné rozdéleni testové statistiky za Hy:

Y, ~ Bi(n, 1/2)

Kriticky obor (pfesny test): Viz jednovybérovy znaménkovy test.

Asymptotické rozdéleni testové statistiky za Hy:

2 ny as.
%(Yn - E) ~ N(0, 1)
Kriticky obor (asymptoticky test):
; 2
Hy zamitneme < |—Y, — Vn| > u1_q/2.
\n

Poznamka. Vyhodou parového znaménkového testu je, Ze nevyzaduje vycisleni rozdilu mezi
w2z <40

X; ay;. Staci informace o tom, Ze X; je ,lep8i“ nezY;, resp. X; je ,horsi“ nez Y;. Tento test je
vhodny pro aplikace, v nichz mtize byt ur¢eni konkrétnich hodnot X; a ¥; problematické.

4.11 PAROVY WILCOXONUV TEST

Parovy Wilcoxoniiv test” porovnava stiedni hodnoty X; a Y;. Kviili interpretaci hypotézy vy-
zaduje jak symetrii rozdéleni Z; tak konec¢nou stfedni hodnotu. Je to neparametricky test
zalozeny na poradich.

Model: ¥ = {Z; mé spojité rozdéleni s konecnou stfedni hodnotou a s hustotou f spliiujici
FeR:f(6-x)=f0+x) VxeR}

* Angl. paired Wilcoxon test, Wilcoxon signed rank test
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Poznamka. Predpoklad o symetrické hustoté se tyka rozdili Z;, nikoli ptivodnich pozoro-
vani X; a Y;. Pfedpoklady symetrie a konecné stfedni hodnoty zajistuji, ze 6x & EZ, =
EX;, - EY.

Testované parametry: Stfedni hodnoty uy = EX; a uy = EY;.

Hypotéza a alternativa:
Ho @ ux — py =60, Hi:px — py # 0o,

kde 6, je pfedem dand konstanta (obvykle 6y = 0).

Ws= >R,

Testova statistika:

iel
. .. . . o . < df . .
kde I c {1, ..., n} je mnoZzina vSech indext takovych, ze Z = X; — Y; — 6o ma kladné zna-
ménko proi € 7,aR; < Ry < --- < R, jsou poradi ndhodnych velic¢in |Zl* mezi vSemi

Zi]. ... 1z,

Vlastnosti testové statistiky a kriticky obor: viz jednovybérovy Wilcoxontyv test.

Poznamka. K testovani hypotézy Hj je asymptoticky parovy t-test vhodnéjsi nez parovy Wil-
coxonuv test, protoze nevyzaduje symetrii hustoty.
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5 DVOUVYBEROVE PROBLEMY PRO
KVANTITATIVNI DATA

Méjme dva nezdvislé nahodné vybéry: necht X, . . ., X,, je ndhodny vybér s distribu¢ni funkci
Fx aYy, ..., Y, jendhodny vybér s distribuc¢ni funkci Fy. Model ¥ specifikuje mnozinu uva-
zovanych distribu¢nich funkci Fx a Fy. Mame dany parametr 6§ = ¢(F), jehoZ hodnotu chceme
pro oba vybéry porovnat. Ozna¢me si 6y = t(Fx) a 8y = t(Fy). Obvykle chceme testovat hy-
potézu Hy : 6x = Oy proti alternativé H; : 0x # 6y, pfipadné sestrojit intervalovy odhad pro
rozdil GX - Gy.

Dvouvybérovy problém Ize zformulovat i jinym zptisobem. Méjme ndhodny vybér z dvou-

rozmérného rozdéleni
2 ZN
Gl 9 GN b

kde Z; jsou hodnoty nezavislych stejné rozdélenych méfeni a G; ma alternativni rozdéleni
s parametrem pg € (0, 1). Indikdtor G; urcuje, do které z porovnéavanych skupin j-té pozo-
rovani patii (jestlize G; = 0, pak do prvni skupiny, jinak do druhé). Pfeznacime-li si méfeni
Z; na X; anebo Y; podle toho, do jaké skupiny dané pozorovani patfi

df df
(Xl,...,Xn):(ZjZGj=O) a (Yl,,Ym):(Z]G]=1),

ziskdme dva nezdvislé vybéry podle prvni formulace problému. Chceme porovnat podmi-
néné rozdéleni Z; v obou skupindch, tj. zajimaji nds podminéné distribu¢ni funkce Fy (x) =
p [Zj < x| G; = 0] aFy(x) =P [Zj < x| Gji=1 ], piipadné jejich parametry 6x = t(Fx) a
0y = t(Fy). Tato druhd formulace dvouvybérového problému je totoznd s prvni, az na to,
Ze rozsahy vybérti n a m nejsou konstanty, ale ndhodné veli¢iny s binomickym rozdélenim
(n= Zf’:l(l - Gj) ~ Bi(N, 1 - pg)). Analyzu v8ak provadime stejné, jako by rozsahy vybért
byly pevné. To ndm umozni predpoklad

P[Zij|Gj,n,m]:P[Zij|Gj]

to jest, ze rozd€leni méreni v obou skupindch nemaji nic spole¢ného s rozsahy vybérti. Po-
chopitelné, kdybychom rozsahy vybérti ménili podle toho, co uz jsme napozorovali, analyza
dat by to musela brat v ivahu a nemohla by postupovat takhle jednoduchym zptsobem.

Data podle prvni formulace ziskdme tak, Ze si pfedem stanovime, kolik méteni z kazdé
skupiny budeme mit, a pak napozorujeme pozadovany pocet veli¢in pro kazdou skupinu
zvlast. Data podle druhé formulace vzniknou, pokud stanovime celkovy pocet pozorovani
N = n + m, u¢inime N pozorovani a u kazdého pozorovani teprve dodate¢né urcime, do
které skupiny patfi.

Obé formulace se trochu lisi v pojeti asymptotickych vysledk. U druhé formulace staci
vzit N — oo. U prvni formulace potfebujeme n — oo a m — oo, ale navic je$té musime
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5 Dvouvybérové problémy pro kvantitativni data

predpoklddat, Ze rozsahy obou vybért konverguji do nekonecna stejné rychle, tj. n/m — q,
kde 0 < g < 0.

Vsechny metody uvadéné v této kapitole se hodi pro obé formulace dvouvybérového pro-
blému.

5.1 DVOUVYBEROVY KOLMOGOROVUV-SMIRNOVUV TEST

vy

Dvouvybérovy Kolmogoroviiv-Smirnoviv test” je rozsifenim jednovybérového testu stejného
nazvu. Je to neparametricky test, funguje pro jakdkoli dvé spojita rozdéleni.

Model: ¥ = {vSechna spojita rozdéleni}
Testované parametry: celé distribu¢ni funkce Fx a Fy

Hypotéza a alternativa:
Hy : Fx(JC) = Fy(x) Vx e R, H :dxeR: Fx(X) * Fy()C).

Testujeme, zdali oba vybéry pochdzeji z téhoz rozdéleni.

Testova statistika:
Kn,m = sup |FX(x) - FY(x)| s

xeR
kde Fy je empirickd distribu¢ni funkce ndhodného vybéru X, ..., X, a Fy je empiricka dis-
tribu¢ni funkce ndhodného vybéru vy, ..., Y.
Tvrzeni 5.1 Necht X3, ..., X, aY, ..., Y, jsou nezdvislé nahodné vybéry ze spojitého roz-

déleni s distribuc¢ni funkci Fy. Pak plati

mn 0 22
P[\/ n+mKn,m SJ’] - G(y) = 1—2;(—1)k+le 2Ky pro m, n — oo,

Poznamka.
¢ Hypotézu zamitneme, pokud se empirické distribuc¢ni funkce obou vybért od sebe pii-

exz

lis 1isi, tj. pokud je testova statistika velka.

mn
n+m

hodné velic¢iné s distribu¢ni funkci G(y), ktera je stejnd jako u jednovybérového Kol-
mogorovova-Smirnovova testu (viz tvrzeni 4.2). To ndm umozZni urcit kritickou hod-
notu pro zamitani Hy.

i mn
Hy zamitneme & Kom = ki—q,
n+m

kde k;_, = G71(1 — @) je (1 — )-kvantil rozdéleni s distribu¢ni funkci G.
Podle tvrzeni 5.1 mé tento test asymptotickou hladinu «.

e Tvrzeni 5.1 implikuje, Ze za platnosti hypotézy konverguje

K. m v distribuci k na-

Kriticky obor:

Poznamka.

* Angl. two-sample Kolmogorov-Smirnov test
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5 Dvouvybérové problémy pro kvantitativni data

* Je mozné spocitat i pfesnou kritickou hodnotu dvouvybérového Kolmogorovova-Smir-
novova testu pro spojitd rozdéleni s malymi rozsahy vybéru n, m.

¢ Vyhodou tohoto testu je jeho universalita (reaguje na jakykoli rozdil v rozdélenich obou
skupin) a absence omezujicich predpokladt. Nevyhodou tohoto testu je, Ze ma malou
silu proti specifickym druhtim poruseni Hy. Zajima-li nds pouze urcity typ poruseni Hy
(tfeba rozdil ve stfedni hodnoté), je lepsi pouZit test, ktery je zaméten pfimo na urcity
parametr.

5.2 PRESNY DVOUVYBEROVY T-TEST

Dvouvybérovy t-test” porovnava stfedni hodnoty obou vybérti za piedpokladu, Ze data maji
normalni rozdéleni a rozptyly jsou v obou vybérech stejné. Test pak zachovava pozadovanou
hladinu presné pro jakékoli n, m > 3.

Model:
F = {Fx = N(ux, o), Fy = N(py, %), ux, py € R, 0% > 0}

Oba vybéry maji normdlni rozdéleni s totoZnym rozptylem, mohou se liSit pouze stfedni
hodnotou.

Testované parametry: Sttedni hodnoty uy = EX; a uy = EY;

Hypotéza a alternativa:
Hy : px = py + 60, Hy: ux # Uy + 0o.

Testujeme, zdali se stfedni hodnoty obou vybér lisi o §y (obvykle se klade 6y = 0).

nm X, —Ym—0o
Tn,m = s
n+m Sn.m

kde X, a Y, jsou aritmetické priméry obou vybérti a

Testova statistika:

n m
df 1 — — n-—1 m-—1
s? =—[ Xi— X))+ ) (Y, -Y 2]: $2 + s2
B 4+ m=-2 ;(l ") ]Z:;(] m) n+m-2% n+m-27Y

je nestranny odhad spole¢ného rozptylu o2 spocitany z obou vybért (vazeny pramér obou
vybérovych rozptyla).

Véta 5.2 Necht X3, ..., X,, a Yy, ..., Y, jsou nezdvislé ndhodné vybéry z normélnich rozdé-
leni se stfednimi hodnotami zx a uy a se shodnym rozptylem o-2. Pak

nm Yn _Ym - (MX - HY)
~ Iptm-2.
V n+m Sn.m
Poznamka.

e 7 véty 5.2 plyne, Ze za platnosti modelu ¥ a hypotézy Hy : ux — yy = 6o ma T,
rozdéleni t,,4,,—2.

* Angl. two-sample t-test
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5 Dvouvybérové problémy pro kvantitativni data

¢ Hypotézu budeme zamitat, pokud se vybérové priiméry obou skupin od sebe pfilis lisi,
tj. pokud je testova statistika bud moc velkd nebo moc mala.

Kriticky obor:
Hp zamitneme & |T), | = tpem-2(1 — @/2),

kde t,+m-2(1 — @/2) je (1 — a/2)-ty kvantil t-rozdéleni s n + m — 2 stupni volnosti.

P-hodnota: p = 2(1 — F(Jt])), kde t je pozorovand hodnota testové statistiky T, ,,, a F je dis-
tribuc¢ni funkce rozdéleni ¢,,,,,_».

Interval spolehlivosti pro ux —uy: Z véty 5.2 1ze odvodit piesny interval spolehlivosti pro rozdil
stfednich hodnot obou vybérti. Dostaneme

- — /1 1
PXn_Ym_Sn,m _+_tn+m—2(1_a/2)<ﬂX_ﬂY<
n m
- — 1 1
Xn=Yu+Snmi—+ —thema(1—-a/2)| =1-q.
n m

Poznamka. Tento test Ize snadno upravit na jednostranny.

5.3 ASYMPTOTICKY DVOUVYBEROVY Z-TEST

Nyni upravime dvouvybérovy t-test tak, aby se obesel bez pfedpokladu normality i bez shod-
nych rozptylt. PGjde o asymptoticky test.

Model:
F ={Fx € L% Fy € L?)
Testované parametry: Stfedni hodnoty uy = EX; a uy = EY;

Hypotéza a alternativa:
Hp : ux = py + 60, Hi:ux # Uy + do.

Testujeme, zdali se stfedni hodnoty obou vybér lisi o §y (obvykle se klade 6y = 0).

Testova statistika: —
Xn - Ym - 50

\S3/n + S%/m

kde X ,, Y, jsou aritmetické priiméry obou vybérti a Sz, Sz jsou vybérové rozptyly.

Zn,m =

Véta 5.3 Necht Xy, ..., X, aYy, ..., Y, jsou nezavislé ndhodné vybéry z rozdéleni se stied-
nimi hodnotami px a puy a koneénymi rozptyly. Pak

Yn_Ym_(HX_ﬂY) i}

N(0, 1)
1/8)2(/n+812,/m

Poznamka.
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5 Dvouvybérové problémy pro kvantitativni data

¢ Hypotézu budeme zamitat, pokud se vybérové priiméry obou skupin od sebe pfilis lisi,
tj. pokud je testova statistika bud moc velkd nebo moc mala.

e Véta 5.3 implikuje, Ze za platnosti modelu ¥ a hypotézy Hy ma Z, ,, asymptoticky roz-
déleni N (0, 1).

Poznamka. Necht oba vybéry maji stejny rozsah, tj. m = n. Potom

2 n+n
1/3)2(/;1 +82/m = 1/;,/5)2(/2 +82/2 = w/75,”,1.

V tomto pfipadé tedy vzdy plati Z,,,, = T, m, tj. testové statistiky dvouvybérového t-testu
a z-testu jsou totozné. Jelikoz Véta 5.3 plati i bez predpokladu shodnych rozptyld, pfi n =
m dostatecné velkém lze rozdéleni T, ,,, za platnosti Hy aproximovat rozdélenim ¢,,,—» bez
ohledu na to, jsou-li rozptyly stejné nebo ne. Dvouvyberovy t-test tedy funguje alespori asym-
ptoticky i tehdy, pokud jsou rozptyly v obou vybérech riizné, ale pocty pozorovdni jsou shodné
(nebo aspori velmi podobné).

Kriticky obor:
Hy zamitneme & |Z, | = uUi—q/2,

kde u;_4 2 je (1 — @/2)-ty kvantil normovaného normalniho rozdéleni.

P-hodnota: p = 2(1 — ®(|z|)), kde z je pozorovand hodnota testové statistiky Z,, ,, a ® je
distribuc¢ni funkce rozdéleni N(0, 1).

Interval spolehlivosti pro ux — uy: Z véty 5.3 1ze odvodit asymptoticky interval spolehlivosti
pro rozdil stfednich hodnot obou vybért. Dostaneme

— sz s2 — sz Ss2
B X Y - X Y

P[Xn—Ym— —+ —Ul_qp < Ux — Uy <X, - Y+ —+—u1_a/g]—>1—a.
n m n m

Poznamka. Existuji i lepsi aproximace kritickych hodnot pro tento test zaloZené na t-roz-
déleni s po¢tem stupna volnosti, ktery zavisi na poc¢tu pozorovani v obou skupinéch a vy-
bérovych rozptylech. Takovych aproximaci je nékolik". Jedna z variant této aproximace, tzv.
Welchfiv test’, je implementovana v R jako standardni metoda testovani rovnosti stfednich
hodnot dvou vybért (provadi jej funkce t. test). Welchtiv test 1ze chdpat jako variantu dvou-
vybérového z-testu s vylepSenymi kritickymi hodnotami i jako zobecnéni dvouvybérového
t-testu na vybéry s nestejnymi rozptyly.

Poznamka. Nékdy se doporucuje pred pouzitim dvouvybérového t-testu otestovat shod-
nost rozptyld obou vybérd, napt. testem uvedenym v kap. 5.5 niZe, nebo tzv. Leveneovym
testem (neuvadime). Pokud test zamitne rovnost rozptyldi, pouzijeme Welchtv test, jinak
pouZijeme dvouvybérovy t-test. Od pouZzivdni takového postupu spiSe odrazujeme. Jedna se
o tzv. dvoufazovy test, kdy celkovy vysledek testu zavisi na tfech riznych vzajemné zavislych
testovych statistikach. Neni ni¢im zaruceno, Ze celkové hladina takové testovaci procedury
je rovna pozadované hodnoté «. Pokud si nejsme jisti shodnosti rozptylt nebo normalitou
dat, provedeme radéji rovnou Welchtiv test. Ani jeden z predpokladi dvouvybérového t-testu
pak neni tfeba nijak ovétovat.

* Ize je nalézt napf. v knize Andél: Statistické metody, Matfyzpress, Praha, 1998, kap. 81. T Angl. Welch test
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5.4 DVOUVYBEROVY WILCOXONUV TEST

Dvouvybérovy Wilcoxoniiv test” je neparametricky test zalozeny na poradich.
Model: ¥ = {X ~ Fx spojita d.f., Y ~ F, 36 € R: Fx(x) = Fy(x — §) ¥x € R}
(tzv. model posunuti v poloze).

Testovany parametr: Posunuti d.

Hypotéza a alternativa:
H0:6X:0, H1:5X=ﬁ0.

Poznamka.
¢ Na rozdil od jednovybérového a parového Wilcoxonova testu nevyzadujeme symetrii
hustoty.

e Pokud plati model ¥ a hypotéza H,, rozdéleni X a Y jsou totoznd. Potom plati myx =
my a EX = EY (existuji-li stfedni hodnoty). To jest, za platnosti modelu ¥ lze dvou-
vybérovy Wilcoxontv test chdpat jako test rovnosti stfednich hodnot i medidnt. VSim-
néte si, Ze nejsou-li rozptyly X a Y totozné, model ¥ nemtize platit.

Testova statistika:

Wn,m = Zn: R;,
i=1

kde Ry, Ry, ..., R, jsou poradi ndhodnych veli¢in X; ve spojeném ndhodném vybéru X, .. .,
X, Y1, .., Y.
Poznamka. Testova statistika W, ,, miize nabyvat hodnot n(n +1)/2, ..., mn+n(n+1)/2.

Spocita se nasledujicim zptisobem:
PR df
1. Vezmeme spojeny vybér (Zy, ..., Zpim) = X1, ..., Xp, Y1, ..., V).
2. Sefadime vSechny Z; nejmensi do nejveétsi; ziskame usporddany vybér

Z(l) < Z(g) <0 < Z(n+m)-

3. Urc¢ime poradi R; ndhodné veliCiny X; mezi viemi Z(1), . .., Zy4m). Plati X; = Z(g,).
4. Secteme poradi R; proi =1, ..., n.

Tvrzeni 5.4 Plati-li model ¥ a hypotéza H, pak
@)

nim+n+1) mn(m+n+1)
EWn’m:f, varWn,m=T.

(i) Pokud n, m — oo,
Wym —EW,m D

—> N(0, 1).
Vvar W, ©.1)

Poznamka.
e Hypotézu budeme zamitat pro pfili§ malé nebo prili§ velké hodnoty W, ,,.
¢ Pfedchozi tvrzeni ddva navod k nalezeni kritickych hodnot pro zamitani hypotézy, které
zarucuji asymptotickou hladinu «.

* Angl. two-sample Wilcoxon test, Wilcoxon rank-sum test
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* Nejsou-li n a m prilis velkd, 1ze nalézt i prfesné rozdéleni testové statistiky W, ,, (nume-
ricky nebo v tabulkdch).

Kriticky obor (asymptoticky test):

n(m+n+1)
W — et

> Ul—q/2-
mn(m+n+1)
12

MANNOVA-WHITNEYHO FORMULACE WILCOXONOVA TESTU

Hy zamitneme &

Test ekvivalentni s Wilcoxonovym lze ziskat i ndsledujici itvahou. Uvazujme v§echny dvojice

(X;,Y))proi=1,...,naj=1, ..., maspoctéme, kolik z nich spliuje podminku X; < ¥;:
n m
Wi = D, 05 Vi)
i=1 j=1
Néhodna velic¢ina W, ,,, tzv. Mannova-Whitneyho statistika, mize nabyvat hodnot0, ..., nm.

Naésledujici tvrzeni ukazuje, Ze mezi dvouvybérovou Wilcoxonovou statistikou W, ,, a Mannovou-
Whitneyho statistikou W,; ,, je deterministicky linearni vztah. MiZeme tedy snadno spocitat
momenty W, .. Zde konci
predn. 21

Tvrzeni 5.5 15.12.)

) Wym + W, ,,, = mn+n(n+1)/2.
(i) Plati-li Hy, pak EW,;,, = nm/2.
(iii) Plati-li Hy a model ¥, pak varW,; ,, = varW,, ,, = mn(m + n +1)/12.

(iv) Pokud min(n, m) — oo a plati Hy, pak (mn)™'W* i 1/2.

n,m

Rozeberme si dtsledky tvrzeni 5.5. Cést (i) k4, Ze testy zaloZené na dvouvybérové Wilco-
xonoveé statistice a Mannové-Whitneyho statistice jsou ekvivalentni. Césti (ii) a (iii) uvadéji
momenty Mannovy-Whitneyho statistiky za hypotézy. V§imnéte si, Ze rozptyl mame spoci-
tany pouze za piedpokladu, ze Fy = Fy. Cést (iv) ukazuje, Ze W, ,,/(nm) je konsistentnim
odhadem parametru 6xy = P[X < Y], kde X aY jsou nezavislé ndhodné veliciny s distribuc-
nimi funkcemi Fx a Fy. Pokud Fx = Fy, lze snadno ukazat, ze 0xy = 1/2. Parametr 0xy vSak
miiZe nabyvat hodnoty 1/2 i pro dvé rozdéleni, kterd nejsou totoZna.

Zkusme nyni shrnout, co je zndmo o chovani dvouvybérového Wilcoxonova testu (respek-
tive Mannova-Whitneyho testu) v piipadé, kdy necinime Zadné predpoklady o rozdélenich
Fy aFy.

Model: ¥* = {X ~ Fx spojitd d.f., Y ~ F, spojita d.f.}
Testovany parametr: Oxy = P[X < Y]

Hypotéza a alternativa:

. 1 . 1
HO:GXY=E’ Hliexy;fi.

V tomto obecném modelu lze tedy Wilcoxoniiv test interpretovat jako test hypotézy H;
o parametru P[X < Y]. BohuZel hypotéza Hy je tézko interpretovatelna. Nelze ji vykladat jako
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rovnost stfednich hodnot nebo medianti nebo jakychkoli jinych charakteristik obou rozdé-
leni. Obecné tedy dvouvybérovy Wilcoxontiv test neni testem rovnosti medidnti ani testem
rovnosti stfednich hodnot.

Stane-li se napriklad, ze EX; = EY; a pfitom P[X; < Y;] # 1/2, Wilcoxoniiv test zamitne
hypotézu rovnosti stftednich hodnot s pravdépodobnosti konvergujici k jedné pti m, n — co.
Naopak, pokud EX; # EY; a pfitom P[X; < Y;] = 1/2, Wilcoxontv test pfi jakkoli velkém
rozsahu vybérti zamita hypotézu pouze s pravdépodobnosti rovnou jeho hladiné.

Dalsi potiZ s Wilcoxonovou testovou statistikou v obecném modelu je, Ze jeji rozptyl za
hypotézy nelze pocitat podle tvrzeni 5.4. Jeji rozptyl je ve skutecnosti jiny." Kritické hodnoty
spocitané pro Wilcoxontv test v modelu ¥ tedy v obecném modelu nefunguji.

Tyto tvahy vedou k jednozna¢nému zévéru: Chceme-li testovat rovnost strednich hodnot
bez dalsich predpokladii na tvar rozdéleni obou vyberii, pouZijeme dvouvybérovy z-test nebo
Welchiiv test, nikoli Wilcoxoniiv test.

Poznamka. Nékdy se doporucuje pred pouZitim dvouvybérového t-testu na porovnéni stied-
nich hodnot otestovat normalitu obou vybért (populdrni je tzv. Shapiro-Wilkiiv test norma-

lity, ktery neuvadime). Pokud test zamitne normalitu, pouZijeme Wilcoxontiv test, jinak pou-

zijeme dvouvybérovy t-test. Od pouzivani takového postupu zdsadné odrazujeme. Jak vime,

jedna se o dva testy, které testuji rozdilné hypotézy, nemtzeme je tedy pouzit na ten samy

problém. Pokud si nejsme jisti normalitou dat, provedeme radéji rovnou Welchtiv test, ktery

normalitu nevyZaduje a testuje pravé tu hypotézu, ktera byla zadéna.

5.5 DVOUVYBEROVY F TEST SHODY ROZPTYLU

Dvouvybérovy F test shody rozptylti' je pfesny test porovnavajici rozptyly dvou nezavislych
vybért za predpokladu normalniho rozdéleni.
Model: ¥ = {X; ~ N(ux, 0%), Y; ~ N(uy, 002), ux, uy € R, 0% > 0, 02 > 0}
Testované parametry: Rozptyly 0% = var X; a o5 = varYj.
Hypotéza a alternativa:
Hozcr)z(:alz,, Hm :(r)z(;&a)z,.

Testova statistika:
st
Fn,m = g,

kde S% je vybérovy rozptyl vybéru Xi, ..., X, a S je vybérovy rozptyl vybéru vi, ..., ;.

Poznamka.
e Z véty 1.11 plyne, Ze testova statistika ma za platnosti modelu a hypotézy piesné roz-
déleni Fn—l, m—1-
¢ Hypotézu zamitneme, pokud se vybérové rozptyly pfilis lisi, tj. pokud je testova statis-
tika bud moc velkd nebo moc mala.
¢ Pfi poruSeni predpokladu normality tento test nedodrZuje hladinu ani asymptoticky.

* Lze jej spocitat a odhadnout, ale tim se tu zabyvat nebudeme. 1 Angl. two-sample F test of equality of vari-
ances
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Kriticky obor:
Hjy zamitneme < F, , < Fp_1,m-1(@/2) nebo F;, ,;, > Fy_1 m-1(1 — a/2),

kde Fy,_1, m-1(@/2) a Fy—1, m—1(1 —@/2) jsou po fadé (a/2)-ty a (1 — a/2)-ty kvantil F rozdéleni
s n—1a m — 1 stupni volnosti.

P-hodnota: p = 2min(1 — F(s), F(s)), kde s je pozorovand hodnota testové statistiky a F je
distribu¢ni funkce rozdéleni F,,_y ;,—1.

Interval spolehlivosti pro o2 /o%: Z véty 111 lze odvodit interval spolehlivosti pro podil roz-
ptylt. Dostaneme

S% 1

312, Fn—l,m—l(1 - %)

S% 1

P x_ - =
312/ Fn—l,m—l(%)

<oijos < 1-a.

Pozndamka. Tento test Ize prevést na jednostranny test: Hypotéza H : 0% < o2 se zamitd

pouze pro prili§ velké hodnoty testové statistiky, kritickd hodnota je F,,_; ,-1(1—«). Hypotéza
Hy' 0% > o2, se zamitd pouze pro prili§ malé hodnoty testové statistiky, kritickd hodnota
je Fu-1,m-1(a).
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6 JEDNOVYBEROVE PROBLEMY PRO BINARNI A
KATEGORIALNI DATA

V této kapitole a v kapitole nésledujici se budeme zabyvat kategoridlnimi velicinami. Pojem
kategoridlni velicina byl vyloZen v kapitole 2.2.2. Stru¢né receno, jde o diskrétni veli¢inu na-
byvajici kone¢né mnoha hodnot, typicky 1, ..., K, jejiZ hodnoty nemusi mit numerickou in-
terpretaci, ale oznacuji ¢lenstvi v néjaké skupiné (kategorii). Parametry pouZzivané v analyze
kategoridlnich dat jsou typicky pravdépodobnosti jednotlivych hodnot.

6.1 ALTERNATIVNi A BINOMICKE ROZDELENT{

Alternativni rozdéleni je nejjednodussim modelem pro kategoridlni velicinu, kterd nabyva
pouze dvou hodnot zakédovanych jako 0 a 1. Necht px € (0, 1) je pravdépodobnost, Ze dany
jedinec je klasifikovan do kategorie 1.

Necht Yy, ..., Y, je ndhodny vybér z alternativniho rozdéleni Alt(px) zaznamenavajici kla-
sifikaci n jedincli do kategorii 0 a 1. Ozna¢me pocet jedincti klasifikovanych do skupiny 1 jako
X, = 21, Y;. Tato velicina ma rozdéleni Bi(n, pyx) (viz véta 1.3(iv)). Pocet jedinct klasifiko-
vanych do skupiny 0 je n — X,, ~ Bi(n, 1 — px).

Nestrannym a konsistentnim odhadem parametru py je relativni cetnost p, = X,/n =

-1 yn

n Y= Y .. Jeho vlastnosti vychdzeji z vlastnosti priiméru a jsou shrnuty ve vété 1.3.

6.1.1 CLOPPEROVA-PEARSONOVA METODA

Nejprve se budeme zabyvat metodami pro sestrojeni intervalu spolehlivosti pro pravdépo-
dobnost px a pro testovani hypotéz o px zaloZenymi na pfesném rozdéleni statistiky X,,, tj.
Bi(n, px) .

Uvazujme hypotézu Hy : p, = po proti alternativé Hy : p, # po. Stanovme kriticky obor

Hy zamitneme < X, < c;(a) nebo X,, > cy (),

kde c; (@) je nejvétsi celé Cislo, které spliiuje

cr(@) a\ -
> (.)p{)(l -po)" <
=0 \J 2

a cy (@) je nejmensi celé Cislo, které spliiuje
n

n\ ; i Q@
D, (J.)p{,(l—po) <3

j=cu (@)
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M

Tento test (zvany Clopperiiv-Pearsoniiv) md nejvys$si moznou dosaZitelnou hladinu, jez ne-
pfesahuje « (vzhledem k diskrétnimu rozdéleni testové statistiky nelze vzdy dosahnout sta-
novené hladiny «).

Nyni feSme tlohu sestaveni intervalu spolehlivosti pro py s pravdépodobnosti pokryti ne-
prekracujici 1 — . Podle tvrzeni 3.3(ii) (dualita intervalli spolehlivosti a testovdni), mtizeme
sestavit poZadovany interval spolehlivosti jako mnoZinu obsahujici vS§echny parametry p €
(0, 1), pro néz pii pozorovanych datech X,, Cloppertv-Pearsontv test nezamitd hypotézu
Hy : px = p. Tento interval je mozné vyjadrit v explicitnim tvaru pomoci nésledujicich dvou
tvrzeni.

Tvrzeni 6.1 Necht X,, ~ Bi(n, px). Pak pro kazdé k € {0, ..., n} plati
n n\ '
PIX, 2kl = ) ( ,)p§((1 —px)"7 =PlUy < px]. kde Uy ~ B(k,n—k +1)
’ J
j=k

k
P[X, < k] = Z (’;)p{((l —px)" 7 =PlUs <1-px], kdeU, ~B(n—k, k+1).
j=0

Platnost prvni ¢éasti tohoto tvrzeni plyne z posledni rovnosti uvedené ve znéni véty 1.13
o chovani porddkovych statistik. Tam byla tato rovnost dokdzéna, i kdyZ v tplné jiném kon-
textu. Aplikujeme-li prvni ¢ast tvrzeni 6.1 na n — X,,, dostaneme druhou ¢ast.

Dalsi tvrzeni popisuje funkéni vztah mezi beta a F rozdélenim. Lze jej dokdzat pomoci véty

o transformaci.

Tvrzeni 6.2 Necht X ~ B(a, ), kde a a B jsou nezaporna celd ¢isla. Pak % ~ Frq,28.

Povsimnéte si, Ze jde o ryze monotonni transformaci z (0, 1) do R*. Pomoci téchto dvou
tvrzeni dostaneme nésledujici vysledek.

Véta 6.3 Mnozina vSech parametri p € (0, 1) takovych, Ze pfi pozorovanych datech X,
Cloppertiv-Pearsontiv test nezamitd hypotézu Hy : px = p (a tedy interval spolehlivosti pro
px s pravdépodobnosti pokryti neptekracujici 1 — «) je interval

( XnqL(a) (Xy + Dqu (@) )
Xpqr(a) +n—-X,+1 (X, + Dgy(a) +n-X, /)

kde g (@) je a/2-kvantil rozdéleni Fox, 2(n-x,+1) @ qu (@) je (1 — «/2)-kvantil Fox, +1),2(n-x,)-
Pokud X;, = 0, poloZime dolni mez intervalu rovnou 0, pokud X,, = n, poloZime horni mez
intervalu rovnou 1.

Tento interval se nazyvéd Clopperiiv-Pearsontiv interval spolehlivosti pro parametr bino-
mického rozdéleni. Vyhodou tohoto intervalu je, Ze pravdépodobnost pokryti zarucené ne-
prevysi pozadovanou hodnotu 1 — « ani pfi malém rozsahu vybéru. Jeho nevyhodou je, Ze

o

jeho pravdépodobnost pokryti mtiZe byt o hodné vyssinez 1 -« a Ze miva prilis velkou délku.

Nyni se mtzeme vrétit ke Clopperové-Pearsonové testu hypotézy Hy : p, = po proti al-
ternativé Hy : px # po. Misto toho, abychom slozité pocitali kritické hodnoty ¢z (@) a cy (@),
spocitame Cloppertv-Pearsontiv interval spolehlivosti podle véty 6.3 a Hy zamitneme, pokud
po vV tomto intervalu neleZi.
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6.1.2 KLASICKA ASYMPTOTICKA METODA

V prikladé uvedeném v kapitole 2.3.2 na str. 27 jsme odvodili asymptoticky interval spolehli-
vosti pro px zaloZeny na bodé (iii) véty 1.3 a Sluckého vété. Podle (2.3) plati

Dn — D
Zy=Nn —222PX 2 N, 1).
\' Pn (1 - pn)
Toto tvrzeni lze pouzit k odvozeni asymptotického testu hypotézy Hy : px = po proti alter-
nativé H; : px # po s kritickym oborem

Hj, zamitneme & WM 2> Ul_q)2. (6.1)
\' pn(l - pn)
Interval spolehlivosti pro px z kapitoly 2.3.2 m4 tvar
-~ Vﬁn(l_ﬁn) -~ ﬁn(l_ﬁn)
( T m et ) .

Nevyhodou tohoto pfistupu je, Ze vyzaduje relativné velky pocet pozorovani (doporucuje
se alespon 5 tspéchu a alespon 5 neudspéchtl), konvergence k normalité je pomald a krajni
body intervalu spolehlivosti mohou byt mensi nez 0 nebo vétsi nez 1.

6.1.3 WILSONOVA METODA

Wilsonova metoda je zaloZena pfimo na bodé (iii) véty 1.3

Wn:\/ﬁMLN(Q’ 1)

Vpx(1 - px)

bez aplikace Sluckého véty. Za platnosti hypotézy Hy : px = po zndme px a toho vyuZijeme
k sestaveni kritického oboru

Pn = Po

Mpumpol
vVpo(1 = po)

Tento test se nazyva Wilsoniiv.

Interval spolehlivosti pro px zalozime na pivotdlni statistice W,,, tj. vyjdeme z

Hy zamitneme & Vn

P[ul_a,/z < \/EM < ul_a,/g] - 1-a
vpx(1 - px)
a nerovnosti uvnitf upravime tak, abychom uprostted dostali px a na okrajich meze intervalu
spolehlivosti. K tomu je nutné vyfesit kvadratickou rovnici pro px. Vysledkem je asympto-
ticky interval s krajnimi body
2 = = 2
= u Pn(1 = py) u ] 1
+ —FU\|——————+ — | ———
[Pn 2n \/ n 4n2]11 + u?/n
kde u je zkrdcené znaceni pro u;_, /2. Tento interval se téZ nazyvd Wilsonitiv. V literature se
uvadi, ze Wilsontv test a interval dava presnéjsi vysledky nez metody z kapitoly 6.1.2.
Je zajimavé si povSimnout, Ze stfed Wilsonova intervalu lze vyjadfit jako vazeny pramér
wypp + (1 —wy)1/2, kde w, = (1 + u?/n)™' — 1 pron — oco. Pocitame-li 95% interval
spolehlivosti, pak stfed Wilsonova intervalu je zhruba (X, + 2)/(n + 4).
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6.1.4 LOGITOVA METODA
Logitovd metoda je zaloZena na $anci misto na pravdépodobnosti.

Definice 6.1 Necht tispéch nastdva s pravdépodobnosti p. Podil ﬁ pravdépodobnosti tispé-
chu a netspéchu se nazyva Sance” na tspéch.

Pojem Sance se bézné pouziva pfti kursovych sazkach.

Zvolme jako odhadovany parametr logaritmus Sance 0y = log P ’;X. Tomuto parametru
se bézné fika logir, transformace g(x) = log 1= se nazyva logitovd. Logitova transformace
g(x) je rostouci a spojité diferencovatelnd pro x € (0, 1) a zobrazuje interval (0, 1) na R. In-
versni transformace je g7'(y) = li’;gl{)y{}},}. Logaritmus $ance 6x tedy mtiZze nabyvat libovolné
hodnoty v R a miizeme z ni vyjadrit pravdépodobnost px jako px = exp{0x}/(1 + exp{0x}).

Logaritmus Sance 6x odhadneme transformaci g(p,,) odhadu p,. Dostaneme odhad

ktery je podle tvrzeni P7.3 konsistentnim (ne vSak nestrannym) odhadem 6x.
Asymptotické rozdéleni 0,, ziskdme aplikaci bodu (iii) véty 1.3 a delta metody (véta P7.11).

Véta 6.4 Necht px € (0, 1). Pak plati
@)
—~ D 1
Vn(0, —6x) — N, — +
px 1-px

/X—"("n_ Xn) @, - 0x) —5 N(O, 1).

Oznacme D,, = /m Je to vlastné odhad smérodatné chyby 0,.

Na zdkladé véty 6.4 mlizeme sestrojit asymptoticky test hypotézy Hy : px = po. Oznacme
0y = log lf%. Hypotézu Hy miizeme prepsat jako Hy : 0x = 6y a zamitdme ji ve prospéch
alternativy H; : 6x # 6y pokud

)’
(i)

—~

1
0, — 90| > Ul—q/2-

n
Tento test nazveme logitovy.
Interval spolehlivosti pro 6x s pravdépodobnosti pokryti konvergujici k 1 — @ ma tvar

(Gn - ul_%Dn, 0, + ul_%Dn) .
Aplikujeme-li ryze rostouci funkci g ~! na oba krajni body tohoto intervalu, dostaneme asympto-
ticky 100(1 — a)-procentni interval spolehlivosti pro px ve tvaru

p_"Ae_ul—a/ZDn p_ieul—a/ZDn

1-py 1=Pn (6.3)
= H = ‘ '
1 + p"l\ e—ul_a/an 1 + p_'/’\eul—(y/ZDn
1-pn 1=pn

Interval (6.3) nazyvame logitovy. Oba jeho krajni body jisté lezi uvnitt (0, 1). Navic konver-
gence 0, k normalnimu rozdélent je rychlejsi nez konvergence p,,, takze limitni aproximace
zaloZend na 0, je presnéjsi nez aproximace zaloZend na p,. Logitovd metoda patii spolu
s Wilsonovou k metoddm doporucovanym v literatute.

* Angl. odds
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6.2 MULTINOMICKE ROZDELEN{

Multinomické rozdéleni zobecniuje binomické rozdéleni na situaci, kdy kategoridlni velicina
miuiZe nabyvat vice neZ dvou hodnot.

MULTINOMICKE ROZDELEN{: DEFINICE A VLASTNOSTI

Definice 6.2 (Multinomické rozdéleni) Necht K > 2 a n > 1 jsou pfirozena ¢isla a p =
(p1 ..., pr) ! je vektor konstant splitujici py > 0 Vk a 21,5:1 pr = 1. Nédhodny vektor X =
(X1, ..., Xx)" ma multinomické rozdéleni Multg (n, p), pravé kdyz jeho hustota vzhledem

2

k soucinové ¢itaci mife na ZX je

n!

xll...xKlpflp;Z"'pl)gK ket Xk =10
PXi=x1,X =x2, ..., Xk = x¢] = Xxp = 0Vk
0 jinak.

Multinomické rozdélenti je rozdéleni poctu pozorovani pridélenych do kazdé z K moznych
ptihradek v n nezavislych experimentech, pficemz v kazdém experimentu jsou pravdépo-
dobnosti prifazeni do jednotlivych prihradek dany slozkami vektoru pravdépodobnosti p.

Véta 6.5 (Rozklad multinomického rozdéleni.) NechtY, ..., Y, jsou nezavislé nahodné vek-
tory s rozdélenim Multg (1, p). Pak X = 37" | Y; ~ Multg (n, p).

Véta 6.6 (Vlastnosti multinomického rozdéleni.) Necht X ~ Multg(n, p). Pak

i) Xi ~ Bi(n, pr),

(i) EXy = npy, var Xi = npr(1 = pi),

(iii) cov (Xj, Xx) = —np;px,

(iv) var X = n [diag (p)—p®?] = ndiag (vp) (Ix—+/p*)diag (yP), kde b = (\/P1, - - -» \/PK) -
Zde konci
predn. 23
(22.12)

Poznamka.
e Matice Iy — \/1_9®2 je idempotentni. Jeji hodnost (a stopa) je rovna K — 1.
e Matice var X je singuldrni, jeji hodnost je K — 1.

Véta 6.7 (Asymptotické vlastnosti multinomického rozdéleni.)
Necht X ~ Multg (n, p). Pak
@ )
df . _ D
Z, = —diag (¥p) "1(X - np) — Ng(0, Ix — yp*),
N
(i)
K
(Xx —np)® D,
Z'z,=) LT 52
n4n ; -~ Xk-1
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ODHADY PARAMETRU MULTINOMICKEHO ROZDELENT{

Pro odhadovani jednotlivych parametrt py, testovdni hypotéz o p; a konstrukci intervalo-
vych odhadti pro pr mtizeme pouzit metody popsané v kapitole 6.1, nebot podle véty 6.6(i)
plati X ~ Bi(n, px),

Cely vektor p odhadneme pomoci p, = X /n. Sdruzené asymptotické rozdéleni odhadu
P, ziskdme z véty 6.7(i):

V(B - p) —> Ng (0, diag (p) — p®2).

Pro libovolny vektor konstant ¢ o délce K, plati

—~ D .
V(e p, — ¢'p) — N(O, cldiag (p) - p**le).
Pokud c" [diag (p) - p®lc # 0aV, & et [diag (p,) — P?]c # 0, dostaneme ze Sluckého véty

T= T

C pn—c p D

Vn——"_—= 5 N(0, 1). (6.4)
A

Odtud mtizeme snadno odvodit asymptotické testy hypotéz Hy : ¢'p = yy. Vezmeme
testovou statistiku o
c —
T, = Vn DPn 70’
Ve
ktera ma podle (6.4) za platnosti hypotézy asymptoticky normované normélni rozdéleni a
Hy zamitneme prave kdyz |Tc| > u1_q 2.
Asymptoticky interval spolehlivosti pro ¢ p zaloZeny na konvergenci (6.4) jest

- /V - /V
(CTPn— ;Cul—a/z’ CTPn+ ;Cul—a/z)-

Vektor ¢ vybereme tak, aby soucin ¢'p vytvofil linearni kombinaci parametrt, kterd nds
v dané aplikaci zajima. Chceme-li napiiklad védét, zdali pravdépodobnosti prvni a posledni
kategorie jsou stejné, a sestrojit interval spolehlivosti pro rozdil jejich hodnot, zvolime ¢ =
(1,0,...,0,-DT ayy=0.

x? TEST DOBRE SHODY PRO MULTINOMICKE ROZDELEN{

Pojmem y? test dobré shody” rozumime test hypotézy Hy : p = p° zaloZeny na vété 6.7(ii).

Tato hypotéza fikd, 7e pravdépodobnosti kategorii p = (p1, ..., px)' jsou rovny piedem
stanovenym hypotetickym pravdépodobnostem p® = (pY, ..., p2) T, tj. pr = p? pro viechna
k=1,...,K.

Plati-li hypotéza Hy, pak testova statistika

&y Xk — npd)?

-3

0
=1 Py

* Angl. x? test of goodness of fit
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ma podle véty 6.7(ii) asymptotické rozdéleni X%(—l' Testova statistika porovnava pozorova-
nou Cetnost X;. v kategorii k s ¢etnosti n pg ocekdvanou za platnosti hypotézy. Velké hodnoty
testové statistiky svédci proti Hy. Hypotézu Hy zamitneme, pokud
K 042
(X — npy)
x=) ———t— e k-, (6.5)
np
k=1 k

kde y%_,(1 — @) znadi (1 — )-kvantil rozdéleni y% ;.

Poznamka. Asymptotickd aproximace y? rozdélenim vyzaduje, aby celkovy pocet pozoro-
vani n byl dostatecné velky. Jako jednoduché orientacni pravidlo miizeme vzit napf. pozada-
vek, aby ocekdvané Cetnosti n pg prekrocily 5 ve vSech kategoriich k = 1, ..., K. Vyskytuji-li
se v hodnotach X velmi malé ¢etnosti nebo nuly, xy? aproximace mtiZe byt velmi nepresna.

Poznamka. Vezmeme-li K = 2, p(l) =po, Xo =n-Xj, pg =1 — po, dostaneme

_ 2
V2= (X1 — npo)? N [n—X; — n(1 - pp)l? _ Pn — Po

= n——————

npo n(l - po) Vpo(1 = po)

takZe testova statistika y? testu pro K = 2 kategorie je rovna ¢tverci Wilsonovy testové sta-
tistiky uvedené v kapitole 6.1.3.

’

Priklad (Je kostka pravidelnd?). Hodime n-krat kostkou a zaznamendme, kolikrat padly vy-
sledky 1-6: dostaneme Cetnosti Xj, . . ., Xg. Nastavime pg =1/6, k =1, ..., 6. Zamitne-li y?
test hypotézu Hy, prokézali jsme, Ze na kostce nepadaji vSechna ¢isla stejné casto.

Priklad (Rodi se déti béhem roku rovnomérné?). Mdme dany pocty déti narozenych v jed-
notlivych mésicich béhem kalendéainiho roku: Xj, ..., X;,. Nastavime pg = my /365, kde m;
je pocet dni v mésici k. Zamitne-li y? test hypotézu Hy, prokézali jsme, Ze déti se nerodi
béhem roku rovnomeérné.

Pfiklad (Pochdzi ndhodny vybér z distribu¢ni funkce Fy?). Méjme ndhodny vybér 7y, ..., Z,.
Zajima nas, zdali pochézi z rozdéleni s distribu¢ni funkci Fy(x) = F(x; 6,), kde 6, je zndmo.

Stanovime si intervaly (ax-1, ar), k = 1,..., K, ap = —oo, ax = oo tak, Ze jejich pocet
K je vyrazné mensi nez n a do kazdého z intervalii padne dostate¢ny pocet pozorovani.
Spocitame, kolik pozorovéni padlo do k-tého intervalu: Xi = Y7 | 1(4_,.4)(Z;). Pochdzi-li
nahodny vybér 7y, ..., Z, z rozdéleni s distribu¢ni funkci Fy(x) = F(x;6p), potom vektor
X = (Xy, ..., Xx)" ma multinomické rozdéleni Multg (n, p°), kde pravdépodobnosti jed-
notlivych kategorii jsou p? = F(ay; 6o) — F (ax-1; 0o).

Provedeme test hypotézy Hy : p = p° testem dobré shody podle vzorce (6.5). Zamitne-li
test hypotézu Hy, prokdzali jsme, Ze ndhodny vybér 71, . . ., Z, nepochdzi z rozdéleni F (x; 6,).

Xz TEST DOBRE SHODY PRO MULTINOMICKE ROZDELENT S ODHADNUTYMI PARAMETRY

Jak jsme vidéli v pfedchozim piikladé, pravdépodobnosti kategorii pg mohou zéviset na vek-
toru parametrti 8y. Test dobré shody mtizeme provést podle vzorce (6.5) jen tehdy, pokud
tyto parametry zndme. V praxi je ovSiem nékdy nezndme, mtizeme je nanejvys odhadnout.
Nyni si ukdZeme, jak upravit test dobré shody pro takové pripady.
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Uvazujme model Fy: Necht nahodny vektor X = (X, ..., Xx)T ma multinomické rozdé-
leni Multg (1, p(0x)), kde 8x € ® c R je nezndmy d-rozmérny parametr, d < K, a p je
funkce zobrazujici ® do (0, 1)X takovd, Ze p(0)"1x = 1 pro viechna 6 € @ (soucet viech
sloZzek p(0) je vzdy 1). Zajima nds, zdali rozdéleni X lze popsat timto modelem nebo ne.

Priklad. V néjaké populaci se urcity gen vyskytuje ve dvou variantadch (alelach) A (napft.
tmavé oci) a a (napft. svétlé oci). Mezi vSemi geny v celé populaci tvofii alela A podil 6x €
(0,1) a alela a 1 — 6x. Kazdy jedinec ma dva exemplére prislusného genu (jeden po otci,
jeden po matce). Pokud se geny michaji nezavisle (plati tzv. Hardyho-Weinbergovo ekvilib-
rium), pravdépodobnosti tfi moZnych variant genotypu jedince jsou:

Genotyp Pravdépodobnost

AA 0%
Aa 29)((1 —Qx)
aa (1-0x)?

Pozorujeme genotypy n nezavislych jedinct a oznacime X;, X», X3 pocty jedinct s geno-
typem (po tfadé) AA, Aa, aa. Plati-li Hardyho-Weinbergovo ekvilibrium, pak vektor X =
(X1, X2, X3) T ma rozdéleni Mults(n, p(6x)), kde p(6x) = (6%, 20x(1 — 0x), (1 — 6x)?)T. Na
zékladé pozorovani X chceme otestovat, zdali se populace nachazi v Hardyho-Weinbergové
ekvilibriu.

Parametry @y potifebujeme odhadnout. K tomu lze pouZzit napt. metodu maximalni véro-
hodnosti, kterad vede k soustavé d rovnic o d neznamych 6,;:

S Xk apk(é\n) -0 (6.6)

k=1 pk(én) 96

UvaZujme testovani hypotézy
Hy:30x € ® p=pOx) (model Fq plati)

proti alternativé
Hy :VY0x € ® p + p(Ox) (model 7y neplati).

Nejprve ziskdme odhad §n parametru Oy vyreSenim soustavy (6.6). Poté mtizeme otestovat
hypotézu Hy testem dobré shody s odhadnutymi parametry namisto parametrt skutec¢nych.
Rozdéleni testové statistiky je stdle y?, ale ztraci se jeden stupeni volnosti za kazdy odhado-
vany parametr.

Tvrzeni 6.8 Plati-li hypotéza Hy, pak testova statistika

VP = & X — npr(8,)1
k=1 npk(gn)

ma asymptoticky rozdéleni Xi_ 4-1» kde d je pocet odhadovanych parametrti.
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Platnost tohoto tvrzeni plyne z teorie maximalni vérohodnosti, kterd bude vysvétlena v na-
vazujici pfedndsce. Testova statistika porovnava pozorovanou Cetnost X v kategorii k s Cet-
nosti npy (§n) ocekavanou za platnosti hypotézy; velké hodnoty testové statistiky svédci proti
Hy. Hypotézu H, zamitneme, pokud

K —~
X; — 0,)1?
X2 _ Xk — npi(0,)] > X%(_d_l(l —a), 6.7)

k=1 ”Pk(an)

kde x4 _, (1 —a) znaci (1 — @)-kvantil rozdéleni x% , ..
Poznamka. I zde je nutné mit dostate¢né velky pocet pozorovani v kazdé slozce vektoru X.

Priklad (Pochdazi ndhodny vybér z dané parametrické rodiny rozdéleni?). Méjme ndhodny

vybér 7y, ..., Z,. Zajima nés, zdali pochézi z rozdéleni Fx(x) = F(x;0x), kde 8x € O neni
znamo (napft. né€jaké normdlni, gama nebo Poissonovo rozdéleni).
Stanovime si intervaly (ai_1, ax), k = 1, ..., K, ay = —o0, ax = oo tak, Ze jejich pocet K je

vyrazné mensi nez n a do kazdého z intervalti padne dostatecny pocet pozorovani. Spoci-
tame, kolik pozorovéni padlo do k-tého intervalu: Xi = 2.7 (4, a.)(Z).

Pochézi-li ndhodny vybér 7, . . ., Z, z rozdéleni s distribu¢ni funkci F (x; 8x), potom vek-
tor X = (X, ..., Xx)" ma multinomické rozdéleni Multg (n, p(6x), kde pravdépodobnosti
jednotlivych kategorii jsou py(0x) = F(ag; Ox) — F(ag-1; 0x).

Resenim soustavy (6.6) ziskdime odhad 6,, parametru 0. Provedeme test hypotézy H, tes-
tem dobré shody podle vzorce (6.7). Zamitne-li test hypotézu, prokdzali jsme, Ze ndhodny
vybér 7, ..., Z, nepochézi z dané rodiny rozdéleni.
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7 DVOUVYBEROVE KATEGORIALNI PROBLEMY A
KONTINGENCNI TABULKY

7.1 DVOUVYBEROVE KATEGORIALN{ PROBLEMY

Nyni se budeme zabyvat porovnanim dvou nezavislych binomickych veli¢in X; ~ Bi(n, p;)
a X, ~ Bi(m, p2). Chceme zjistit, zdali a jakym zplisobem se 1isi pravdépodobnosti p; a p..
Jejich odliSnost mizeme vyjadrit riznymi zpuasoby, z toho ndm vyplyne nékolik variant od-
had a testti.

Pokud veli¢iny X; a X, udavaji pocty néjakych negativnich udélosti (smrt, nemoc, ztrata
zaméstnani, porucha, bankrot) parametry p; a p, nazyvame riziky udélosti v obou popu-
lacich. Pravdépodobnosti (rizika) p; a p, mizeme odhadnout relativnimi ¢etnostmi p; =
X1/n, p» = Xp/m. Jejich vlastnosti shrnuje véta 1.3.

U vsech asymptotickych vysledkt budeme stejné jako v kapitole 5 predpokladat n — oo,
m— oan/m— q,kde 0 < g < co. Vysledky uvddéné v této kapitole vSak plati i tehdy, je-1i
pevny pouze celkovy pocet pororovani n + m, zatimco rozsahy vybérti n a m jsou ndhodné
(viz diskuse na str. 62).

7.1.1 RozDiLy PRAVDEPODOBNOSTI, NARUST RIZIKA

Odlinost obou rozdéleni miizeme vyjadrit napk. rozdilem pravdépodobnosti (rizik)" dy =
p1 — P2, jez 1ikd, o kolik je vétsi riziko v populaci 1 nez v populaci 2. Tento parametr mtize
nabyvat hodnot —1 az 1, nulova hodnota odpovidé totoznym pravdépodobnostem v obou
populacich.

Nestrannym a konsistentnim odhadem parametru dy je d= p1 — p2. Z véty 1.3(iii) a z ne-
zéavislosti X; a X, dostaneme technikou velmi podobnou diikazu véty 5.3 tento vysledek:

Tvrzeni 7.1 R
d—dx

\/ﬁl(l—fﬁ) + p2(1-p2)

n m

2, N, 1.

Pro asymptoticky test hypotézy Hy : dx = 0 proti alternativé H; : dx # 0 pouZijeme
testovou statistiku R
d
\/ﬁl(l—ﬁn | P20-Fy)

n m

T, =

a hypotézu zamitneme pokud |T;| > u1_q/2.

* Angl. risk difference, excess risk

80



7 Dvouvybérové kategorialni problémy a kontingencni tabulky

Z tvrzeni 7.1 dostaneme postupnymi ipravami

~ IpA-p)  p(1-p
P[d_\/m( PO PA-Po),
n m

-~ [ma-p) ma-p
d+\/P1( P1)+P2( Pz)u
n m

l-aj2| ™ 1—a.

Odtud ziskdme asymptoticky interval spolehlivosti pro rozdil pravdépodobnosti dy.
Tato metoda je obdobou asymptotického dvouvybérového z-testu pro kvantitativni data.

7.1.2 PopiLy PRAVDEPODOBNOSTI, RELATIVN{ RIZIKO

Jiny zptisob, jak vyjadfit odlisnost pravdépodobnosti (rizik), je relativni riziko” rx = p1/p>.
Tento parametr fikd, kolikrat je vétsi riziko v populaci 1 nez v populaci 2 a miizZe nabyvat
hodnot v intervalu (0, co). Pravdépodobnosti (rizika) v obou populacich jsou totozné praveé
kdyz ryx = 1.

Konsistentnim (nikoli nestrannym) odhadem parametru ry je 7 = p1/p.. Zlogaritmovanim
dostaneme log 7 = log p; — log p». Véta 1.3(iii) a delta metoda dava

- D 1-
vVn(log p, —log p;) — N(O, ppl)
1
a 1
—~ D -
vm(log p» —log p2) — N(O, p Pz)'
2
Odtud a z nezavislosti X; a X, dostaneme toto tvrzeni:
Tvrzeni 7.2 logF 1
- D
logT —logrx © g ).
1-p | 1=pp
np mpa

Chceme otestovat, jestli log ry = 0 neboli rx = 1. Pro asymptoticky test hypotézy Hy : rx =
1 proti alternativé H; : ry # 1 pouZijeme testovou statistiku
log7
T, = 5
p1 , 1=
np mp2
a hypotézu zamitneme pokud |T;| > u1_q /2.
Z tvrzeni 7.2 dostaneme postupnymi tipravami

= _ |l=p1 |, 1-p2
P[r exp{ b T b,

-~ 1-p; 1-p
ul_a/g} <rx < rexp{ nﬁll + mﬁj ul_a/z}] —1-aq,

coz ndm dava asymptoticky interval spolehlivosti pro relativni riziko rx.

* Angl. relative risk
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7 Dvouvybérové kategorialni problémy a kontingencni tabulky

7.1.3 POMER SANCf
Tietim moznym zptisobem vyjadieni odli§nosti dvou pravdépodobnosti je pomér Sanci’

_ p1/(1 = p1) _ p1(1 - p2)
T p/A=p) p(=p1)

Tento parametr rikd, kolikrat je vétsi Sance v populaci 1 nez v populaci 2. Miize nabyvat hod-
not v intervalu (0, o). Pravdépodobnosti (rizika) v obou populacich jsou totoznd praveé kdyz
Ox = 1.

Konsistentnim (nikoli nestrannym) odhadem parametru oy je

pi(1 - p2) _ Xi(m—X5)
p2(1-p1)  Xo(n—-X;)

0=

Zlogaritmovanim dostaneme logo = log p; — log(1 — p1) — log p» + log(1 — p2). Z véty 6.4(i)
a z nezavislosti X; a X, plyne ndsledujici tvrzeni:
Tvrzeni 7.3 Necht
1 1 1 1
— + — + — + — =
npr  n(l—-p1) mpy m(l-pz)
1 1 1 1

Pak loo s _ 1
2089~ 089x P N0, 1).

Vo

Pravdépodobnosti (Sance) v obou populacich jsou totozné pravé kdyz ox = 1 nebolilogoy =
0. Pro asymptoticky test hypotézy Hy : ox = 1 proti alternativé H, : ox # 1 pouZijeme testo-
vou statistiku

I, = logo

)

a hypotézu zamitneme pokud |T,| > u;—q /2.
Asymptoticky interval spolehlivosti pro pomér Sanci ox je ddn faktem

P[Eexp{—\/l;oul_a/g} <oy < Eexp{\/l;oul_a/z}] - 1-aq,

ktery plyne z tvrzeni 7.3.

7.2 KONTINGENCNI TABULKY

Necht X € {1,..., J}aZ € {1, ..., K} jsou dvé kategorialni veli¢iny. Uvazujme ndhodny vy-
bér (X1, Z)7, ..., (Xy, Zy) " 0 rozZSahu N (pevném). Oznacme pocet jedinct klasifikovanych
do j-té kategorie veliciny X a k-té kategorie veliCiny Z jako nj; = Zé\il UX; =, Zi = kY,

* Angl. odds ratio
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7 Dvouvybérové kategorialni problémy a kontingencni tabulky

j=1L1....,],k = 1,..., K. Ndhodnou veli¢inu n;; nazyvame pozorovanou Cetnosti’ pro

kombinaci kategorii j a k. Oznacme pjr =P[X =j, Z =klap= (p11, ..., psx)'. Vzhledem

k tomu, Ze pozorované Cetnosti byly vyvoteny klasifikaci N nezavislych jedincti do /K kate-

gorii, ndhodny vektor n = (ny, ..., n ]K)T musi mit multinomické rozdéleni Mult;x (N, p).

Protoze pracujeme s multinomickym rozdélenim, miizeme pouzivat vSechny vysledky z ka-

pitoly 6.2. Odhadem pravdépodobnosti p;; je n;;/N. Odhadem vektoru p je Pn =n/N.
Oznacme déle

Pravdépodobnosti p;; urCuji sdruzené rozdéleni X a Z, pravdépodobnosti p;, = P[X = j]
urcuji margindlni rozdéleni X, pravdépodobnosti p,r = P[Z = k] urcuji margindlni rozdéleni
Z.

Pozorované ¢etnosti mtizeme sestavit do tabulky, kterou nazyvame kontingencni tabulka'.

Z=1 ... Z=K | X
X=1 ni nmrg ni+
X=2 n21 Nok noy
X=] nmn nyjg nry
E n+] cee n+K N

Podobné miizeme sestavit tabulku pravdépodobnosti, kterd popisuje sdruzené rozd€éleni
vektoru (X, Z )T margindlni rozdéleni velic¢in X a Z.

Z=1 ... Z=K >
X=1| pu ... px | P+
X=21| pa ... pxx | P
X=J| pn - Pk |PJ+
Z p+1 cee p+K ].

Oznac¢me jesté podminéné pravdépodobnosti

. Pjk
P[X=]|Z=k] =pj(k)=_] s
P+k

. Pjk
PlZ=kIX=j]=pgr=—-
Pj+

7.2.1 KONTINGENCNI TABULKY 2 X 2

Nejprve se budeme zabyvat specidlnim pfipadem J = 2 a K = 2, kdy obé veli¢iny mohou
nabyvat pouze dvou hodnot. Vysledna kontingen¢ni tabulka obsahuje 2 x 2 ¢etnosti:

* Angl. observed frequency T Angl. contingency table
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7 Dvouvybérové kategorialni problémy a kontingencni tabulky

Z=1 z=2] % Z=1 Z=2] %
X=1| nn ny | Ny X=1| pn P12 | Pi+
X=2| ny N2 | Moy X=2| pa P22 | Pa+
) Ny nip N )y P+1 P+2 1

Tuto situaci jsme vlastné fesili v kapitole 7.1. Pfedstavme si, Ze veli¢ina Z urcuje cislo vy-
béru: mame jeden vybér hodnot ndhodné veli¢iny X z jedinct spliiujicich Z = 1 a druhy
vybér ndhodné veliciny X z jedinct splnujicich Z = 2. V prvnim vybéru bylo n;; hodnot
X =1 (Gspéch) a ny; hodnot X = 2 (netispéch), celkem rn.; pozorovani. Pravdépodobnost
uspéchu v 1. vybéru je pi1y = p11/p+1. V druhém vybéru bylo n;, hodnot X = 1 (aspéch) a
122 hodnot X = 2 (netspéch), celkem n., pozorovani. Pravdépodobnost tispéchu v 2. vybéru
je p1) = p12/p+2-

Znaceni zavedené v kapitole 7.1 miizeme snadno prevést na znaceni pouzivané nyni a na-
opak. Nase kontingen¢ni tabulka prepsana do znaceni z kapitoly 7.1 vypadé takto:

Z=1 Z=2 z
X=1 X X5 X1 +X
X=2|n-X3 m-X|n+m-X3-X
z n m n+m

Rozdil proti situaci v kapitole 7.1 spoc¢iva v tom, Ze tam byly oba vybéry nezavislé, zatimco
nyni uvazujeme jeden vybér z multinomického rozdéleni se ¢tyfmi moZznymi hodnotami.
Tehdy byly rozsahy obou vybért n, m pevné, nyni jsou to binomické ndhodné velic¢iny a
pouze celkovy pocet pozorovani N = n + m je pevny. Znovu jsme narazili na dvé rtizné
formulace dvouvybérového problému, podobné jako v kapitole 5 o dvouvybérovych testech
pro nomindlni data. Stejné jako tam, i tady je jedno, kterou formulaci pouzivime a jakym
zpusobem byla kontingencni tabulka vytvorena. VSechny studované metody plati pro obé
dvé formulace.

Kapitola 7.1 vysvétluje, jak porovnat riziko udalosti [X = 1] pro riizné hodnoty Z. Mtizeme
pouzit tfi zptisoby porovnani:

* rozdil pravdépodobnosti dx = pi1) — p12) odhadneme pomoci d Sl o1z

j nyp’
2 X 7 _ £ _ nmungo.,

* podil pravdépodobnosti rx = pi(1)/p12) odhadneme pomoci 7 = 7=

piyd-p12)

P12 (1=p11))

nékdy tika krizovy pomer).

* pomér sanci ox =

odhadneme pomoci 0 = ;L2 (proto se poméru Sanci

Metody pro testovani téchto parametri a konstrukci intervalii spolehlivosti jsou uvedeny
v kapitole 7.1.
Nédhodné velic¢iny X a Z jsou nezavislé, pravé kdyz pro kazdé j, k € {1, 2} plati

P[X = j, Z = k] = P[X = ]] P[Z = k] neboli Pjk = Pj+P+k
anebo ekvivalentné

P [X:j| 7 = k] =P[X =j] neboli Pik) = Pj+-

* Angl. cross ratio
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7 Dvouvybérové kategorialni problémy a kontingencni tabulky

JelikoZ pa(xy = 1 — p1(k), nezavislost plati pravé kdyz pi1) = pi(2), coz je ekvivalentni které-
mukoli ze vztaht
dX:(), T‘X:]., 0x=1.

Test na nulovost rozdilu rizik nebo jednotkovost relativniho rizika ¢i pomeéru $anci je v této
situaci zaroven testem nezdavislosti X a Z.

TESTOVANI NEZAVISLOSTI x> TESTEM

Jiny zptisob, jak otestovat nezdvislost X a Z poskytuje y? test dobré shody pro multino-
mické rozdéleni s odhadnutymi parametry zaloZeny na tvrzeni 6.8. Pokud plati hypotéza,
7e X a Z jsou nezavislé, pravdépodobnosti p = (p11, pi2, po1, P22) " specifikujici multino-
mické rozdéleni vektoru n jsou vlastné funkcemi pouze dvou parametrti p;+ a p;;. Mame
tedy p = p(0x), kde Ox = (p1+, p+1)T. Maximalné vérohodny odhad parametru 0x za hypo-
tézy nezdvislosti je 5,1 = (P1s» P+1)" = (m4/N, ny1/N)T, coz jsou empirické relativni ¢etnosti
jevl [X = 1] a [Z = 1]. Maximalné vérohodny odhad vektoru p za hypotézy nezavislosti jest

~  _ _ nun
p11(0y) = prep1 = 1;];1

~ - - nin
p12(0n) = Pra(1 = Pi) = Prabia = — 7

~ S Noyn
p21(0,) = (1 = p14)p+1 = Pa+P+1 = %

~ - _ . npn
p22(0n) = (1 = p1:)(1 = pi1) = P2+ Ps2 = 2;];2

Ocekdvané cetnosti v kontingencni tabulce za platnosti hypotézy jsou N pj (§n) = NpjsDsk =
njynyi/N. PoCet odhadovanych parametrti je d = 2.
Testova statistika je

2
2 2 (njk - —nj}',”k)
ED I e
X = Mj+ 14k
j=1 k=1 N

Za platnosti hypotézy nezavislosti ma asymptoticky rozdéleni Xi_ 41 kde d = 2, 1. X5

Hypotézu nezévislosti zamitneme, pokud x* > y{(1 - a). Zde kongi
predn. 25

7.2.2 KONTINGENCN{ TABULKY 2 X K (6.1)

N

Nyni roz3ifime zkoumanou situaci na pfipad J = 2 a K > 2. Kontingen¢ni tabulka obsahuje
2 X K Cetnosti:

Z=1 Z=2 Z=K| X
X=1 ni ni2 e nik ni+
X=2| ny N2 Nog | Nay
) Ny N2 nig N

Z=1 Z=2 Z=K| X
X=1| pn pi2 ... Pk | Pi+
X=2| pa P22 ... P2k | P2+
) P+1 p+2 i P+k N
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Toto je zobecnéni situace feSené v kapitole 7.1. MiiZzeme si ji predstavit i tak, Ze médme (po
sloupcich) K vybéra z binomického rozdéleni s potencidlné rliznymi pravdépodobnostmi
tspéchu pi1i/p+r nebo mame (po fadcich) dva vybéry z multinomického rozdéleni s poten-
cidlné riznymi vektory pravdépodobnosti

(P11/ P14 P12/ P1ss s PrkIP1) T @ (P21/Dass P22/ Doty - - s P2rc/P2s)

TESTOVANT NEZAVISLOSTI x> TESTEM

X a Z jsou nezavislé, praveé kdyZ pi1) = pi2) = ... = p1x)- To vyZaduje, aby pro kterékoli
dvé skupiny Z = k; a Z = k, byl rozdil rizik 0 nebo relativni riziko ¢i pomér Sanci 1. Zatimco
zobecnit testovani pomoci rozdili rizik, jednotkovosti relativniho rizika ¢i pomért Sanci na
tento pripad by vyZzadovalo dalsi praci, y? test nezavislosti Ize zobecnit snadno.

Pokud plati hypotéza, Ze X a Z jsou nezavislé ndhodné veliciny, pravdépodobnosti p =
(p11> P21s - - -» P1K> pgK)T specifikujici multinomické rozdéleni vektoru » jsou funkcemi p; . a
P+1, - - -» P+(k-1), celkem K parametri. Mame tedy p = p(0x), kde Ox = (p1+, p+1, - - -, p+(K_1))T.
Maximélné vérohodny odhad parametru x za hypotézy nezavislosti je roven margindlnim
empirickym cetnostem

0, = (P14 P+1s - - - ﬁ+(1<—1))T = (n14+/N, n41/N, ..., n+(K—1)/N)T-

Maximalné vérohodné odhady slozek vektoru p za hypotézy nezavislosti jsou

—~ njsn
—~ o~ j+T+k
pik(0n) = pjs Pk = Nz
j=L12k=1,...,K.Ocekdvané cetnosti v kontingencni tabulce za platnosti hypotézy jsou

ijk(en) = Nﬁj+ﬁ+k = nj+n+k/N.
Testova statistika je

2
Nj+Nyf
2 K (njk - ]T)
2 _
X = Z Z M+ Ik ‘
j=1 k=1 N
Za platnosti hypotézy nezavislosti mé asymptoticky rozdéleni x5, . ;. tj. x4_,. Hypotézu
nezavislosti zamitneme, pokud x* > x2 (1 - ).

Test nezavislosti zaroven testuje i hypotézu, ze K vybéri z binomického rozdéleni ma
stejné pravdépodobnosti ispéchu (jde tedy o K-vybérovy test na binomické rozdéleni) a hy-
potézu, ze dva vybéry z multinomického rozdéleni maji stejné vektory pravdépodobnosti
(jde tedy o dvouvybérovy test na multinomické rozdéleni).

7.2.3 KONTINGENCNI TABULKY J X K

Zobecnéni na situaci J > 2 a K > 2 je nyni snadné. Kontingen¢ni tabulka obsahuje J x K
cetnosti:

Z=1 ... Z=K | X
X=1 ni nk nit+
X =2 noy ok na+
X=] nmn nyjg nry
Z l’l+1 cen n+K N
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Z=1 ... Z=K >
X=1| pu ... px | P+
X=2] pa P2k | P2+
X=J| pn ... pix | P+
2 p+1 cee p+K 1

Muzeme si ji predstavit i tak, Ze mame (po sloupcich) K vybért z multinomického roz-
déleni Mult; s potencidlné riznymi vektory pravdépodobnosti nebo (po fadcich) J vybért
z multinomického rozdéleni Multx s potencidlné rliznymi vektory pravdépodobnosti.

TESTOVANI NEZAVISLOSTI x> TESTEM

Nezavislost X a Z plati, pravé kdyz p;1) = pje) = ... = pj) provsechna j = 1,..., J. To
vyzaduje, aby v kterékoli podtabulce 2 X 2 obsahujici hodnoty X = ji, j» a Z = ky, k2 byl
rozdil rizik 0 nebo relativni riziko ¢i pomér Sanci 1.

Pokud plati hypotéza, Ze X a Z jsou nezavislé ndhodné veli¢iny, pravdépodobnosti p =
(p11s---5 P ]K)T specifikujici multinomické rozdéleni vektoru n jsou funkcemid = J + K — 2
parametrt Ox = (P14s .. PU=1)+> P+ls - - -» p+(K_1))T. Maximalné vérohodny odhad para-
metru @x za hypotézy nezavislosti je

On = (ﬁl+’ ] ﬁ(]—l)+’ ﬁ+19 ceey ﬁ+(K—1))T = (n1+/N’ sy n(]—1)+/N9 n+1/N9 ceey n+(K—l)/N)T

Maximalné vérohodné odhady sloZek vektoru p za hypotézy nezavislosti vyjdou

—~ njsn
—~ o~ j+T+k
pik(0n) = pjs Pk = N

j=1...,],k=1,..., K. OCekdvané Cetnosti v kontingen¢ni tabulce za platnosti hypotézy

jsou opét Np;r(6,) = Nﬁj+ﬁ+k = njny/N.
Testova statistika y? testu nezavislosti méa tvar

Podle tvrzeni 6.8 m4 tato statistika za platnosti hypotézy nezavislosti asymptoticky x? roz-
déleni s poctem stupnti volnosti JK — (J + K —2) -1, tj. (J —1)(K — 1). Hypotézu nezavislosti
zamitneme, pokud y? > X%]—l)(K—l)(l - ).

Test nezavislosti zaroven testuje i hypotézu ze K vybéra z multinomického rozdéleni ma
stejné vektory pravdépodobnosti (jde tedy o K-vybérovy test na shodnost parametr K mul-
tinomickych rozdéleni).
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8 ANAIYZA ROZPTYLU

Dvouvybérové testy ovéiuji, jestli se dvé skupiny nezavislych pozorovéani lidi v néjaké cha-
rakteristice, nejcast€ji ve sttedni hodnoté. Jak ale porovnat stfedni hodnoty, je-1i skupin vice?
Pro kategoridlni data (binomické ¢i multinomické rozdéleni) jsme problém porovnani néko-
lika skupin resili v minulé kapitole. Nyni budeme studovat tento problém u kvantitativnich
ndhodnych velicin.

Maéame p > 2 nezdvislych ndhodnych vybért (skupin)

Yi1, ..., Y1, Z r0zdé€leni F,
Ya1, ..., Yau, Z10Zd€leni F,
a Ypi,....Ypn, 2 rozdéleni F,,.

Pozorovani oznacujeme Y;;, kde i je Cislo vybéru jdouci od 1 do p a j je index pozorovani

v rdmci daného vybéru béZici od 1 do n;, kde n; je rozsah i-tého vybéru. OznaCme N =
P _ T 1T —

2isphian=(m,...,np) .Platil;n = N.

8.1 ANALYZA ROZPTYLU — JEDNODUCHE TRIDENT{

Budeme predpokladat platnost modelu, ktery poZaduje, aby vS§echny vybéry mély normalni
rozdéleni s totoznym rozptylem. Jednotlivé skupiny se tedy mohou navzijem liSit pouze
stfedni hodnotou.
Model:

F ={F,=N(uyo?), i cRi=1...,p 0% >0)

Parametr u; oznacuje stfedni hodnotu i-té skupiny, tj. u; = EY;;. Budeme se zabyvat otdz-
kou, zdali vSechny skupiny maji stejnou stfedni hodnotu.

Testované parametry: Stfedni hodnoty u; = EY;;
Hypotéza a alternativa:

Ho:py=-=pp, Hy:3Ai#j:u#p;.
. | = df _ , . . o . .
Znaceni. NechtY;, = Z;’;l YijaYi = n; ! 271:1 Y;; jsou soucty a pruméry jednotlivych sku-

. Lo df Do = D RN
pin, necht Yy, = 37, 37, Vi je celkovy souceta Y., = N~' 37, 317, Vi; je celkovy priimér.

Vsimnaéte si, Ze Y, , je vdZeny primér skupinovych priimérii Y;, s vahami n;, t.

=
= ey NiYix
Yip = —/—.
P
i=1 1
Ozna¢me ddle pozorovéni ve skupinach Y; = (Yi, .. ., Yip, )I, i=1,...,p, viechna pozoro-

vaniY = (Y, ..., YPT)T a praméry skupin Y = (Y14, ..., V)"
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8 Analyza rozptylu

N4&s pristup bude zaloZen na nékolika druzich soucti ¢tvercti, které zavadi nésledujici de-
finice.

Definice 8.1 Soucty ¢tverct v analyze rozptylu

¢ SSc =37, Z;’LI(Y,- 7 — Y,4)? nazyvame celkovy soucet ctvercti.
df «p = = i L . .
* 884 = X;_, ni(Yir —Y44)” nazyvame soucet cCtvercii skupm*.
df . = .y s « . o
* 88, =3, 2;7’:1(1/,- i = Y;.)? nazyvame residudlni soucet Ctvercti'.

Véta 8.1 Plati
SSc = 85,4 + SS,.

Poznamka. SSc méii celkovou variabilitu dat. Tu mGzeme rozlozit na variabilitu mezi jed-
notlivymi skupinami vyjadtujici jejich vzdjemnou odlidnost (SS,) a variabilitu uvnitr jednot-
livych skupin SS,.

JelikoZ Y. je odhadem y; a Yoy je odhadem celkové stfedni hodnoty (za Hy), bude za plat-
nosti hypotézy SS, malé vzhledem k SS,. Pokud je SS, velké vzhledem k SS,, znameni to,
Ze se priméry jednotlivych skupin od sebe piilis 1isi a hypotézu o rovnosti stfednich hodnot
bychom méli zamitat.

Oznacme A; = [, — nlilf’l_z, C =diag (n) — ﬁn@’z,
15 g ... 0 A; 0 ... 0
W 0 A0 R 0
o o .. 1] 0 0 ... A,

Nésledujici lemma ukazuje, Ze SS4 a SS, 1ze prepsat jako kvadratické formy.

Lemma 8.2 Plati
() Y = diag (n) 'HY;
(i) IyA=0T,1)C=0T;
(iii) $S, =Y TAY = (Y —c1y)TA(Y - cly) pro libovolné ¢ € R;
(iv) $S4=Y CY = (Y - ¢1,)TC(Y - c1,) pro libovolné c € R a
V) SS4=YTBY = (Y —cly)"B(Y - cly) pro libovolné ¢ € R, kde
B = H"diag (n)~'Cdiag (n)"'H.

Zde konci
Véta 8.3 (rozdéleni souctt ¢tverci) Za platnosti modelu ¥ mame ’(]1 Ze;i:l =
o SSe 2 SSe 2
FNXN—p’ EN—p =0“.
(ii) Plati-li navic hypotéza H,, pak
So_izc ~Xy-1 E A}SS_CI =0’

" Angl. total sum of squares 1 Angl. between group sum of squares ¥ Angl. residual sum of squares, error sum
of squares
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8 Analyza rozptylu

(iii) Plati-li navic hypotéza Hy, pak

(iv) SS4 a SS, jsou nezavislé.

Poznamka.
* SS./(N — p) je vzdy nestrannym odhadem rozptylu o-? (bez ohledu na platnost hypo-
tézy nebo predpoklad normality).
* $S4/(p—1) je nestrannym odhadem rozptylu pouze za hypotézy (at uz je rozdéleni Y;;
normdlni nebo ne). Pokud hypotéza neplati, 1ze ukdzat pomoci lemmatu 1.5, Ze

p

SS, ) 1 0
E = + . P s
e ;:1 ni(pi = 1)

kdezz = N~! Zle n;u;. PoruSeni hypotézy se tedy projevi na SS, zvySenim jeho stfedni
hodnoty.

 Tato metoda se nazyva analyza rozptylu” kvili tomu, jakym zplisobem je sestavena
testova statistika. U¢elem analyzy rozptylu neni analyzovat rozptyl.

Testova statistika:

ssA/ SS,
p—-1IN-p

Hypotézu budeme zamitat pro prili$ velké hodnoty F,.

A:

Véta 8.4 Za platnosti modelu ¥ a hypotézy Hy plati F4 ~ F,_1 ny—p-

Kriticky obor:
Hy zamitneme & Fy > Fy 1 ny—p(1 — @)

kde F,_1 n_p(1 — ) je (1 — a)-ty kvantil F rozdéleni s p — 1 a N — p stupni volnosti.

Poznamka.

¢ Tento test se nazyva F test analyzy rozptylu. Je to presny test rovnosti sttednich hodnot
v p > 2 nezavislych vybérech. Vyzaduje normadlni rozdéleni a stejny rozptyl ve vSech
vybérech.

¢ Pokud rozdéleni dat neni normélni, ale rozptyly ve vSech skupindch jsou stejné, F test
analyzy rozptylu dodrzuje hladinu alespon asymptoticky.

¢ Pro pfipad nestejnych rozptyld navrhl zobecnéni testové statistiky a aproximaci jejiho
rozdéleni Welch. Jde vlastné o zobecnéni dvouvybérového Welchova testu na vice vy-
bért. Publikované simulac¢ni studie ukazuji, Ze poruseni predpokladu shodnych roz-
ptylt nemad zdsadni vliv na chovani F testu analyzy rozptylu, pokud je pocet pozoro-
vani ve vSech skupinach priblizné stejny.

P-hodnota: 1-F*(s), kde s je pozorovana hodnota testové statistiky a F* je distribu¢ni funkce
rozdéleni Fy_ n—p.

* Angl. analysis of variance, ANOVA
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8 Analyza rozptylu

Poznamka. Vysledky analyzy rozptylu se tradi¢né uvadeéji formou tabulky.

ZderJ‘ . VSouce'E Stupnu. Podil F
ménlivosti  ¢tvercli  volnosti
Skupina SSa p-1 % %/ I\S,‘Eep
Residudlni SS, N-p I\S,—fep
Celkovy SSc N-1
Tvrzeni 8.5 Pokud p = 2, pak plati
Fy=T;

kde F, je testova statistika analyzy rozptylu a T>

., J€ Ctverec testové statistiky dvouvybéro-
véto t-testu.

Pro porovnani dvou skupin je tedy analyza rozptylu ekvivalentni dvouvybérovému t-testu.

Analyza rozptylu se déle zobecriuje na vicendsobné tifidéni. Tato zobecnéni se probiraji
v pfedmétu Linearni regrese. Napf. dvojné tfidéni spociva v tom, Ze se pozorovani klasifikuji
do pg skupin podle dvou kategoridlnich veli¢in s p a ¢ hodnotami. Zajima nds, zdali néktera
z obou kategorialnich velicin ovliviiuje stfedni hodnotu pozorovéni.

8.2 MNOHONASOBNA POROVNAVANT

V analyze rozptylu porovnavdme mezi sebou stfedni hodnoty p skupin. Pokud F test analyzy
rozptylu zamitne hypotézu, Ze vS§echny skupiny maji stejnou stfedni hodnotu, pak usou-
dime, Ze alesporn nékteré skupiny se od sebe lisi ve stfednich hodnotach. Nevime ovSem,
kolik takovych odlidnych skupin je, ani které to jsou.

Kdybychom chtéli porovnat stfedni hodnoty pouze dvou skupin, tfeba skupin i a j, pou-
zili bychom dvouvybérovy t-test. Mohli bychom pak provést dvouvybérové testy pro vSech
p(p — 1)/2 moznych dvojic skupin a otestovat viechny hypotézy Hé’ : Wi = pj na hla-
diné «. Potom ale pravdépodobnost, Ze alespoii jednu hypotézu zamitneme za podminky,
Ze vSechny hypotézy plati, neni rovna «, ale je vétsi.

Problém soucasného testovani vice hypotéz se ve statistice casto nazyva problém mnoho-
ndsobnych porovndvdni” nebo mnohondsobného testovdni'. Tento problém lze pievést na
problém konstrukce nékolika intervalt spolehlivosti pro rtizné parametry tak, aby pravdeé-
podobnost, Ze vsechny intervaly pokryvaji hledané parametry byla 1 — «. Pak hovotime o si-
multdnnich intervalech spolehlivosti*.

V této kapitole si uvedeme nejprve jeden obecny pfistup k tomuto problému a pak speci-
4lni metodu pro porovnavani stfednich hodnot nékolika nezavislych vybéra.

8.2.1 BONFERRONIHO METODA

Pfedstavme si obecny problém mnohondsobného testovani: mame m hypotéz H, .. ., Hy",
které chceme otestovat. Hypotéza H; bude testovana testem s testovou statistikou 7; a kritic-

kym oborem C; zvolenym tak, aby kazdy test mél hladinu «y. Pro kazdé i € {1, ..., m} tedy

* Angl. multiple comparisons 1 Angl. multiple testing * Angl. simultaneous confidence intervals
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8 Analyza rozptylu

plati
PH(;'[T,' € Gl = ayp.

Celkové pravdépodobnost zamitnuti alespon jedné hypotézy za predpokladu, Ze viechny
plati, je
P (U [T; € Ci) = ac.
Pochopitelné a je vétsi nez ay, Casto vyrazné.
Mame danou celkovou hladinu « a chceme zarucit, Ze a¢ < «. K tomu pouZijeme nésle-
dujici lemma.

Lemma 8.6 (Booleova nerovnost) Pro jakékoli ndhodné jevy Ay, ..., A, plati

P(O A,‘) < Zn: P(A;).
i=1 i=1

Booleova nerovnost je trividlni pro n = 2, pro vyssi n se snadno dokdze matematickou
indukci.
Mame tedy
ac = PﬂHé (U:Zl[Tl € Cl]) < may.

Zvolime-li oy = a/m, pak musi platit ¢ < @. Chceme-li tedy provést m testa tak, aby cel-
kova hladina vSech testi (pravdépodobnost zamitnuti alespoii jedné hypotézy za podminky,
Ze vSechny plati) byla nejvyse «, provedeme jednotlivé dil¢i testy na hladiné «/m. Podobné,
chceme-li sestrojit m interval spolehlivosti tak, aby pravdépodobnost, Ze vSechny intervaly
pokryji hledané parametry, byla alesponi 1 — «, staci stanovit pravdépodobnost pokryti jed-
notlivych dil¢ich intervalti na 1 — a/m. Tento pristup k mnohondsobnému testovani a kon-
strukci simultannich intervalti spolehlivosti se nazyvéa Bonferroniho metoda’ .

Vyhodou Bonferroniho metody je jeji jednoduchopst a universalita. Jeji nevyhodou je, Ze
Gprava hladiny @ na «/m je témér vzdy prili§ pfisnd. Bonferroniho metoda tedy dava testy
s malou silou a zbytec¢né §iroké intervaly spolehlivosti.

Aplikace Bonferroniho metody na mnohondsobné porovnavani v analyze rozptylu vypada
takto: provedeme p(p — 1)/2 dvouvybérovych t-testti pro vS§echny mozné dvojice skupin a
otestujeme vSechny hypotézy H(;] : u; = pj na hladiné 2a/[p(p — 1)]. Pokud je néktera
z téchto hypotéz zamitnuta, prohldsime stfedni hodnoty danych dvou skupin za vyznamné
odli$né na celkové hladiné a.

Maéame-li naptiklad @ = 0.05 a p = 6 skupin, provadime 15 testli rovnosti sttednich hodnot
pro 15 dvojic riznych skupin na hladiné 0.05/15 = 0, 0033. To je natolik nizkéd hladina, ze
miuiZe byt obtizné najit kterékoli dvé odlisné skupiny, prestoze F test analyzy rozptylu zamita
hypotézu, Ze vSechny stfedni hodnoty jsou stejné.

8.2.2 TUKEYOVA METODA

Pozn.: Tato ¢ast nebyla v roce 2016/17 pfednéSena.

Mé&jme nezavislé ndhodné veli¢iny Z; ~ N(u, 0?) proi = 1,..., m. Necht $? je odhad
rozptylu o? takovy, Ze S? je nezavislé na 71, . . ., Z,, a pro né&jaké pfirozené k plati kS?/o? ~
2
X

* Angl. Bonferroni correction
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8 Analyza rozptylu

Definujme tak fecené studentisované rozpéti jako

_ MmaX;=y . mZi —MiNi=y  m Zi

Q= S

Lze ukézat, Ze ndhodna veli¢ina Q mé rozdéleni zavisejici pouze na hodnotdch m a k. Oznac-
me kvantilovou funkci tohoto rozdéleni g, (). (Vzorce pro hustotu a kvantilovou funkci
studentisovaného rozpéti nebudeme uvadeét.)’

Studentizovaného rozpéti lze pouzit k sestrojeni simultdnnich intervalt spolehlivosti pro
rozdily stfednich hodnot. Tento postup se nazyva Tukeyova metoda.*

Véta 8.7 (Tukeyova) Necht 7, ..., Z,, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim Z; ~
N(u;, 0?). Necht S? je odhad rozptylu o takovy, Ze S? je nezavislé na 71, . . ., Z,, a pro né&jaké
piirozené k plati kS*/o? ~ x?. Pak

PlZi =2 = Sami(1 =) < i = < Zi = Zj + Sqmi(1—) Yizje(l,....m}]=1-c.

Tukeyovu vétu Ize snadno pouzit i na testovani hypotéz. Hypotézu Héj Wi = uj zamit-
neme, pokud |Z,- - Zj| > Sqm (1 — a). Hypotézu Hy : u; = ... = u, zamitneme na celkové
hladiné «, pokud pro alesporn jednu dvojici i # j plati |Z,- - Zj| > Sqm(1 — ).

Tukeyovu vétu mGizeme piimo aplikovat na mnohonédsobné porovnéavani v analyze roz-
ptylu, pokud rozsah vybéru vSech skupin je totozny, tj. n; = - - - = n, = n. Pak totiz Yie, ..., 7p+
jsou nezavislé nahodné veliiny s rozdélenim Y;, ~ N(u;, 0?/n). Za S?, odhad o?/n vez-
meme SS./[n(N — p)]. Mdme k = N — p. Hypotézu H’ : u; = u; zamitneme, pokud

- ss, [
Vi - Y| > N5\ pirn-rd-a). 8.1)

Pokud rozsahy vSech vybért nejsou stejné, nemtizeme Tukeyovu vétu pfimo pouZit, protoze

nejsou splnény jeji pfedpoklady. Lze ale dokézat, Ze pokud vyraz \/% v (8.1) nahradime vyra-

1 1 5 % : ¢ X 4 - 4 ij %
zem /ﬂ + 20 celkovd pravdépodobnost zamitnuti nékteré z platnych hypotéz H,” nepre-
kro¢i a. Tukeyova metoda tedy po této Gpravé stéle funguje, pouze se stdva ponékud kon-
servativni.

8.3 KRUSKALUV-WALLISUV TEST

Pozn.: Tato ¢ast nebyla v roce 2016/17 pfednéSena.

Kruskaliiv-Wallistiv test je zobecnénim dvouvybérového Wilcoxonova testu na porovnani
p > 2 vybért. I nadéle pouzivime znaceni zavedené na zacatku kapitoly Analyza rozptylu.

Model: ¥ = {F; je spojitd d.f. takovd, Ze F;(x) = F(x — §;) ¥x € R}

* Angl. studentized range 1 Studentisované rozpéti se nékdy definuje jako Q/v2. Na to je tieba davat pozor pii
pouZzivani tabelovanych nebo softwarem vypoctenych hodnot g, r(a). Pro kontrolu mtiZeme porovnat rozdé-
leni Q pii m = 2 s rozdélenim |T|, kde T ~ f. Pro nasi definici jsou tato dvé rozdéleni totozna. ¥ Angl. Tukey
method, Tukey's range test, Tukey’s HSD (honest significant difference) test.
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8 Analyza rozptylu

Jde o p spojitych rozdéleni navzdjem posunutych v poloze. Bez Gjmy na obecnosti mu-
Zeme poloZit 6; = 0.

Hypotéza a alternativa:
H0151="'=5p=0, Hy:3di:6; #0.

Poznamka. Pokud plati model 7 a hypotéza Hy, rozdéleni ve v§ech skupindch jsou totozna.
Potom plati mezi p skupinami rovnost veSkerych charakteristik. Nejsou-li rozptyly ve vSech
skupinéch totozné, model ¥ nemiize platit.

Testova statistika:

Lze ukézat, Ze testova statistika dvouvybérového Wilcoxonova testu je ekvivalentni citateli
testové statistiky dvouvybérového t testu (tj. rozdilu primeéra), pokud do ni misto ptvod-
nich pozorovani dosadime jejich poradi. Se stejnou logikou miZeme pouZit Citatel testové
statistiky F testu analyzy rozptylu (tj. SS4), do néjz dosadime poradi namisto ptvodnich po-
Zorovani.

Necht R;; je pofadi pozorovani Y;; ve spojeném vybéru vy, . . ., Yon,- Polozme R;; = ZJ’.ZI R;j
a Ry, = n;'Ry,. Celkovy primér viech pofadije R., = N™' 3.7 ZJ’.ZI R;j = (N + 1)/2. Dosa-
zenim do vzorce pro SS, dostaneme

p p
Zni(E+—N;_1)2:Znii(RH_—niN;_l)Z:

i=1 i=1

2(N+1)2) :Zp:R_,-ZJr_N(N+1)2

i=
P
1
= —(R?. = Riyn;(N + 1) + n?
izz;ni( i+ 1+ l( ) i 4 n; 4

i=1
Tento vyraz podélime N(N + 1)/12 a tim dostaneme testovou statistiku Q Kruskalova-
Wallisova testu:

12 R
=— = N _3(N+1).
Q N(N+1); n; ( )

Tvrzeni 8.8 (Hajek & Sidak, 1967) Plati-li model ¥ a hypotéza H, a viechna n; konverguji
do oo stejné rychle, pak

)
Q — Xp—l'
Statistika Q/(p — 1) ma tedy za platnosti hypotézy stejné asymptotické rozdéleni jako Fj.
Hypotézu budeme zamitat pro pfili$ velké hodnoty Q.

Kriticky obor:
Hy zamitneme & Q > X?,_l(l —a).

Poznamka. Neplati-li model posunuti v poloze, Kruskaltiv-Wallistiv test ovéfuje hypotézy
H, @ pry, < Yj)] = 1/2 pro vSechna i # j (viz diskuse dvouvybérového Wilcoxonova testu
na str. 69). Tuto hypotézu nelze interpretovat jako rovnost stfednich hodnot nebo medidnt.
Limitni rozdéleni testové statistiky Q navic plati pouze za pfedpokladu posunuti v poloze,
pfi poruseni tohoto predpokladu nejsou kritické hodnoty spravné. Nejsme-li si jisti platnosti
modelu posunuti v poloze, Kruskaltiv-Wallistiv test radéji nepouZzivame.
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9 KORELACNI ANAILYZA

Pozn.: Tato kapitola nebyla v roce 2016/17 pfednéSena.

(k- ()

dvouslozkovych ndhodnych vektort, kde obé velic¢iny jsou spojité a n > 3.

UvaZujme ndhodny vybér

9.1 VYBEROVY KORELACNI KOEFICIENT

Chceme otestovat korelaci mezi obéma slozkami, pfipadné sestrojit interval spolehlivosti
pro korelacni koeficient definovany jako

cov (Xj, ;)
Vvar X; varY; '

Jeho konsistentnim odhadem je vybérovy korelac¢ni koeficient

0=0X,Y) =

SXY ?zl(Xi - Yn)(Yl - 17n) _ ?:1 XiYi - nY,yn

SxSy = —— — —
or \/Z?:I(Xi = X)? Xin (Vi =Y n)? \/( rXF - nXi)( rLYE - nYi)

G = ©.1)

zavedeny v definici 2.8.
Ukéazeme si nejprve bez dtikazu rozdéleni korelac¢niho koeficientu za predpokladu norma-
lity a nezavislosti.

Tvrzeni 9.1 Necht (iff), i =1,..., njendhodny vybér z dvourozmérného normalniho roz-
déleni s kladnymi rozptyly a nulovou korelaci mezi slozkami. Pak plati

T=Vn-2—2 <1,
N

Tohoto tvrzeni miizeme pouZit pro otestovani hypotézy Hy : o = 0 proti alternativé H; :
o # 0 za prfedpokladu normality. Hypotézu Hy zamitneme, pokud |T| > #,-2(1 — @/2). Tento
test ma presné hladinu «.

Tvrzeni 9.1 v8ak nelze rozsifit na testovani hypotéz Hy : o = 09, kde oy # 0. Nelze z néj
také sestrojit interval spolehlivosti. Navic pfedpoklad normality je zdsadni, nemtlizeme jej
ignorovat ani pro velmi velka n.

Jinou metodu zaloZenou na transformaci funkci

1+x

1
tghx = = 1
arctghx = 2 log T—

navrhl R. A. Fisher. Rik4 se ji Fisherova Z-transformace. Fisher ukdzal platnost néasledujiciho
tvrzeni.
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Tvrzeni 9.2 Necht ();’), i =1,..., njendhodny vybér z dvourozmérného normélniho roz-
déleni s korela¢nim koeficientem p. Pak pro vybérovy korela¢ni koeficient o plati

Vn — 3(arctgh ¢ — arctgh ) >, N(0, 1).

Chceme-li otestovat hypotézu Hy : o = g proti alternativé H; : o # 0g, Spocitdme testovou
statistiku
Z = Vn — 3(arctgh o — arctgh o)

a Hy zamitneme na hladiné «, pokud |Z,| > u;_,/2. Priblizny interval spolehlivosti pro o
ziskdme z intervalu spolehlivosti pro arctgh o zpétnou transformaci pomoci funkce tgh x =
exp(2x)—1 .

exp (2071 Dostaneme interval

(tgh (arctgh 0 — u1_4/2/Vn — 3), tgh (arctgh 0 + u1_4/2/Vn — 3)).

I Fisherova Z-transformace spoléha na normalitu, pro jind rozdéleni tvrzeni 9.2 neplati. Po-
kud data nejsou normalni, lze vytvofit asymptotické testy a intervaly spolehlivosti napt. me-
todou bootstrap, s niz se budete moci sezndmit v pfedmétu ,Moderni statistické metody*“.

9.2 SPEARMANUV KORELACNI KOEFICIENT

Spearmantv korelacni koeficient vychdazi z vyrazu (9.1), ale dosazuje do néj poradi namisto
pavodnich pozorovani. Oznac¢me R; potfadi pozorovdni X; v ndhodném vybéru Xj, ..., X, a
oznacme S; pofadi pozorovéani ¥; v ndhodném vybéru Yy, ..., Y,. Pokud X; je nezévislé na Y;
pro kazdé i, pak by nemély byt zavislosti ani mezi pofadimi R; a S;.

Spearmantiv korelac¢ni koeficient dostaneme dosazenim R; misto X; a S; misto ¥; v (9.1):

Z?:l R;S; - nﬁngn

\/( ?:1Rz2_n§i)( ?:151‘2_”§i)

S pouzitim vztah@i R, = S, = (n+1)/2, Y/, R? = 31| 82 = n(n+1)(2n+1)/6a ¥, (R;— ;)% =

S R%+ 3, 8%+ 23 R;S; piepiSeme g5 v jednodussim tvaru.

—~

Os =

Definice 9.1 Necht ();’), i =1,...,n, je ndhodny vybér ze spojitého dvourozmérného roz-
déleni, R; je pofadi pozorovani X; v ndhodném vybéru Xj, ..., X,, a S; je pofadi pozorovani
Y; vndhodném vybéru Yy, . . ., ¥;,. Ndhodnou veli¢inu

6 n
O« =-1-— E R: — S; 2

nazyvame Spearmantiv korelacni koeficient” velicin X a Y.

Spearmantiv korelacni koeficient rozhodné neni odhadem teoretického korelacniho koefi-
cientu o. Z definice 9.1 vidime, Ze Spearmantiv korela¢ni koeficient nabyv4 hodnoty 1 tehdy
a jen tehdy, pokud R; = S; pro kazdé i. Poradi X; a ¥; jsou si rovna, pravé kdyz existuje ostie

* Angl. Spearman correlation coefficient
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rostouci funkce h takovd, ze X; = h(Y;) pro kazdé i. Spearmantiv korela¢ni koeficient ma
tedy hodnotu jedna, pravé kdyZ X; je ostie rostouci transformaci Y;, zatimco vybérovy ko-
relacni koeficient ¢ nabyvéa hodnoty jedna, pravé kdyz X; je rostouci linearni transformaci
Y;. Naopak, Spearmantiv korela¢ni koeficient nabyvé své minimalni hodnoty —1, praveé kdyz
R; = n+1-§;, tj. kdyz existuje ostre klesajici funkce & takova, ze X; = h(Y;) pro kazdé i.

Lze ukazat, Ze jsou-li X; a Y; nezavislé pro kazdé i, pak

—~ —~ 1
Eos=0 a varps=——.
n-1

Za nezavislosti tedy os konverguje v pravdépodobnosti k nule. Dokonce lze ukdzat, Ze za
nezdvislosti plati

Vi =155 =5 N(O, 1).

Toho lze vyuzit ke konstrukci testu hypotézy nezavislosti mezi X; a Y;. Hypotézu zamitneme,
pokud Vn — 1|0s| > u1-q/2. Test je asymptoticky a nepfedpokldda normalitu. Neni v3ak cit-
livy vi¢i nékterym alternativdm, napftiklad pro X; € (-1, 1) nebude konsistentni viici alter-
nativim Y; = Xiz.

Pozn.: Terminy uvedené kurzivou nebyly v roce 2016/17 pfednéseny.
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