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Uvod

Riemannova geometrie zavedenim metriky umoznuje pocitat na hladkych vari-
etach délky, thly ¢i napriklad kiivost. Mezi nejjednodussi hladké variety mtzeme
povazovat ty s konstantni kiivosti, proto, chtéli bychom-li se seznamit s Rieman-
novou geometrii, je vhodné témto varietdm porozumét, coz bylo cilem pravé ¢tené
bakalarské préace.

V této praci smérujeme k diikazu lokalni verze Killingovy—Hopfovy véty, ktera
dokazuje existenci lokalnich izometrii mezi varietami se stejnou konstantni kii-
vosti. Jeji globalni verze, dokdzana Killingem pro konstatni nulovou a pozitivni
sekciondlni kiivost a Hopfem obecné dokonce tika, Ze neexistuji az na izometrii
jiné jednoduse souvislé Riemannovy variety dimenze n nez H",S™ a R™. Dana
globalni véta by vsak znacné presahovala ramec této prace.

Nez vsak budeme moci pristoupit k dikazu jeji lokalni varianty, bude tieba
vénovat pozornost poznatkim ve dvou kapitolach.

V prvni nejprve zavedeme Riemannovu metriku a fakt, ze ne vSechny metriky
musi existovat na hladkych varietach, ilustrujeme na neexistenci Lorentzovy me-
triky na sféie S2. Poté se budeme vénovat existenci a jednozna¢nosti Riemannovy
konexe a pres paralelni prenos zavedeme exponencialni zobrazeni.

V druhé kapitole nejdrive rozsifime poznatky o kiivosti a uvedeme priklady
variet s konstantni kiivosti a to rovnou —1,0 a 1. Déle definujeme Jakobiho pole
davajici v souvislost geodetické kiivky a kiivost, abychom posléze presli k dikazu
lokalni Killingovy—Hopfovy véty.

Zdrojem k této praci byla predevsim monografie do Carma [do Carmo, [1993].



1. Zakladni pojmy
V textu uvazujme hladkost jakozto diferencovatelnost tiidy C'*.

1.1 Riemannova metrika

Definice 1 (Riemannova metrika). Necht M je hladkd varieta. Riemannovou
metrikou pak nazyvame hladké tenzorové pole g typu (0,2), takové Ze pro kazdé
m € M je g(m) symetrickd a pozitivné definitni bilinedrni forma.

Definice 2 (Riemannova varieta). Hladkou varietu M spolu s Riemannovou me-
trikou g nazgvdme Riemannova varieta a znacime (M, g).

Pro dvé linearni formy « a 8 nad vektorovym prostorem V., pokud napiseme
af, tak budeme rozumeét symetrickou bilinearni formu

(@B)(X.Y) = S(a(X)B(Y) +a(Y)B(X))

kde X,Y jsou vektory z V. Obdobné budeme rozumét prislusnou symetrickou
bilinearni diferencialni formu.
Véta 1. Méjme Riemannovu varietu (M,g). A necht (U,(p = (z!,... ,a;”)) je

obor lokdlnich souradnic. Pak miuZeme g na U wvyjddrit vzorcem

g= Z gmdr®dz!, (1.1)

k=1

kde g = g( 52 2

Diikaz. Diky bilinearité formy g staci ovérit rovnost na dvojicich souradnicovych
definovanych na oboru lokélnich soutadnic (U, ).

aw

( z": gkzdxkda:l) <8ami’ aij) —

k=1

=3l 3 (o )+ e (o ()|

n 1
[ > gkz5k5l + > gkl(sffsf] = i(gij + gji)-

k=1 k=1

Jelikoz forma g je symetricka, tak g;; = g;i, a tedy dostavame

S ko[ 9 0 _
(ngzdx dx)<8xi’0a:j = Yij>

k=1

¢imz je rovnost (1.1]) dokézana. O

Nad R"™ lze zkonstruovat specialni pripad Riemannovy metriky, tvz. Fuklei-
dovu metriku gpye, definovanou vztahem ((9puc)(m)),; = o, m € R™, jenz je
vyjadren vici standardnim soutradnicim na R™.
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Definice 3 (Indukovand metrika). Necht ® : M — (N, gn) je hladké vloZeni
variety M do variety N. Pak indukovanou metriku ®*gyn definujme vztahem,
(P*gn)(X,Y) = gn(P.X, DY), kde X a Y jsou odpovidajici vektorovd pole na
M.

Jelikoz @ je difeomorfismus (na svij obraz), tak (®.),, je invertibilni na
To@m)®(M) pro kazdy bod m na M a ®*gy je pak pozitivné definitni. Tedy
se stale jedna o Riemannovu metriku.

Nyni budeme chtit ukazat, ze na kazdé hladké varieté existuje alespon jedna
Riemannova metrika. To ukazeme pomoci rozkladu jednotky. Nejprve je vsak
tfeba zavést nésledujici pojmy. Necht M je topologicky prostor. Rekneme, Ze
systém mnozin {U, }aca je otevriené pokryti M, pokud U, jsou oteviené mnoziny
a UpealUs = M. Dale systém {Up} gep podmnozin M nazveme lokdlné konecnym,
pokud pro kazdy bod m € M existuje jeho okoli V' tak, ze V N Uz # 0 jen pro
kone¢né mnoho indexti 3. Rekneme, Ze soubor {f,}aca hladkych nezdpornych
funkei na M je rozkladem jednotky, pokud je systém {supp fa }aca lokélné koneény
a Y aea fa(m) = 1prokazdé m € M. Konecné rozklad jednotky { fs}scp nazveme
podrizengm pokryti {U, }aca, pokud pro kazdé 5 € B existuje a € A takové, ze
suppfs C U,.

Véta 2 (O existenci rozkladu jednotky). Pro kaZdé otevrené pokryti hladké vari-
ety existuje jemu podrizeny rozklad jednotky.

Diikaz. [Lee, 2002, str. 54] O

Véta 3 (O existenci Riemannovy metriky). Na kaZdé hladké varieté M existuje
alespon jedna Riemannova metrika g.

Diikaz. Necht A = {(Ua, ¢a)}aca je hladky atlas na hladké varieté M s di-
menzi rovnou n takovy, ze ¢,(U,) = V, C R™ pro @ € A. Dle Véty [2| mi-
zeme uvazovat rozklad jednotky {fs}sep podiizeny atlasu A. Tudiz pro kazdé
8 1ze zvolit mnozinu Uyg) tak, ze v Uy g lezi nosi¢ fz, kde o) € A. Protoze
Va(p) © Uagy = Vop) je difeomorfizmus, tak lze na U, g) zkonstruovat induko-
vanou metriku g = (Pa(s)) ((9Euc)s), kde (gpuc)p je z0zeni gpy,. na mnozinu
Va@):

Méjme nyni soucet g = > 5cp 595, kde fz jsou nezaporné funkce takove, Ze
> pen fs = 1. Zaroven vime, Ze pro kazdy bod m € M je pouze konecné mnoho
fs(m) > 0. Oznacime-li tuto mnozinu indextu 3 jako I(m), pak diky Véte [2] je
I(m) neprazdnd. Protoze pro kazdé 5 € I(m) lezi m v nosiéi fz, tak mame defino-
vany skaldrni soucin (gg),,. Proto i linedrni kombinace g, = > ge1(m) f3(m)(98)m
je skalarnim soucinem. Symetrii ziejmé g, také spliuje. Celkem g = > 5.5 f393
je dobte definované hladké tenzorové pole na M. Tim jsme sestrojili Riemannovu
metriku g. O



Lorentzova metrika na sfére S?

Pokud bychom na hladké varieté v kazdém bodé uvazovali nejen pozitivné
definitni bilinearni formy, ale i indefinitni regularni a pevné signatury, ziskali
bychom tvz. pseudo—Riemannovu varietu. Ta na rozdil od Riemannovy nemusi
existovat na vsech hladkych varietach. Prikladem mtize byt tvz. Lorentzova met-
rika na sféfe S?. Jde o pseudo-Riemannovu metriku, jiz uréend bilinedrni forma je
regularni, a kterd ma bez jednoho zaporného pouze kladna vlastni ¢isla. K dikazu
neexistence vyuzijme nasledujici znamé véty.

Véta 4 (O jezkovi). Pro kaZdé n € N na S C R*™ ! neexistuje spojité vsude
nenulové vektorové pole.

Diikaz. [Burns a Gideal, 2005| str. 77] O

M¢éjme Riemannovu metriku ¢, p¥islusnou Lorentzovu metriku h na S? a pro
kazdé m € S? hladké zobrazeni A,, : T,,S* — T,,S? definované vztahem:

g (A XY) = hy,(X)Y),
kde XY € T,,S?. Viimnéme si, Ze zobrazeni A,, je samosdruzené, jelikoZ
g (X,ARY) = g (AnY,X) = hy (V. X) = hpn(X)Y) = g (A XY).
Necht {(Uy, o) }aca je hladky atlas na S2. Pro kazdou mapu (U,, p,) ob-

drzime hladka soutadnicova pole, jejichz Gramovou—-Schmidtovou ortogonalizaci
ziskdme hladka ortonormélni vektorova pole Y%, Y5*. Potom matice A linedrniho
zobrazeni A,, je pro vsechna m € U, symetrickd, vyjadrime-li ji vii¢i ortonormalni
bazi {(Y\*)m, (Y3")m }. Proto existuje hladké zobrazeni A : U, — Sym(2, 2; R) pfi-
razujici kazdému m € U, matici A zobrazeni A,,. Zaroven jeji vlastni ¢isla jsou
realnd a mizeme pro ni v kazdém bodé m najit rozklad na vlastni podprostory,
které odpovidaji zapornému a kladnému ¢islu.

Nejprve ukazeme, ze zaporné vlastni c¢islo A je na U, hladkou funkci A,,. To
staci dokdzat pro A v Sym(2,2; R). Uvazujme nyni funkei f : R x Sym(2,2;R) —
R definovanou predpisem

f<5\, a1, o1, A12, a22> = det(fl — 5\E2) = 5\2 - S\TI'A + detfl,
kde aq1, as1, a2, ass jsou odpovidajici hladké koeficienty A. Stag ukézat, ze pro
kazdé Ay € Sym(2,2;R) existuje vlastni ¢islo A\g € R takové, ze f(Ag, Ag) = 0
0 A
a 6§(>\0’ Ap) # 0. Pak dle véty o implicitni funkei existuje hladkd funkce ¢ na
okoli Ay, takova 7e \ = w(flo) na Sym(2,2;R). Postupujme sporem. Predpoklé-
dejme, zZe existuje takové vlastni ¢islo \*, aby platila rovnost 5()\*,—) =0. Po

zderivovani f (podle A) dostaneme podminku
1 .
S vyuzitim toho, ze A\* je vlastni ¢islo, ziskame
1 ~ 2 1 N A A
0= <2T1"A> — <2T1"A>T1"A + detA,
0= (TrA)? — 4detA.
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Zaroven z indefitnosti a regularity matice A vime, 7e souéin jejich vlastnich
c¢isel je zaporny. Pokud budeme chapat vztah f = 0 jako kvadratickou rovnici
v proménné \*, tak ziskdme spor nasledovné. Z vyse uvedeného vypoctu vime, ze
dané rovnice ma nulovy diskriminant, tedy ma dvojnasobny koten, jehoz druha
mocnina nemiuze byt vsak zaporna. Tak je A podle véty o implicitni funkci hladkou
funkef na Sym(2,2; R). Tudiz A je na S? hladkou funke.

Avsak dokazani hladkosti vlastniho vektoru neni snadné. Chtéli bychom-li
naptiklad explicitné vyjadrit vlastni vektor vlastniho ¢isla —1 jako prvek jedno-

dimenziondlniho jadra matice (A,, — Es), tak pro A,, = (é _01 musime k jeho
. : .y PRV -1 0) ., , :
urceni zvolit prvni tadek, le¢ v pripadé A,, = 0 1 radek druhy. Odvolejme

se na [Kato|, 1982, str. 140], kde pouzijeme Vétu o spojitosti vlastniho vektoru
na prosotu symetrickych matic. Tim jsme tedy ziskali hladké vektorové pole, jez
je vsude nenulové, coz je vSak spor s Vétou o jezkovi. Tedy na S? neexistuje
Lorentzova metrika.

Poznamenejme na zavér, ze vlastni ¢islo jsme nakonec pro tvahu nepotiebo-
vali, nicméné dikaz jeho hladkosti neni slozity (opird se jen o Vétu o inverzni
funkci) a ilustruje problém, ktery se v dikazech neexistence Lorentzovy metriky
na sféfe casto chybné poklada za zfejmy.

Definice 4 (Izometrie). UvaZujme Riemannovy variety (M,g) a (M., §). Pak
difeomorfizmus F : M — M nazveme izometrii, pokud pro kaZdy bod m € M
a kazZdé dva vektory u,v € T,,M plati

gm(U, ’LU) - gF(m)((dF)mU7 (dF)m’LU)

Linearni izomorfizmus L : (V,B) — (V,B) mezi vektorovymi prostory se
skalarnimi souciny nazveme izometrii, plati-li po kazdé vektory v,w € V, zZe
B(v,w) = B(L(v), L(w)). Zérovei je ziejmé, ze kazda tato izometrie je ortogo-
nalnim zobrazenim.

1.2 Afinni konexe

Definice 5 (Afinni konexe). Necht M je hladkd varieta. Afinni konexi pak na-
zveme zobrazeni V, které usporadané dvojici hladkych vektorovych poli X a'Y na
M priradi hladké vektorové pole VxY a jez splnuje ndsledujici podminky

(A1) V je bilinedrni,
(A2) VixY = f(VxY), kde f je libovolnd hladkd funkce na M,
(A3) VxfY = (XY + f(VxY), kde f je libovolnd hladkd funkce na M.

Uvazujeme-li hladka vektorova pole X,Y jako v predchozi definici, pak dle
[Lee, (1997, str. 50] zavisi (VxY)(m) pro kazdé m € M pouze na hodnoté X
v bodé m a na hodnoté Y na néjakém okoli bodu m.

Méme-li na hladké varieté M obor lokalnich soufadnic (U, o= (a!,... ,x")),

o v 41 % ; . . , . A, b
pak na U mtuzeme lokdlné pomoci souradnicovych vektorovych poli (@, e @)



jednoznacné vyjadrit kazdé (hladké) vektorové pole. Predpokladejme, ze na M je
dana afinni konexe V. Nyni definujme Christoffelovy symboly (Ffj) jako ty jediné
hladké funkce na U splnujici

0 s 0

Vo =3TF "
5 01 A= U O

Na R"[u', ..., u"] zavedeme jednoduchy piiklad afinni konexe tzv. Fukleidovu
konezi, jako zobrazeni D mnoziny X(R") x X(R") do X(R"), definované

0
out’

DxY = znj X(Y)

i=1

kde X, Y e X(R") aY =31 8u2'

Nyni ovérime, ze jde doopravdy o afinni konexi. (A1) zfejmé plati. Ovérme
nyni (A2) a (A3) pak plyne analogicky. Uvazujme hladkou funkci f na R™ a po-
¢itejme

a (9
DixY => (fX) YZ — = fDxY.
FX Z f 8u1 ; i fDx

=1

Definice 6 (Torze a kiivost). Na hladké varieté M s afinni konexi V definujme
torzi jako zobrazeni T' mnoziny X(M) x X(M) do X(M) splriugici

T(X,Y)=VyY - VyX — [X,Y]

pro libovolnd hladkd vektorovd pole XY na M.
Jako kiivost oznacme zobrazeni R mnoziny X(M) x X(M) x X(M) do X(M)
splnugict
R(X,Y)Z =VxVyZ —-VyVxZ —Vxy|Z
pro libovolnd hladkd vektorovd pole X,Y, Z na M.

Definice 7 (Riemannova konexe). Afinni konexi V na Riemannové varieté (M, g)
nazveme Riemannovou konexi, pokud ma nulovou torzi a splnuje rovnost

Xg(Y,Z) = g(VxY, Z) +g(Y,VxZ) (1.2)
pro libovolné hladké pole X,Y, Z na M.

Véta 5 (Zékladni véta Riemannovy geometrie). Na kazZdé Riemannové varieté
(M, g) existuje pravé jedna Riemannova konexe V.

Diikaz. Uvazujme pole X, Y, Z € X(M). Pomoci jejich cyklické zamény a definice
Riemannovy variety uvazujme nésledujici tfi rovnice

Xg(Y,2) = g(VxY, Z) + g(Y,Vx2), (1.3a)
Yg(Z,X)=9g(VyZ,X)+ g(Z,Vy X), (1.3b)
Zg(X,Y)=9g(VzX,Y)+ g(X,VzY). (1.3¢)

Dokazme nejprve jednoznacnost Riemannovy konexe. Predpoklddejme tedy,

ze na M tedy existuje Riemannova konexe V. Pomoci rovnic ([L3al), (L30) a (T3d)
vytvoime rovnici (L3al) + (L3b)) — (L.3d). Na levé strané dostaneme

(LS) = Xg(Y, Z) + Yg(Z,X) — Zg(X,Y).
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Napravo pak mame

(PS) =[g(VxY,Z) +g(Y,VxZ)| + [9(Vy Z,X) + g(Z,Vy X)]
—[9(VzX,Y) + g(X,V2Y)].

Nyni vyuzijme nulovosti torze a symetrie g a upravujeme pravou stranu

(PS) = g(VxY + Vy X, Z) + g(VxZ — V2 X.Y) + g(VyZ — VY, X)
=g2Vy X + [X,Y], Z) +g([X, Z],Y) + g([Y, Z], X).

Vyjadreme nyni z rovnice ¢len s V

20(VyX,Z)=Xg(Y,Z)+Yqg(Z, X) — Zg(X,Y)

- 9([X,Y],Z2) — g([X, Z2],Y) — g([Y, Z], X). (1.4)

Povsimnéme si, ze prava strana rovnice nezavisi na V. Jelikoz pro kazdy bod
m € M je g,,, nedegenerovana, tak ziskdme jednozna¢né uréeny vektor (Vy X)(m).
Tim je dikaz jednoznacnosti V na M hotov.

Pristupme nyni k dokazovani existence konexe. Tu definujme pomoci rov-
nice . Staci tedy jen ukazat, ze jde opravdu o Riemannovu konexi. Nej-
prve potvrdme platnost podminek (A1), (A2),(A3). (Al) je splnéna trividlneé.
Dokazme nyni spravnost (A2), platnost (A3) se ukdze podobnym vypoctem.

Necht f je hladkou funkci na M, pak pocitejme

29(Viy X, Z) = Xg(fY, 2) + [Y9(Z2, X) = Zg(X, [Y)
—g([X, fY], Z2) = g([X, 2], 1Y) — 9([fY, 2], X)
=[(XN)g(Y. Z) + fXg(Y, Z2)] + fYg(Z,X)
—[(Z2NHg(X,Y) + [Z29(X,Y)] = g(X /)Y + X, Y], Z)
— fo([X, Z].Y) — g(—=(Z))Y + f[Y, Z], X)
= f29(Vy X, Z)
=29(f(VyX), 2).
Ovérme nyni nulovost torze
20(VyX = VxY.Z)=Xg(Y,Z)+Yg(Z, X)— Zg(X,Y)
—g([X,Y], Z2) = g([X, 2],Y) — g([Y, Z], X)
—Yy(X,Z) - Xg(Z,Y) + Zg(Y, X)
+o([Y, X], 2) + 9([Y, Z], X) + 9([X, 2], Y)
=2g([Y, X], Z).
Zbyva overit rovnost . Pocitejme
29(VxY,Z) +29(VxZ,Y)=Yg(X,Z2) + Xg(Z,Y) — Zg(Y, X)
— (1Y, X], Z) — (Y, 2], X) — g([X, 2], Y)
+ Xg(Z,Y)+ Zg(Y,X) —Yg(X, Z)
— (X, 2),Y) - g([X. Y], Z) - g([Z.Y], X)
=2Xg(Z)Y).
Tim je dikaz hotov. O



Dukaz predchozi véty zaroven dava navod, jak na Riemannové varieté (M,q)
spocitat Christoffelovy symboly. Uvazujme nyni na M obor lokalnich souradnic

Up= (2. .z ")) a dosad’me do rovnosti za X,Y, Z postupné sourad-

0
nicova vektorova pole -2 BT B > 8a:k Jelikoz souradnicova vektorova pole spolu ko-

mutuji, ¢leny s Lieovou zavorkou budou nulové. Obdrzime tedy vztah

17 0 0 0
Z L2 Gmr = [8 -9jk Tt s Tk Mgij:l-

Oznac¢ime-li g inverzn{ matici k matici g, plati 37, g¥g; = 5?. Vynéso-
benim obou stran ¢* a seétenim ziskdme nésledujici vztah pro Christoffelovy
symboly

“ 0 0 0
o= - kl{ . Z_Z]
b= 3 2 [+ g g

Ze symetrie g pak snadno vidime, ze plati nasledujici symetrie pro Christoffelovy
symboly I'j; = I'’;.

1.3 Paralelni prenos a geodetické krivky

Na hladké varieté M nejprve definujeme néasledujici pojmy. Uvazujme hladkou
krivku v : I — M, kde symbolem I budeme oznacovat uzavieny interval. Pak pod
pojmem vektorové pole V' podle krivky v budeme rozumét zobrazeni V' : [ — T'M
takové, 7e existuje V € X(M) spliwjici vatah V(t) = ‘N/W) pro kazdé t z intervalu
I. Prostor vSech vektorovych poli podle v oznacime jako T(v) a vektorové pole
V budeme chépat jako rozsiritelné vektorovym polem V podél 7.

Nakonec zavedeme nasledujici znaceni. Pro ty € I polozime

o) =0 (),

kde t je standardni souradnice na R.

Definice 8 (Kovariantni derivace podél kiivky). Necht M je hladkd varieta
s afinni konexi V. Pro libovolnou hladkou krivku ~v : I — M definujeme kova-
riantni derivaci podél této kiivky ~ jako to jediné zobrazeni Dy : T(y) — ()
splnujici vztah B

DV (t) = ViV,

kde V je libovolné rozsiteni V. podél ~.

Nyni je treba ovérit korektnost predchozi definice. Dokazme nejprve jedno-
znacnost. Zvolme ty a chtéjme ukazat, ze hodnota D,V (t) nezavisi na rozsiteni.

Zvolme lokalni soufadnice (U, o= (2t ... ,x”)) tak, ze y(to) € U a vyjadieme
v nich 4,V a V jako
i 0 ~ X~ 0 nooo 0
(1) = Jt(.) =Sl ay=s L
e j=17 @ 97/ (1) = o ; oz’

kde v/ = 27 0, Vi€ C=(U) a Vi € C=(I).



Pocitejme

Div(t) =V w)(aij)wé v aii - JX: ) lvaij Niaii] o
= Jil A (t) Kaijvl‘) —+ Vivazj;ﬂ] »
_i;y(t) Ka‘;f/ﬁ aii +v1k lrg 8;]7@)
-5 g Srov St

dVF n . ) 0
> } 2J iTk _—
dt <t> + — Y (t)(v Fzg)’y(t)] <8xk>’y(t) )

kde v paté rovnosti jsme pouzili fetizkového pravidla. Tedy D,V (t) zdlezi jen na
V a7, ¢imz je dikaz jednoznacnosti hotov. Pro dikaz existence zvolme rovnost
z vypoctu a polozme

i dV i "yj(t)(ViI‘fj)a,(t)} (f)i"/’) o (1.5)

1,j=1

na daném souradnicovém oboru U. Tim jsme zjevné definovali objekt splnujici
definici kovariantni derivace na U a z jednoznacnosti ji lze definovat na celé vari-
eté.

Definice 9 (Paraleni vektorové pole). Necht M je hladkd varieta s afinni konexi
V. Pak vektorové pole V' podél hladké krivky v nazveme paralelni, pokud D;V = 0.

Lemma 6 (Paralelni pienos). Necht v : 1 — M je hladkd krivka a to € I. Pak
pro kaZdy vektor Vo € T.q0) M existuje prdve jedno paralelni vektorové pole V
podél y takové, Ze V (ty) = V.

Diikaz. Lemma plyne z pouziti znamych vét o existenci a jednoznacnosti Te-
Seni soustavy obycejnych linearnich diferencidlnich rovnic (viz napf. [Pontryagin,
1962]) na rovnost (1.5)). O

Snadno si vsimneme, ze pokud 7 je hladkou krivkou na Riemannové vari-
eté (M, g) a V je paralelni vektorové pole podél v, pak dle rovnosti ((1.2)) plati
g(V, V) = konstanta, jak se nyni presvéd¢ime

SV (e, VO] = oV o)), (V 01)(1)] = T{g(V, V) 0(1)

dt l%t @H g(V,V) =5t)(g(V, V)
— gDV, V) + g(V.D,V) = 0.

Budeme rikat, ze paralelni prenos zachovavad délku.
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Definice 10 (Geodeticka kiivka). Necht M je hladkd varieta s afinni konexi V.
Pak hladkou krivkw v : I — M nazveme geodetickou, pokud

pro kazdé t € 1.

Véta 7 (O geodetickych kiivkach). Méjme Riemannovu varietu (M, g). Pak pro
kazdy bod m € M a pro kaZdy vektor X € T,,M existuje prdve jedna geodeticka
krivka vy x : I — M takovd, Ze v x(0) = m a Y x(0) = X.

Diikaz. V lokélnich soufadnicich (U, o = (z... ,m”)) rozepiSeme pomoci l)
rovnici Dy = 0, tak ziskdme soustavu
AR 4 Zﬁjﬁi(l“fjov)zo prok=1,...,n. (1.6)
i=1

Jde tedy o soustavu obycejnych diferencialnich rovnic druhého radu. Dtkaz opét
ziskdme za pouziti znamych vét o fesenich soustav obycejnych diferencidlnich
rovnic [Pontryagin, 1962]. O

Definice 11 (Exponencidlni zobrazeni). Necht (M,g) je Riemannova varieta
a bod m € M. Pak exponencidlnim zobrazenim budeme rozumét zobrazeni exp,, :
T,,M — M definované vztahem

expp, (X) 1= Ym,x (1),
kde vm x(1) je hodnota zobrazeni z Véty pro ta X, pro néz vm x (1) existuje.

Jelikoz rovnice (1.6]) je homogenni, tak plati v, :x(1) = Y x(t) pro t € R.
Z toho ziskame nasledujici vztah

exp,, (tX) = Ymx (1) = Y x (1). (1.7)
Podrobnéji rozepsano v [Kowalskil, 2001, str. 60].

Lemma 8. Méjme Riemannovu varietu (M,g) a bod m € M. Pak existuji okoli
UcCT,.M bodu0,, a VC M bodu m tak, Ze exp,, je difeomorfismus zobrazujici
UnalV.

Diikaz. Zkoumejme zobrazeni d(exp,,)o,, : To,, (T,nM) — T,, M. Spoc¢teme push-
forward exp,, (tX) podle podle t a polozime ¢t = 0, pak diky vztahu (1.7)) ziskdme

d(exp,,)o,, (X) = Ym.x(0) = X.

Proto d(exp,,)o,, je identita, a tak z Véty o inverzni funkei pro hladké variety je
exp,, lokalni difeomorfismus, ktery zobrazuje néjaké okoli bodu 0,, € T,,M na
néjaké okoli bodu m € M. O
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2. Prostorové formy

V této kapitole budeme znacit (M, g) jako Riemannovu varietu.

2.1 Krivost

Véta 9 (Vlastnosti kiivosti). Necht (M, g) je Riemannova varieta s Riemannovou
konexi ¥V a krivosti R. Pak plati ndsledujici

(a) R je tenzorové pole typu (1,3),

(b) R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z,

(¢) g(R(X,Y)Z,W) = —g(R(X, Y)W, Z),

(d) R(X,Y)Z + R(Y,2)X + R(Z,X)Y =0,

(e)

(f) g(R(X,Y)Z, W) je tenzorové pole typu (0,4),

e) g(RIX,Y)Z, W) =g(R(Z,W)X,Y),

kde X,Y, Z, W jsou hladkd pole na M.

Diikaz. ad (b) : plyne snadno z definice a z toho, Ze Lieova zavorka je antisymet-
ricka
ad (a) : necht f je hladkou funkeci na M, pak postupné ovérme
R(fX,Y)Z =VyxVyZ —=NyVixZ —VxyZ
= [VxVyZ = Vy(fVxZ) = Vixy-vnxZ
= VxVyZ - [(Y)IVxZ + fVyVxZ] = [fVixy)Z — (Y f)VxZ]
= fR(X,Y)Z.
Rovnost R(X, fY)Z = fR(X,Y)Z ziskdme z predchoziho vypoctu a (b). Déle
ovéime
RX,)Y)fZ =NxVyfZ —=NyVxfZ =N xy1fZ
=Vx((Y[f)Z+ fVyZ)
- W((X[f)Z + fVxZ)
— (X, Y1) Z + fVixnZ]
=[(XYN)Z+ Y VxZ+(X[)VyZ + fVxVyZ]
—(Y(X)Z+ (X )VyZ + (Y )VxZ + fVyVxZ]
— (X, Y1) Z + fVixnZ]
= fR(X,Y)Z.
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ad (¢) : rovnost ukazeme nékolikandsobnym pouzitim identity
JRX,Y)Z W) =g(VxVyZ =VyVxZ =V ixy1Z,W)
= [Xg(VyZ, W) = g(VyZ,VxW)]

—Yg(VxZ, W) = g(VxZ,VyW)]

— [[XY]g(Z, W) = g(Z,VixyiWV)]
= X[Yg(Z, W) —g(Z,VyU)]

—Y[Xg(Z,W) = g(ZVxW)] - [X.Y]g(Z, W)

—9(VyZ,VxW) +g(VxZ,VyW) + g(Z,Vix W)
= [-Xg(Z,VyW) +g(VxZ,VyU)]

+[Yg(Z, VxW) = g(VyZ, VxW)]

+9(Z, V[X,y}W)
= —g(Z,VxVyW) + g(VxVsy W, Z) + g(Z,Vix )W)
= —9(Z, R(X,Y)W)
= —g(R(X, Y)W, Z).

ad (d) : k dukazu vyuzijeme nékolikrat nulovosti torze a nakonec Jakobiho
identitu pro Lieovu zavorku. Tedy pocitejme
R(X,Y)Z+ R(Y,2)X + R(Z,X)Y =VxVyZ - VyVxZ - Vxy|Z
+VyVzX - VVy X — VX
+VzVxY = VxV3Y —Vizx)Y
=Vx(VyZ-V3Y)-VixyZ
+ Vy (V22X = VxZ) = VX
+Vz(VxY = VyX) = VizxY
= V[, Z] - Vixy Z
+ Vy[Z,X] - Viy,z1X
+Vz[ X, Y] = Vizx)Y
=X Y, 2]+ [V, [Z2, X]| + [2,[X, Y]
= 0.
ad (e) : k nalezeni dikazu staci vicekrat pouzit (b), (c), (d)
JRX,Y)VZW)=—g(RY,Z)X,W)—g(R(Z,X)Y,V)
= g(R(Y, Z2)W, X) + g(R(Z, X)WY)
= —g(R(Z, W)Y, X) —g(R(W,Y)Z, X)

—9(R(X, W)Z,Y) — g(R(W, Z)X,Y)
=29(R(Z,W)X,Y)+ g(RIW,Y)X + R(X, W)Y, Z)
=29(R(Z,W)X,Y) — g(R(Y, X)W, Z)
=29(R(Z,W)X,Y) — g(R(X,Y)Z,W).

ad (f) : ihned plyne z (a) a definice g.
Tim je dikaz hotov. O]

Nyni zavedeme pro Riemannovu varietu M nasledujici znaceni. Uvazujme
na M obor lokalnich souradnic (U, o = (2!, ... ,m”)) a Ctvefici soufadnicovych
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5 ¢ 0 o) o) e}
vektorovych poll 577, 57, 575, 507

g o0\ o0 0
ot =9 (R (ax ax> daF &ﬂ) -

na U. Pak polozme

Dale oznacenim Rmk budeme mit na mysli ~tou komponentu R ( 57 B‘ZJ) %.
Tudiz plati
’ijl Z szkgml
Pokusme se nyni vyjadfit R i v souradnicich. Jelikoz [ 8‘2“ 82:3] = 0, tak mi-
zeme rozepsat kiivost jako
o 0 0 0 0
. (a ax) gk~ Ve Vam ook Ve anodh
n m 6
= vazl (Z ij m) 611 (Z Flk@l.m>
n n a
=>m —
Z +n;1 (8 ' ]k> o™
n n a
_ IV o T
Z 507 8mm mzz:l (8 ) dxm
n n a
— Fm O
mzo:l 7 Zmaxo +mZ::1 (8 ' Jk) dam
— rore
mzo:l . jma ? mzz:l (855] Zk) Ozm
A tak
m ml 0 l d l
zyk Z | . Z Ll lek pe ]sz (2.1)

Definice 12 (Sekcionalni kiivost). Necht m bod na Riemannové varieté (M, g)
a o 2—dimenziondlni rovina v T,, M. Pak sekcionalni kiivost K podle o definujeme
jako

g(R(X,Y)X,Y)

Ko = Gy — g%, 9. ¥)

kde (X,Y) je néjakd baze o.

Jelikoz plati K((X,Y)) = K((Y, X)) = K((AX,Y)) = K((X +Y,Y)) pro
A # 0, tak sekciondlni kiivost je nezavisla na volbé baze o.

Rekneme, 7e Riemannova varieta (M, g) s dimenzi alespon 2 mé konstantni
sekcionalni krivost ¢, pokud pro kazdy bod m € M a kazdou 2-dimenzionalni
rovinu o C T,,, M plati K(o) = k. Zaroven snadno zjistime, ze dle Véty @] na M
plati

9(R(X,Y)X, Z) = k(g(X,Y)g(X, Z) — g(X, X)g(Y, Z)), (2:2)
pro (X,Y) bézi o a Z € T,, M. Podrobnéji lze nalézt v [do Carmol, 1993, str. 94].

Nakonec, sekciondlni kiivost roviny o s bazi a?ci’ % budeme znacit zkracené

jako Kzg
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Hyperbolicky prostor, sféra a Eukleidtiv prostor

Nyni uvedeme priklady tii n-dimenziondlnich Rimannovych variet s konstant-
nimi sekcionalnimi ktivostmi —1,0,1 a to po fadé hyperbolicky prostor H", Eu-
kleidovsky prostor R™ a sféru S™.

Pocitejme nejprve sekciondlni krivost H". Jde o poloprostor v R”, tedy o mno-
zinu
{(z',...,2") e R 2" > 0},
s metrikou

gij(xl, RS

Uvazujme pro prehlednost nejprve na H" metriku g;; = kde F : H* — R* je
libovolna kladna hladka funkce na H".

Vsimnéme si, ze ¢” = §;;F?, kde g" je inverzni matice k g;;. Dale polozme

F27

f:=log F' a oznacme f; := %. Tedy plati, Ze f; = %%. Pocitejme
Jik 9Ok OZ _ _9lik
OxJ F3 0z F?

Diky tomu miuzeme postupné vyjadrit Christoffelovy symboly jako

1 & 0 0 0
If =< mk[ -Gjm zm—z]
R mz:%g ax’gj + (%Eig 8xmgj
1,70 9, 0
T2 {8:1:1' 9k + 9z I T 8x’“g”}

= —fi0jk — [i0u + frdij.

Z toho vidime, ze pokud zadné dva z indexii ¢, 7, k nejsou stejné, tak je Ffj = 0.
Ve zbylych pripadech jsou Christoffelovy symboly tvaru

Fé’j = fi, Féj = F;z = _fj a FZ = —fi
Pomoci rovnosti (2.1)) pocitejme nyni koeficienty R;ji;

1
Z]l] - Z szzgm] = szz F2

1 (e noo 9
:F12<erzrgm_ Zrnrgm or ngz_g ]FJ>'

m=1 m=1
Polozme ;5T = f;; a -2 F;Z = — fi; a dale upravujme
Z F?;erm — —sz + f2 Z FmFJ — | _ Z ot | + ff — f]2
m=1 m=1
m#£i,m#j
Proto

Rijij = Z fmfm — fi sz_fii_fjj-
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Konecné sekcionalni kiivost roviny s ortonorméalni bazi a?ci’ % je tvaru

Rijij
Kij = —"— = —F"Ry;
—Y9ii9j;

- P (Z Fofw— 2= 2~ fum fjj) .
m=1

Nyni se zajimejme o ptipad kdy F' = z™. Je tfeba rozlisit nékolik moznosti hodnot
1 aj.

e i #naj#n: pak plati, ze K;; = —(x%)g(x”)Q =—1.
e i=naj#n:nyni mime, ze K,; = —(f2— f2— fun) = —WIL)Q (:p”)Q = —1.
e i ~n aj=n:obdobné ziskame, ze K;, = —1.

Tim jsme ukézali, ze H" ma konstantni sekcionalni kfivost rovnu —1.

Snadno zjistime, Ze sekciondlni kiivost Eukleidovského prostoru R™[u!, ... u"]
je rovna nule, jelikoz pro libovolna hladka vektorova X, Y, Z na R" plati za vyuziti
zameénnosti parcidlnich derivaci

R(X,Y)Z = DxDyZ — DyDxZ — Dixy|Z

- iX(Y(Zi))aii - iY(X(Zi))a‘zi _ zn:l[X, Y](Zi)aaui
=0,

kde Z =0, 702

Nakonec spoéitejme sekciondlni kiivost jednotkové sféry S C R™!. Oproti
H" si zjednodusime situaci nasledujicim zpusobem. V S™ zvolme libovolny bod
m a z T,,S™ vyberme dva linedrné nezavislé vektory u a v. Budeme chtit spocitat
K({u,v)).

Vsimnéme si, Ze prostor vSech 2-rovin prochéazejici po¢atkem a bodem m tvori
tfidimenzionalni vektorovy prostor, ktery oznac¢ime E. Jelikoz kazdy tridimenzi-
onélni prostor je prinikem n — 2 nadrovin, jejichz normélové vektory jsou line-
arné nezavislé, tak i E je prunik takovychto nadrovin prochazejicich pocatkem.
Oznacme je Hy, ..., H,_5. Protoze S*"NH; ~ S" !, tak indukci 1ze snadno ukazat,
ze E=S"N(HN---NH, ) ~S.

Uvazujme tedy izometrické vnoteni i : S C R3[x!, 22 z%] — S" tak, Ze

i(zh, 2%, 2%) = (2, 22, 2°,0,...,0),
—_———

n—2

kde E je koordinizovano pomoci R3[z!, 22, 23].
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Pak existuje p € §?, ze 4., (T,S?) = (u, v). Oznaéme ug = i, (u) a v = iy, (v).
Jelikoz ¢ a kfivost jsou tenzorova pole, tak

. . Q(R(i*puo, i*pUO)i*pan i*pUO)
K({u,v)) = K({t4pUg, lxpVo)) = : - , , , .
<< >) (< POy b 0>) 92(Z*puo, Z*pUO) - g(l*pum Z*pUO)g(l*NjOa Z*pv0>

. g(i*p(RS2 (1o, v0)uo), Expo)
= — -

ggz(uo, Uo) gs2 (an Uo)Qs? (an Uo)
_ gs? (RS2 (Uo, Uo)uoa ’Uo)

932 (o, vo) — gs2 (o, ug)gs2 (vo, Vo)

= Ksz((uo, v0)),

kde gsz2, Kg2 g RS jsou odpovidajici veli¢iny na S?. Proto stadi spocitat sekcio-
nalni kiivost SZ.
A7 na jednu uzavienou pulkruznici (nulty polednik P) parametrizujme jed-
notkovou sféru S? jako
2! = sin 6 cos ¢,
2? = sin fsin ¢,
2% = cos b,
kde 6 € (0,7) a ¢ € (0,27). Snadno zjistime, Ze na S*\ P je metrika indukovand
Z gpue) TOVNA g = d*0 + sin? 0d?.
Pocitejme nyni sekciondlni krivost

Reppp R§ 0900 + RY,900 B R,

920 — Gp o0 920 — G906 —sin?6

K

0,0 —

Déle zjistéme Rfﬁ@ pomoci Christoffelovych symboli. VSimnéme si, ze jediné
nenulové Christoffelovy symboly jsou ty obsahujici dvakrat index ¢ a jedenkrat

0 a zaroven
cos

re =1°%, = al? = —sinfcosé.
be “0 " sinf v

Za pomoci vztahu (2.1) upravujme

0 0
Reop = Pgsoréw + Toploo = Toulop — Toples + %F% N %FWJ
0 )
= Z?se (—sinfcosf) — %(— sinf cosf) = — sinZ 6.

Tudiz K, s = 1. Provedeme-li analogicky postup na dalsich mapach pokryva-
jicich celou S?, tak dostaneme, Ze sekcionalni kiivost na S? je rovna jedné. Proto
i S ma konstantni sekcionalni kiivost rovnou jedné.

2.2 Jakobiho pole

Pro varietu M zavedeme nejprve nékolik nasledujicich pojmu. Variaci hladké
kiivky v : [0,]] — M budeme rozumét kazdé hladké zobrazeni H : (—e,¢) X
[0,{] = M, kde € > 0 a zéroven H(0,t) = ~y(t) pro kazdé t € [0,].

Déle definujme dvé t¥idy hladkych k¥ivek. Nejprve H? : t — H(s,t) pro
kazdé pevné s € (—e,¢). Potom H}(s) definujeme pro ¢ € [0,[] analogicky, tj.
H!: s+ H(s,t).
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Rekneme, Ze H je variaci s pevngmi konci, pokud H je variace splitujici
H{(s,0) = 7(0) a H(s,1) = (1)

pro kazdé s € (—¢,¢). Déle variaci H nazveme variaci pres geodetickou krivku ~,
pokud H, je geodetickou k¥ivkou pro kazdé s € (—¢,¢).

Jako wvektorové pole podél variace H budeme oznacovat hladké zobrazeni V :
(—e,e) x [0,1] = TM takové, ze V (s, t) € Ty M pro kazdé (s,t). Jelikoz H je
hladké, muzeme zavést nasledujici vektorova pole podél H, a to

S(s,t) := (H}).s ((i) aT(s,t) := (H). (i) :

Konecéné variacnim polem V' asociovanym s variaci H budeme mit na mysli vek-
torové pole V' podél ~ splnujici

V() = () (j)

pro kazdé t € [0,1].

Lemma 10. Necht v : [0,1] — M je hladka krivka a zobrazeni H jeji variaci.
Pak plati

(a)
D,T = D,S,

(b) pokud navic V' je vektorové pole podél H, tak
DtDSV - DsDtV - R(T, S)V

Diikaz. Uvazme nejprve lokdlni souradnice (U, o= (7. .. ,:f”)) na okoli bodu
H (sg,to). Pak miizeme na U psit (po H)(s,t) = (x'(s,t),...,2"(s,1)), kde jsme
oznadili ' = 7' o H.

ad (a) : Nyni v lokélnich soutadnicich pfimo z definice push-forwardu dosta-
neme

_”dxkﬁ " dgk O

=) ———a
= dt Ok
Aplikaci vztahu (1.5)) pro vypocet kovariantni derivace ziskdme
vk ool (0
dsdt | dt ds "| \ Oxk

J=1

n _dek " dxt dad ] 0
D,S = TR ==].
=2 s b 2 s (mk)

1,j=1

Zameénime-li v druhé rovnici indexovani pres i a j, pak ze symetrie Christoffelo-
vych symboli a spojitosti parcialnich derivaci plyne kyzena rovnost.
ad (b) : Vyjadifme-li v lokalnich soufadnicich V = 31, V-2 pak jeho kova-
riantni derivace jsou tvaru
" [dV' 9 .0 " [dVt 0 .0
D,V = -+ V'Di—| a D,V = -+ V'Dy—| .
! ; dt Ox t@x’] ; [ ds Ox? (9x’]
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Dale pak mame

d2vi  dv? 0 dv'? 0 - 0
D,D,V = —D—+—Dy— +V'D,D;— |,
! Z [d dt + dt ox? * ds ~'oxi + t&ﬂ]

d2vi  dv? 0 dv? 0 - 0
D,D.,V = Di— +—D,— +V'D,D,—| .
! Z [dt ds + ds ~'oxi + dt ox’ + ! 8951]

Odectenim téchto prislusnych rovnic ziskame

DD,V — DD,V =>_ VDD

i=1

0 0
s— — DsDi—| .
ox’ t@xl]
Upravujme nyni postupné pravou stranu rovnice ([2.3). Zvolme i € {1,...,n}

pevné. Muzeme psat
0 0 " da? 0

Dt@xi B VT@:L”' B Z dt oV o0 ozt

Dale rozepiseme

0 " da’ 0
DSD - . — Ds —— V _0_ -
"oxi ]E:l < dt vaiy’ 8xl>
B z”: _dzxjv o da? 0
_Fhwﬁ(ww@ dt 347 O
n 'd2 g " od ]d )
= v Ziiv Voo o,
=1 _dS dt azﬂ 8:1# dt d oz 81’1_
0 " [ d2%a? 0 " dzd da® 0 |
D Dsi. — —_— _— -
" O ;;ﬁwzﬁmfF ds dt Vo 55 0
" [ d2xd 0 " dak dad |
=2 |dras s ow T2 ds dr VY o

V poslednim kroku jsme preusporadali s¢itani pres j a k. Odectenim dvou pri-
slusnych rovnosti diky spojitosti parcialnich derivaci postupné ziskame

0 0 " da? dz* 0 0
DD = Dol = 2 i [Vaij Vi om ViV axi]
" dxd dz® o 0 0
N j%::l dt ds [R <8xj’(9xk> W]
0

kde v posledni rovnosti jsem vyuzili faktu, ze kiivost je (1, 3)-tenzorové pole. Po
dosazeni vypoctu do (2.3)) je dikaz hotov. ]

Definice 13 (Jakobiho pole). Necht ~v : [0,l]] — M je geodetickd krivka, pak
hladké vektorové pole J podél v nazveme Jakobiho polem, pokud plati

—D,DyJ + R(%,.J)7 = 0. (2.4)
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Véta 11 (O Jakobiho poli). Méjme geodetickou krivku ~y : [0,1] — M a H variaci
pres ni. Pak variacni pole asociované s H je zdroven Jakobiho polem.

Diikaz. Vsimnéme si nejprve, ze DT = 0. Potom i D;D, T = 0 pro kazdé (s,t) €
(—e,€) x [0,1]. Pocitejme za pomoci piredchoziho lemmatu

0=-D,D,T = —D.D,T + R(T, S)T
— —DyD,S + R(T, S)T.

Polozme s = 0, pak J(t) := S(0,t), a T(0,t) = 4(t). Tedy J spliuje rovnici ([2.4))
a je Jakobiho polem. O

Véta 12 (O existenci a jednoznac¢nosti Jakobiho pole). Méjme geodetickou krivku
v :[0,1] = M, a € [0,1] a bodm = ~(a). Pak pro libovolné dva vektory u,v € T,, M
existuje pravé jedno Jakobiho pole J podél v takové, Ze J(a) = u a DyJ(a) = v.

Diikaz. Nejprve uvazujme ortonormalni bazi {Fy, ..., E,} v T,,M takovou, zZe
Ey = j(a). Poté tuto bazi rozsitime paralelné podél v na ortonormalni systém
{Ei(t), ..., E,(t)} vektorovych poli podél 4. Rozepiseme-li J(t) = >0, fi(t)Ei(t),
kde f; jsou hladké funkce na [0, ], plati

n

DD J(t) =3 fi(t)Ei(t)

=1

nebot D, E; = 0 a déle

RG. ) =S g(RG. T)4 E)E =3 ( " Fo(RG, B Ea) E.

i—1 i=1 \j=1

Nyni po dosazeni do vztahu (2.4]) pro Jakobiho pole ziskdme

—fi+ > fi9(R(Y, Ej)y, E) =0proi=1,...,n.

j=1

Tim jsme ziskali soustavu obycejnych linearnich diferencidlnich rovnic druhého
radu pro funkce f;. Za pouziti poucek o existenci a jednoznacnosti feseni takovych
rovnic, viz [Pontryagin, [1962], obdrzime vétu. ]

Nyni naopak ke geodetické krivce a Jakobiho poli hledejme variaci.

Véta 13. Méjme geodetickou krivku ~ : [0,1] — M a Jakobiho pole J podél ~.
Pak existuje variace H podél v takovd, Ze J je variacni pole asociované s H.

Diikaz. Sestrojime variaci H podél (t) tak, aby variacni Jakobiho pole J s ni bylo
asociované. Pro € > 0 vezméme libovolnou hladkou ktivku n(s) : (—¢,e) - M
takovou, ze n(0) = v(0) a n(0) = J(0). Dale, necht Xy(s) a X;(s) jsou para-
lelni vektorova pole podél n takovd, ze Xo(0) = 4(0) a X;(0) = D, J(0). Polozme
X(s) == Xo(s) + sXi(s). Konecné definujme H(s,t) := exp, ) (tX(s)). Z kon-
strukce je patrné, ze H je variaci pres geodetickou ktivku ~y. Tedy dle Véty [L1] je
S(0,t) Jakobiho pole.
Pocitejme
T(s,0) = d(expys))o, ., (X (s)) = X(s).
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Za pouziti Lemmatu [10)(a) pak postupné dostaneme
D;S(0,0) = D,T(0,0) = D,X(0) = D;J(0).
Jelikoz H(s,0) = n(s), tak
S(0,0) =n(0) = J(0).

Tudiz S a J jsou vektorovymi poli podél v se stejnymi poc¢atecnimi podmin-
kami, a tak dle Véty [I2] jsou totozna. O

Disledek 14. Mejme bod m € M a dva vektory u,v € T,,M. Ddle uvazujme
geodetickou krivku v : [0,1] — M takovou, Ze y(t) = exp,,(tv), a Jakobiho pole
J podél v s pocatecnimi podminkami J(0) = 0 a D;J(0) = u. Pak pro vsechna
t €[0,!1] plati

J(t) = d(expy)uu(tu).

Diikaz. Dusledek ziskame, zvolime-li v dlikazu predchozi véty specidlné n jakozto
konstantni ktrivku prochézejici bodem m, déle pak konstantni vektorova pole X
a X takovd, ze Xo(0) = v a X1(0) = u. Z toho méme, ze H(s,t) = exp,,(t(v +
su)), a tak J(t) = S(0,t) = d(exp,, )t (tu). O

Lemma 15. Méjme geodetickou krivku v : [0,1]] — M a Jakobiho pole X a'Y

podél ~y. Pak funkce g(D:X,Y) — g(X, DY) je konstantni na [0,1]. Specidlné
9(X,%(t)) = at + b, kde a,b jsou néjaké konstanty.

Dukaz. Abychom ukazali konstantnost dané funkce, tak derivujme podle ¢

SO(DXY) ~ (X, DY) = ((DDX.Y) + g(D,X, DY)
= (9(D:X, DY) + g(X, Dy DY)

= g(R(y(1), X)¥(),Y) — g(X, R(5(2), Y)7(?))
=0,

kde jsme nejprve vyuzili rovnosti ((1.2) z definice Riemannovy konexe, pak vztahu
pro Jakobiho pole a nakonec symetrie tenzoru kiivosti z Véty [Jf(e).

Nyni budeme dokazovat druhou ¢ast véty. Snadno lze nahlédnout, ze + je
Jakobiho polem podél v, nebot dosadime-li 4 do rovnice pro Jakobiho pole,
tak ziskdme D, Dy + R(7,7)y = 0+ 0 = 0. Za pomoci pfedchozi ¢asti pocitejme

d . . :
7 (9(X.3(1) = 9(DeX.4(1)) + (X, Dy (1))
= 9(DiX,5(t)) — 9(X, Dy (t))
=C,
kde C' je néjaka konstanta. Z toho jiz plyne zbyvajici ¢ast véty. O]

Pozndmka. Pokud g(J(0),+(0)) = g(D:J(0),%(0)) = 0, tak dle pfedchoziho Lem-
matu plati, ze g(J(t),(t)) = 0, kde jsme nyni Jakobiho pole X oznaéili J(t).

Véta 16 (Gauss). Méjme bod m € M a dva vektory u,v € T,, M. Ddle uwvazZujme
geodetickou krivku v : [0,1] — M takovou, Ze v(t) = exp,,(tv). Pak plati

g'y(t)(d(expm)tv(u)v d<expm)tv (U)) = gm(u7 U)'
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Diikaz. Nejprve si vsimnéme, ze d(exp,,)w(v) = (t), a tudiz i 4(0) = v. Dle
Dﬁsledkupak pro Jakobiho pole J podél v s poc¢atecnimi podminkami J(0) = 0
a DJy(0) = u plati, Ze d(exp,,)w(u) = 1J(t) pro t # 0.

Zéarovetl jelikoZ 7 je geodetickd kiivka, tak z Lemmatu[15]a faktu, ze J(0) = 0,
mame

G (J(8),5(1)) = Ct, (2.5)

kde C' je néjaka konstanta.

Tudiz J
= L (00 (T(0). 4(01)) = 4500 (DT (1), 3(0)).

Jelikoz C' je konstanta, tak i
C = gy0)(D¢J(0),7(0)) = gm(u, v).

Konecné za pouziti ([2.5)), ziskdme

C

1

Gv(t) (d(expy, )tw (1), d(exp,y, )1 (v)) = Gy(t) (tj(t)v 'V(t)) =C = gin(u, ).

Tim jsme hotovi. [l

2.3 Killingova—Hopfova véta

Nyni se budeme zajimat o variety s konstantni sekciondlni k¥ivosti.

Definice 14 (Uplna Riemannova varieta). Riemannovu varietu (M, g) nazveme
uplnou pokud pro kazdou geodetickou krivku v : I — M existuje jeji rozsireni na
celé R, jez je geodetickou krivkou.

Uvedeme definici zakladniho predmétu nasi prace.

Definice 15 (Prostorové formy). Prostorovou formou budeme rozumét iplnou
Riemannovu varietu s konstantni sekciondlni krivosts.

Nasledujici véta je nékdy kvili svému lokalnimu charakteru nazyvana Rie-
mannovou verzi Killingovy—Hopfovy véty .

Véta 17 (Killing-Hopf). Kadé dvé prostorové formy (M, g) a (M,§) tése di-
menze, které maji stejnou sekciondlni krivost, jsou lokdlne izometrické.

Predtim nez uvedeme diikaz predchozi véty, tak prozkoumejme jakého tvaru
jsou Jakobiho pole na varietach s konstantni sekcionalni kfivosti a to kladnou,
zapornou nebo nulovou.

Uvazujme Riemannovu varietu M s konstantni sekcionalni krivosti k£ a ge-
odetickou kiivku v : [0,l] — M, kterd je parametrizovand obloukem. Nakonec
mé&jme Jakobiho pole J podél v takové, ze g(5(t), J(t)) = 0 pro t € [0, (viz Po-
znamku za Lemmatem . Tudiz pro kazdé vektorové pole T' podél v postupné
diky vztahu (2.2) mame

9(R(3, )3, T) = k(9(3, N)g(3, T) = 9(3,)9(J, T)) = —kg(J,T) = g(~kJ, T).
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Za pouziti definice Jakobiho pole obdrzime
D.D,J + kJ = 0. (2.6)

Necht nyni E;(t), F2(t) jsou paralelni vektorova pole podél v parametrizovana
obloukem a g(¥(t), F;(t)) = 0 pro t € [0,1],7 € {1,2}, a necht E;(0) je ndsobkem
J(0) a E5(0) ndsobkem D;J(0). Rovnice ({2.6) v souradnicich vede na

fz + kf; =0 viz dikaz Véty ,

jejfz fundamentalni systém je pro k > 0 tvaru {sin(tv'k),cos(tv/k)}, pro k = 0
tvaru {1,t} a pro k < 0 tvaru {sinh(¢v/—k), cosh(tv/—k)}. Celkem pak

Cy cos(tvV'k)E1(t) + Dy sin(tv/k) Es(t), pokud k > 0,
J(t) = CQEl (t) + DQtEQ(t), pokud k= 0,
Cj cosh(tv/—k)Ey(t) + Dssinh(ty/—k)Ey(t), pokud k < 0

jsou Teseni obycejné diferencialni rovnice (2.6) a kde Cy,Cy, Cs, Dy, Do, D3 jsou
néjaké konstanty.

Diikaz. (Killingovy—Hopfovy véty)
Zvolme dva body m € M a m € M. Budeme chtit zkonstruovat izometrii F' :
V — V,kde V a V jsou n&jaké oteviené mnoziny.

Diky shodnosti dimenzi M a M existuje izometrie mezi vektorovymi prostory
f:(TwM,g) = (T;M,g). Dile dle Lemmatu [§] existuje oteviend mnozina U C
T,,M v okoli 0,, takova, zZe exp,, je na U difeomorfizmus. Oznacme oteviené
mnoziny U = f(U) (kde V = exp,,(U)) a V = exp~(U). Polozme

F :=expsofo(exp,) :V = V.
Ztejmé plati
F(m) = expy (f(expy (m))) = expya (F(0m)) = exp;(07,) = 7.
Déle dle vlastnosti totalniho diferencialu pro slozené a inverzni funkce mame

(dF)m = (dexpg)o~ © (df)o,, © d(exp,,),,
= (dexpi)o @ (df)o,, © (dexPr) )1
= (dexp%)o:@ o (df)o,, © (dexp,,)o.:

-1

Tm

:idT~]\7[ofoid M
:f‘

Necht nyni n je libovolny bod z V' \ {m}. Pak z definice V' jako obrazu exp,,

existuje geodeticka krivka spojujici m a n. Oznacme v jeji tecny vektor v ¢ = 0,

ji samotnou 7, a nakonec ty bude znacit hodnotu parametru, ve které nabyva n.

Z definice F' a exp plyne, Ze F o7, je geodeticka kiivka, a oznacime ji ;.
Uvazujme ortogondlni rozklady

T M = (u(to)) & W a ToM = (Y;(t)) @ W.
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Diky Gaussové lemmatu (16 je d(exp,,)sw izometrie T, M na T M. Tudiz
d(exp,,)t,» Prenese ortogonalni rozklad

T, M = (v) ® (v)* na T,M = (¥,(ty)) & W.
Obdobné (dexpy;),,7 prenese ortogonalni rozklad
TM = () © ()" na T;M = (;(to)) ® W

Nejprve ukazeme, ze (dF), je izometrie (¥,(to)) na (¥;(to)). Upravujme za
pomoci fakti, Ze paralelni prenos zachovava délku a ze f je izometrie T,,M na
T~ M,

930 (to). Aulto) = g(v,v) = §(5,) = 565, 75) = G((dF) Gu (o), (dF) Gilt0)))-

Nyni budeme chtit ukdzat, Ze i (dF)ny, je izometrie W na W. Zvolme li-

bovolny vektor v € (v)t a poloZme u := f(u). Rozsifme u a @ na paralelni

vektorova pole U a U podél 7, respektive ;. Nyni oznacme J a J Jakobiho pole
podél 7, respektive ¥; s poc¢atecnimi podminkami J(0) = 0,, a D;J(0) = u, re-
spektive J(0) = 0~ a lztj(O) = . Dle Dusledku [14] jsou Jakobiho pole tvaru
J(2) = dlexp,)u(tu) a J(t) = d(expy) 5{t0).

Proto plati

(dF)n(J(to)) = (dF)n(dexpy, )i (tou) = (dexpg, )i (tot) = J(to).  (2.7)
Zaroven jelikoz M a M maji stejnou sekciondlni krivost k, tak dle prikladu
pred dikazem Véty mutzeme zjistit, jakého tvaru jsou J a J. Diky pocatecnim

podminkam pak plati

StV Tr(), pokud k > 0,

vk
J(t) = {tU(t), pokud k = 0,
SR (t),  pokud k < 0.

Podobu J(t) zjistime analogicky. Diky tomu a vypocétu vyse (2.7) mame, 7e

9(J(to), J(to)) = g(J(to), J (to))-

Celkem jsme tedy ukdzali, Ze (dF), je izometrie T, M na T;;M . Protoze n byl
libovolny bod z V' \ {m}, tak i F' je izometrie V na V. O

24



Neékteré pouzité symboly

e &,idd
o P
o Tr(A)

e Sym(2,2;R)

o X(M)
o A0
.f'i%

d2f d2f

dsdt’ dt?

d2f

ds?

push-forward zobrazeni ¢

pull-back zobrazeni ®

stopa matice A

vektorovy prostor realnych symetrickych matic 2 x 2
prostor vsech hladkych vektorovych poli na varieté M
vnitfek podmnoziny A metrického prostoru

derivace realné funkce f redlné proménné

derivace realné funkce f dvou redlnych proménnych
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