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Uvod

Kdyz Newton roku 1687 vydal své Principie, polozil tim zaklad moderni, ma-
tematicky formulované prirodni védy. V tomto dile, mimo jiné, publikoval zakony,
jimiz se tidi pohyb hmotnych bodi. Jde o obycejné diferencidlni rovnice 2. fadu,
pomoci nichz mizeme v principu urcit ¢asovy vyvoj daného fyzikalniho systému,
zname-li jeho pocatecni fyzikdlni stav. Newtonovy rovnice jsou vektorové, pri-
¢emz nalézt vektor sily, ktery v nich v daném pripadé vystupuje, nemusi byt
vzdy snadné.

Vyvojem matematiky doslo k znac¢né reformulaci jeho rovnic. Prvni krok
v tomto ohledu ucinil Joseph-Louis Lagrange, ktery Newtonovy rovnice pohybu
vyjadiil rovnicemi, nazyvané Lagrangeovy rovnice II. druhull] ve kterych jiz vy-
stupuje pouze skalarni funkce L, kterd ma vyznam rozdilu kinetické a potencialni
energie. Jeho rovnice vypadaji takto

d (0L oL 0

dt \dg;) 9dq;
Dalsim, kdo sel jesté dél, byl William Rowan Hamilton, ktery Legendreovou
transformaci ptesel od funkce L, ktera zavisi na zobecnénych souradnicich a ry-

chlostech, k funkci H E] jez zéavisi na zobecnénych souradnicich a hybnostech.
Dospél k tzv. Hamiltonovym kanonickym rovnicim

) ) |
QZ - 8]717 pz - aqz

Obé tyto formulace mechaniky jiz obsahuji pouze skalarni veli¢iny, vystupuji
v nich vsak stéle konkrétni (a¢ libovolné) souradnice. Snaha oprostit se ve fyzi-
kalnich rovnicich od souradnic nastala, protoze podstata fyzikalnich zakont by
neméla zaviset na tom, v jakych souradnicich pracujeme. Oba dva pristupy k me-
chanice, Lagrangetiv i Hamiltontiv, tak podstoupily jesté dalsi zobecnéni, a to diky
rozvinuti diferencidlni geometrie. Ukazalo se totiz, ze mnoziny vSech moznych fy-
zikalnich stavi daného systému ve fazovém prostoru lze matematicky popsat jako
variety, na kterych Ize jesté definovat dodatecnou strukturu, symplektickou formu,
kterd je dulezitd pro Hamiltonovu formulaci. Nasledujici rovnice zde nebudeme
vysvétlovat, poslouzi jen jako ilustrace toho, k jaké invarianci se posunula kla-
sickd Lagrangeova a Hamiltonova formulace mechaniky. V této geometrické feci
pak jde o nalezeni takového vektorového pole X, které tesi rovnice

EXgL = dL, ixw =dH.

Pticemz rovnice vlevo vychézi z Lagrangeovych rovnic, rovnice vpravo z Hamil-
tonovych. V tuto chvili samoziejmé neni jasné, co tyto rovnice znamenaji, ale
alespon na nich lze vidét, ze v nich jiz explicitné nevystupuji zadné souradnice.

Vyklad zacneme ilustraci na znamém prikladu, harmonickém oscilatoru, vy-
reseném formalismem Hamiltonovské mechaniky. Na tomto ptrikladu nékteré pri-
stupy priblizime.

I Nazjvané také jako Euler-Lagrangeovy rovnice.
2 Hamiltonova funkce



Jednorozmérny harmonicky oscilator

Pro jednoduchost budeme uvazovat jednotkovou hmotnost i konstantu amér-
nosti z Hookova zédkona. Potom Hamiltonian tohoto systému ma tvar
P a?

H="7+%. (1)

Jelikoz Hamiltonian zde predstavuje celkovou energii systému, ktera se zacho-
case. Pak rovnice pro danou energii je vlastné rovnici kruznice v proménnych
(x,p). Tato kruznice tedy urcuje vSechny mozné stavy harmonického oscilatoru,
ve kterych se mize pii dané celkové energii vyskytovat. Prostor proménnych (x, p)
se nazyva fazovy prostor. Kazdy bod fazového prostoru predstavuje jiny fyzikalni
stav popisovaného objektu (nebo soustavy). MnoZina bodu, ve kterych se dany
systém muze nachazet pro dané pocatecni podminky, se pak nazyva fazovy por-
trét.

=P+

Obrézek 1: Fazovy prostor jednorozmérného harmonického oscilatoru. Pro rtizné
hodnoty energie dostaneme jiny fazovy portrét. (E zde znaci konkrétni, zvolenou,
hodnotu Hamiltonidnu v rovnici (I)).)

Predchazejici priklad je ilustraci typické situace, kdy fazovy portrét fyzikal-
nich systémi je tvoren mnozinou bodt, nazyvanych varieta. To je, vagné feceno,
mnozina, kterd je lokalné podobna euklidovskému n-rozmérnému prostoru. Jinak
receno, v dostatecné malém okoli jejiho libovolného bodu lze zkonstruovat vza-
jemné jednoznacné zobrazeni z variety do euklidovského prostoru. Diky tomu pak
lze inverznim zobrazenim definovat lokalni soutadnice i na varieté.

Ukazuje se, ze diky moznosti zavedeni lokédlnich souradnic pak lze na varieté
zavést dalsi objekt, tzv. diferencidlni 2-formu w, kterd je centralnim pojmem
pro studium klasické mechaniky z hlediska diferencidlni geometrie. Diky jejim
vlastnostem a dalsim konstrukcim lze rozhodnout, je-li dany systém integrabilni,
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tedy zda lze dany problém explicitné vytesit a také jaky typ prostoru je v daném
pripadé fazovym portrétem. O tom hovori tzv. Liouvillova—Arnoldova véta.

Jesté se pozastavme nad pojmem integrabilita. Nejobecnéji 1ze fict, ze se sys-
tém nazyva integrabilni, pokud neni ,, chaoticky* nebo také, pokud lze ,analyticky
vyTesSit“. V préaci pod pojmem integrability minime tzv. geometrickou integrabi-
litu, tj. vzajemné komutovani n integrali pohybu (hladkych funkei na fazovém
prostoru dimenze 2n), véetné Hamiltonidnu systému, vicéi Poissonovym zavor-
kam.

V této préci ¢tenari priblizime potfebné matematické pojmy pro popis klasické
mechaniky v jazyce diferencialni geometrie.

Konkrétné v prvni kapitole poddme intuitivni popis obecnéjsich matematic-
kych pojmi ¢tenaitim, kteri jesté nebyli ptilis obeznameni s timto tématem, s de-
finicemi déle pouzivanymi.

Druha kapitola je jiz zamérena na pojmy symplektické geometrie, zejména
symplektické formy, Poissonovych zavorek a jejich vyuziti v popisu Hamiltonovy
mechaniky.

Treti kapitola se zabyva Liouvillovou—Arnoldovou vétou, predevsim uvedenim
¢asti jejtho dikazu popsaném v [I] do dnes pouzivaného formalismu a misty
podrobnéjsim rozepsanim postupu. Nékteré ¢asti v [I] jsou jen nacrtnuty nebo
ulozeny za domaci tikol.

Déle jsou uvedeny priklady a kapitola o Rungovu-Lenzovu vektoru, jehoz
analyzou lze napriklad urcit trajektorii objektii v Newtonovském potencidlu bez
nutnosti jakékoliv integrace.



1. Matematicky aparat

(Pfevazné podle [4]). Nejprve pripomenime definici jednoho ze zakladnich ob-
jektt matematické analyzy, totdini diferencidl funkce vice promenngjch, ktery poz-
déji rozsitime na obecnéjsi tridu zobrazeni na varietach.

1.1 Totalni diferencial funkce vice proménnych

Méjme funkci f proménnych (z!, ... .2"), tedy f(z!,...,2"). Pak totélni dife-
rencidl funkee f je definovan jakd’|

N9
df_i;%da:, (1.1)

kde dx® je linedrni forma, kterd tedy zobrazuje z vektorového prostoru R" do R,
tim zptisobem, Ze vektoru pfitadi jeho i-tou soutadnici, tedy dz‘(v) = v’. To je
konsistentni s tim, ze pak plati
" af . " of .
df(v)=>» ——dz'(v)=) —v'=Vf-v. 1.2
f(v) = 3 shdr(v) =3 T =V (12)

i=1 i=1

1.2 Varieta

Jak jiz zaznélo vysSe, varietou nazveme takovy prostor (mnozinu) M, ktery je
lokdlnée podobny Euklidovskému prostoru, tedy lze na ni zavést lokalni souradnice,
diky existenci bijektivniho zobrazeni mezi varietou a R™.

Vezmeme-li tedy libovolny bod variety P, pak existuje zobrazeni &, které
vzajemné jednoznacné a spojité zobrazi okoli Up bodu P do R™. Dvojici (Up,P)
rikdame mapa. Mnozina vSech map tvorii tzv. atlas, ktery pokryva celou varietu.

Jak je to tedy se souradnicemi na varieté? Mame-li libovolny bod @ z Up, pak
muzeme psat

diky tomu, ze z definice ® zobrazuje do R"”, kde mame a priori zavedené sourad-
nice. Lokalné tedy muzeme na varieté zavést souradnice tak, ze vezmeme inverzni
obraz ®~! soufadnicovych éar 2* = konst. Vi € {1,... n}.

Jesté je tfeba se vyporadat s prekryvem ruznych map. Mé&me mapy (U, P)
a (V,¥). Potom soutadnice bodu P € Y NV jsou ®(P) = (z',...,2") a U(P) =
(y',...,y"). Tim je tedy dédno zobrazeni ®(¥ '), které zobrazuje z R" do R". To
definuje (z*(y,...,y"), ..., 2"(y', ..., y")), pricemz poZzadujeme, aby toto zobra-
zeni bylo dostatecné hladké. V praxi to znamena spojitost parcidlnich derivaci az
do jistého ¥adu k. Variety s touto vlastnosti se pak oznacuji jako C* variety. Ty

3 Samoziejmé za predpokladu, Ze funkce f je diferencovatelnd. V této kapitole ptijde pre-
devsim o ,nastin®, takze budeme dale mlcky predpokladat, ze vsechny predpoklady jsou auto-
maticky splnény.



variety, které splnuji tento pozadavek, se obecné nazyvaji diferencovatelné variety.
Navic, je-li ,,k = o0, tedy pokud jsou parcialni derivace spojité do libovolného
radu, mluvime o hladké variete.

Definice 1. Mnozinu X nazveme hausdorffovskou (nékdy téz separabilni) mno-
zinou, pokud pro kazdé jeji rtizné dva body a a b existuji okoli U, a U, takova, ze
a €U, bcU,a zarovenn U, NU, = 0.

Definice 2. Mnozinu M nazveme varietou, jestlize splnuje:

VPeM)EUCM): (PeU)NTDP: U — R, kde D je bijektivni, spojité

zobrazeni, soucasné ®~! je spojitd, a M je hausdorffovskd mnoZina.

Diferencovatelné variety jsou vyznamné v tom, ze na nich lze zavést dalsi
objekty, jako funkce, ktivky, vektory, formy aj. Napri¢ touto praci budou déle po-
jmy varieta a hladkd varieta pouzivany jako synonyma, stejné jako funkce a hladké
funkce.

1.3 Funkce a krivky na varietach
Funkci f na varieté M nazveme zobrazeni
fM—=R

Kazdému bodu variety P je tak prifazena hodnota f(P). Diky lokalnim soutadni-
cim, zavedenym na konkrétni mapé (Up,P) nalezejici bodu P, pak mizeme funkci
[ vyjadiit jako f = f(®71) = f(a!,... 2"), kde (z},...,2") = ®(Q),Q € Up.

Kftivkou na varieté rozumime diferencovatelné zobrazeni ~, které zobrazuje
z R do variety, tedy

v:R—= M.

Méame-li tedy otevieny interval I C R, pak v(t), kde t € I, je bod P € M. Diky
lokalni mapé (Up,®) vsak kiivku v(¢) mizeme popsat funkcemi (z!(¢), ..., z"(t)).

1.4 Vektory a vektorova pole na varietach

Jelikoz jsme kiivkou definovali diferencovatelné zobrazeni v, mizeme jej de-
rivovat podle parametru. Tato derivace v bodé potom vlastné predstavuje tecny
vektor k dané kiivce v daném bodé. Symbolicky tedy

d
Wthte I CR = —l(to) € Tu(M),
kde v(tp) = m € M je bod variety a T,,(M) je tzv. tecny prostor variety M
v bodé m, tedy mnozina vSech tecnych vektorti v bodé m. Je namisté upresnit,
ze s takovouto definici jsou vektory vlastné tiidami ekvivalence krivek, jelikoz
danym bodem prochéazi nekonecné mnoho krivek se stejnym teénym vektorem.



Uvedeme jesté jeden ekvivalentni zpiisob zavedeni vektorti na varieté. Teénym
vektorem v bodé m € M lze definovat zobrazeni na funkcich takové, ze

v : C®(M) — R je tecnym vektorem, pokud

v(fg) = v(f)g(m) +v(g)f(m) (1.3)
v(f) =v(g), pokud U C M, fiv = g 1.4
v(af +bg) =av(f)+bv(g),Va,beR.

Hladké funkce C*°(M) vsak tvori vektorovy prostor nekonec¢né dimenze a i di-
menze prostoru vektori je nekonecna. Existuje ale néasledujici véta, kterou uve-
deme bez dikazu.

Véta 1. dim(T,,(M)) = dim(M) = n.

7 této formulace plyne, ze vektory lze chapat jako zobrazeni na funkcich. Tuto
ideu nyni zkusime aplikovat v predeslé definici vektori, coz nam pomiize pochopit
definici bazovych vektori v te¢ném prostoru.

Méjme nyni hladkou funkei f na varieté M a ktivku 7(t), jejiz derivace v bodé
m definuje teény vektor v. Funkce f((t)) je tak restrikce funkce f podél kiivky.
Tuto funkci tak v bodé m mutzeme derivovat podle parametru ¢, coz lze taky
chapat jako akci vektoru v na funkci f. Protoze v okoli bodu m lze zavést lokalni
mapu, lze také vyjadiit kfivku pomoci funkei (), jak bylo popséno vyse. Celkové

_ of (m
dt (m) =v(f) = ZZ: (Ml dt 83:’

Jelikoz funkce f muze byt zcela libovolna, mizeme si ji v daném vyrazu
,odmyslet“ a dostaneme tak

;0
V= Zv ¥ (1.6)

> tvori bazi te¢ného pro-

o o
7 tohoto vyjadreni plyne, ze systém [ —,..., =——
ox! ox"

storu T, (M).

1.4.1 Tecny bandl

Tecény bandl T'M je definovan jako sjednoceni tecnych prostort pres vSechny
body m variety M, tedy|

TM= |J Tn(M

meM

Plati, ze TM je také varieta a zaroveri, pokud dim(M) = n, tak dim(T M) = 2n.

6 Zcela analogicky je definovan koteény bandl.



Pro libovolny bod R € T'M plati, Ze jednoznac¢né urcuje vektor v a bod m vari-
ety tak, ze v € T,,,(M). Diky lokalni mapé (souradnicim) muzeme bod m vyjadrit

jako n-tici (2!, ..., 2™) a vektor v jako n-tici (v!, ... v™), coZ jsou jeho soufadnice
N (2. 0 . .. e
vici lokalni bazi | —,..., = |. Bod N pak mizeme pfirozené vyjadrit jako
ox! oxm
(xt, . 2ot o).

1.4.2 Vektorové pole

Vektorové pole X je hladké zobrazeni

X : M — TM takové, ze

X(m) e TM = me MaX(m)eT,(M).
Tato identifikace je mozna diky definici projekéniho zobrazeni

m:TM — M, kde

X)) =m <= veT,(M), kde R = (z,... 2", 0", ... ,0") = (m,v).
Z tohoto je také vidét, ze pro projekci plati nasledujici identita[]
moX = Idy. (1.7)

Stejné tak jako vektor je zobrazeni na funkcich, muze i vektorové pole ptisobit
na funkce, pricemz

VfeC®(M): XfelC®(M).
Konkrétné definujeme zobrazeni X f nasledovné.

Definice 3. Je-li X vektorové pole na varieté M, f € C*°(M), pak pro libovolny
bod m € M je

X f(m) = X(m)(f)

Pomoci této definice lze pro vektorové pole dokazat analogicky vztah vztahu

3.

Lemma 1. Je-li X vektorové pole na varieté M, f,g € C*°(M), potom

X(fg) = (X(f)(g) + (X(g)(f)- (1.8)
Dikaz. Ym e M :

X(fg)(m) = X(m)(fg)(m) = (X(m)(f))(g)(m) + (X(m)(9))(f)(m) =
= (X[)(m)g(m) + (Xg)(m)f(m) = [(Xf)gl(m) + =

7 Zobrazen{ Idg znaci identitu na prostoru .
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Vzhledem k tomu, Ze vektorové pole je hladkym zobrazenim, indukuje na va-
rieté tzv. integralni kﬁvkyﬁ Lze tici, ze () je integralni krivka vektorového pole
X, jestlize derivace kiivky v v bodé m podle ¢, coz je tecny vektor dané krivky
v m, je totozny s X(m) pro kazdé t € I, I C R. Plati, ze kazdym bodem vari-
ety prochazi néjaka integralni kiivka. Protoze tyto kfivky tedy pokryvaji celou
varietu, mize byt pomoci nich definovano zobrazeni variety na sebe samu. Toto
zobrazeni

o: I xM— M,
které definuje pro kazdé t € I zobrazeni
P M— M
predpisem
¢'(m) = 7(t) kde 7(0) = m
a zobrazeni

Om I — M,
dm(t) = (1), kde opét (0) = m.

Zobrazeni ¢! se nazyva tok vektorového pole X. Z vlastnosti FeSeni obycejnych
diferencialnich rovnic plyne, ze

¢t o ¢s — ¢t+s.

Toto zobrazeni lze kromé , prenosu bodi“ na varieté vyuzit i k definici pfenosu
dalsich objekti. Dale tedy definujeme zobrazeni push-forward vektortu a pull-back
1-forem. Zobrazeni

(qﬁﬁn)* :T,M — T¢m(t)M,

nazveme push-forward vektoru. Jinak Feceno, zobrazeni ¢! je vlastné integralni
kiivkou vektorového pole X, kterd prochéz{ bodem m. Zobrazeni (¢! ), potom
zobrazuje vektory z teéného prostoru variety M v bodé m, na tecné vektory
kiivky ¢,, v bodé t. Toto zobrazeni nam tak vlastné dava tecné vektory podél
kiivky ¢,,. Neboli plati, ze

- (5)

Zobrazeni push-forwardu (a tim padem i pull-backu) definujeme jesté trochu obec-
ng&ji. Pull-back 1-forem se totiz definuje jakd’|

(0" e)(v) = a(9.(v)). (1.10)

Poznamenejme, ze vektorové pole se nazyva upiné, pokud jeho tok ma pro-
dlouzeni na celé R D 1. Je znamo, ze na kompaktni varieté je kazdé vektorové
pole tplné, viz [9].

d
X(6h) = 500 . (1.9

8 Tento pojem v dalsi kapitole jesté explicitné definujeme.
9 Pro prehlednost bez explicitni specifikace bod1i.
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1.4.3 Doplnéni k push-forwardu

Zde definujeme push-forward jakoukoliv difeomorfni funkci. Dokonce jej mii-
zeme definovat mezi libovolnymi difeomorfnimi hladkymi varietami M a N.

Definice 4. Méjme F : M — N difeomorfismus mezi varietami M a N. Potom
zobrazeni

Fon : ToM = TrnN,
které definujeme predpisem
ForVi (f) = v (f o F),

nazveme push-forward vektoru v,, zobrazenim F.
Zaroven pro push-forward slozenym zobrazenim pozadujeme

(F o G)*m = I'«G(m) © G*m
1w e d
Intermezzo 1. Specialné, pokud F' = v je kiivka na M a v, = ,

dt
potom

d d

1.5 Formy na varietach

1-formou v bodé m variety M nazveme linedrni zobrazeni
a:T,(M)—R.

7, obecnych definic souc¢tu zobrazeni a nasobeni zobrazeni skalarem, jsou-li
a B 1-formy a £ € R, pak

(a+B)(v) = a(v)+B(v) (1.11)
(E)(v) = ga(v). (1.12)
Z toho plyne, ze formy v bodé m variety M tvori vektorovy prostor. Tento prostor

se znaci T (M) a nazyva se kotecny prostor.
Ted se podivejme na vyraz a(v). Tento vyraz znamend, ze mame danu kon-
krétni formu a, kterou vyhodnocujeme na rtznych vektorech, zde na vektoru v.
Stejné tak ale mizeme drzet konstantni vektor v a za proménnou brat formy,

které na ném budeme vyhodnocovat. To bychom zapsali jako v(a), tedy vektor
v vyhodnoceny na formé «, coz definujeme

via) = a(v). (1.13)
Tim je role vektort a forem symetrizovana, coz nam dovoluje zavést nové oznaceni
(a,v) =v(a) = a(v), (1.14)

cemuz se 1ika ziZeni vektoru a formy. Nyni budeme chtit nalézt bazi forem na va-
rieté, predtim se ale znovu podivame na totalni diferencial funkce.
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Totalni diferencial df funkce f je v diferencialni geometrii definovan jako

(df,v) =v(f) :Zvigji. (1.15)

i

Nyni nalezneme bazi forem. Mé&me bézi (ey,...,e,) vektoru v T,,(M). Lze
definovat tzv. dudini baz{l| forem k bézi (ey,...,e,) v T5 (M), (€',...,€") tak,
aby platilo

(€', e;) = 0L (1.16)

1.5.1 Diferencialni formy a jejich dualni baze

Pouzitim vztahu (1.15)), kde za f dosadime pfimo funkce souradnicovych ¢ar
z' a za vektor v dosadime bézové vektory v T,,(M), dostaneme

;0 ox’ ;
(', 50! = a7 — 0

Je tedy vidét, ze systém (dz?, ..., dx"™) tvoii dudlni bazi tzv. diferencidlnich fo-
remp’] které vzapéti zavedeme.

Definice 5. Necht A(T*M) oznacuje tzv. vnéjsi algebru kote¢ného bandlu, viz
napi. [7]. Potom libovolné hladké zobrazeni

w:M—= ANT*M),
které (tudiz) lze obecné vyjadrit jako

w= >  wdd, (1.17)

kde w; € C*(M) apro I = {u,...,1,} je de! = daz A --- A da™, nazveme
diferencidlni formou na M. Navic, je-li |[I| = k € {1,...,n}, nazyvame ji dife-
rencialni k-formou na M. Prostor vSech diferencidlnich k-forem na M budeme
znadit E*(M).

Definice 6. Necht F : M — M je difeomorfismus. Pak definujeme pull-back
diferencialni formy w na M predpisem

Fiw)= Y (w0 F)F;(da), (1.18)
Ic{1,..,n}
kde
Fr(de”) = EFX (da") A -+ A FX(da'™) (1.19)

a B (dx") =d(z' o F).

4 Tedy a = €.
® Témito definicemi a vztahy jsme tak preciznéji odiivodnili vztah (1.2) a zéroven jej rozsi¥ili
i na funkce na varieté.
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1.5.2 Pull-back 1-forem

V této casti uvedeme priklad na pull-back 1-forem, kterym demonstrujeme
aplikaci vzorce ((1.10)), byt by vypocet pomoci Definice |§] byl snazsi. Predpoklé-
dejme, ze mame formu

v = (dz)* + (dy)*,
kde napriklad

1
(dx)25dx®dx:§(dx®dx+dx®dx).

Formu v tvori 1-formy prislusejici kartézskym souradnicovym caram. Budeme
chtit na zadkladé predchéazejicich definic vyjadrit formy (dm)2 , (dy)2 jako kombi-
naci 1-forem prislusejicich polarnim souradnicovym ¢aram.(Poznamenejme vsak,
ze cely vypocet se zjednodusi, vime-li, ze pull-back a diferenciél jsou zdménné.)
Nage varieta je tedy M = R?. Necht zobrazeni ¢ je definovano

¢ (ryp) — (reosp, rsing),

jde tedy o zobrazeni

R[r, ] — R?[x,y].
V tomto prikladu budeme chtit spocitat

¢ ((dz)” + (dy)*) .
Jesté musime definovat prenos kvadratu formy. Konkrétné

¢*(dz)? = (¢*dz)?.
Spole¢né s defini¢nim vztahem dostavame

¢ ((de)* + (dy)*) = (¢"dw)” + (¢"dy)”.
Ulohu tak miZeme vy¥esit pro obé 1-formy zvlagt. Nejprve se podivejme na 1-
-formu dx. Jelikoz pfenosem dostaneme formu ve vychozim prostoru, miizeme ji
vyjadrit v taméjsi bazi. Proto
¢*(dx) = adr + pde.

Musime najit koeficienty « a 3. Pro to sta¢i pozorovani

i (2 a2 o\ _ i dp_
¢"(dz) (87’) = adr (87") pdy <8r> ~Yar * ar "

o o o d d
tan) () =aar ()« e (g ) =i+ 95 =5

Diky tomu miuzeme dle definic pocitat
. o o
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o
Vyraz (gb*a) je vektor, ¢ili zobrazeni na funkcich. Zkusime tedy timto vyrazem
r

zapusobit na testovaci funkci.
O\ 1_ 0 rou_ (050 )0 (05, \0o
<¢*(’9r> ()= 8r(f ¢) = <8w ¢> or + <8y ¢> or

o o
= [cosgp (895) + sing (83;)] foo.
o\ 13) 13)
qﬁ*a = cosp s + sinp By

o = Cosp.

Odtud tedy plyne

coz dava

Stejné pro koeficient 5 dostaneme

p= <¢*dxaa<p> =dx (@;@) =dx (—rsz'ngoaax + rcosgoﬁy) = —Tsing.
Nyni zbyva vytesit pull-back formy dy. Stejné jako v predchozim lze vyjadrit

¢*(dy) = ¢dr + nde,

potom

. o o o .0 .
¢ =o¢"dy (31“) =dy <¢*8r> =dy (cosgoax + smg08y> = Siny,

. 0 0 . 0
n=¢"dy (8@) =dy <¢*8§0> =dy (—Tsmgoax + Tcosgoay> = rcosyp.

Nakonec tudiz obdrzime

¢"(v) = (dr)* + r*(dg)”.

1.6 Vnéjsi diferencial
Definice 7. Je-li w diferencialni k-forma na M a Xy, ..., Xy je k+1 vektorovych
poli na M, pak definujme

dw (X, ..., X;) = i(_wxi(w(xo, o XK LX)

=0
(D) (X, X X XKy X X)),

i<j
kde )/(\, znamend vynechani prislusného pole, tedy
wXo, ., Xy X)) = w(Xos - X1, X Xg)
Operator
d: E¥(M) — EMY(M),

nazveme vnéjsim diferencialem.
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Intermezzo 2. Ukazeme, Ze tato definice alespon v pripadé O-formy, tedy
funkce, dava ocekdvany vysledek.
Mgéjme f € C*°(M). Podle predchozi definice je

af (X) =X/,
Specialné napriklad df 383> = gf;
x x

Zaroven protoze df je 1-forma, mizeme psat df = 3 o;da’, potom
i

—Zaldx< ) ¥y =

Celkem tedy

0
r=y Lar,

i

jak jsme uvedli v

1.7 Komutator vektorovych poli

Definice 8. Méjme vektorova pole X a Y na varieté M. Pak definujeme komu-
tator [e, 8] pole X a Y jako

X, Y] =XY - YX.

Tato definice plati ve smyslu rovnosti zobrazeni. Pokud tedy mame hladkou funkci
f na M, je tfeba ji chapat ve smyslu

(X, Y]f = X(Y[f) = Y(X[).

Intermezzo 3. Nyni se podivame na komutéator v lokalnich souradnicich. Bu-
deme pritom pouzivat Einsteinovu sumacni konvenci. Méjme na varieté M
vektorova pole X a Y, které v okoli libovolného bodu vyjadiime pomoci lo-

kalnich soufadnic z* jako X = X'— = X'8;, Y = Y9, stejné tak hladkou

Az
funkci f na M jako funkci . Pak

X, Y = X°0; (Y/0;) f = YI0; (X'0;) f = (X'0:(Y7)d; — YI0,(X")a) f,
¢ili pak mtizeme psat

X, Y] = X'0;(Y"d; — Y70,(X");.
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2. Zaklady hamiltonovskych
systému na symplektickych
varietach

V této kapitole jiz definujeme opét o néco pokrocilejsi pojmy, které budou
dulezité v Liouvillové—Arnoldové vété. Predpokladame znalost vnéjsi algebry vek-
torového prostoru i vnéjsiho soucinu.

2.1 Varieta a symplekticka 2-forma

Definice 9. Bilinearni 2-formu w na vektorovém prostoru nazveme symplektickou
2-formou (zkrdcené symplektickou formou), jestlize w je antisymetrickd a nede-
generovana.

Definice 10. Necht M je varieta. Dvojici (M, w) nazveme symplektickou vari-
etou, pokud w je uzaviend diferencialni 2-forma a v kazdém bodé m € M je
W TypM x T, M — R symplektickd 2-forma. Formu w nazyvame také sym-
plektickou 2-formou.

Intermezzo 4. M¢jme hladké funkce f a g. Vlastnosti w z predchozich definice

lze shrnout nasledovné.'®

WX, fY1+9Y2) = fwu(X) Y1) + gw(X,Y2),
w(X)Y) = —w(Y,X), )
dw = 0. (2.3)

Nedegenerovanost znamena

IX € TM VY € TM : w(X,Y) =0 = X = 0. (2.4)

Definice 11. Zobrazeni
low : TM — T M,
definované predpisem
ixw = w(X, o), (2.5)
nazveme vlozeni pole X do w.

Véta 2 (Darbouxova). Necht (M,w) je symplektickd varieta a = bod na M.
Pak existuje okoli U bodu x a soutadnice (¢*,...,q", p1,-..,pn) tak, Ze formu w
mauzeme vyjddrit lokdlné
Wy = Z dg' A dp; = dg* A dp;,
i=1
tj. v tzv. standardni forme.

0Bilinearita plyne kombinaci (2.1)) a (2.2)).
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Diikaz Véty 2. Ctenaf mize nalézt napiiklad v [5]. Q. E. D.

Symplektickou formu w lze tedy v okoli kazdého bodu m variety definovat sym-
plektickou formou w,, vyjadrenou ve standardni formé vic¢i néjaké bazi na okoli
bodu m.

Definice 12. Symplektickou formu w nazveme ezaktni, pokud existuje forma 6
tak, ze w = d#.

Intermezzo 5. Spise pro zajimavost nyni udélame kratkou odbocku pro diikaz
zajimavého tvrzeni, které vsak svou naplni stoji (ponékud) mimo dosavadni
text.

Tvrzeni 1. Necht (M,w) je symplektickd a kompaktni varieta. Pak w neni
exaktni.

Diikaz tvrzeni 1. Protoze M je kompaktni, pak jisté existuje
/w/\n7
M

tzv. objem, ktery je navic nenulovy. Pro spor predpokladejme, Ze w je exaktni.
Potom

11
0 # /wm = /d9 AN = /d («9 A w/\(”’l)) = / 6 AW N =0,
M M M OM=0

kde jsme v predposledni rovnosti vyuzili Stokesovu vétu. Q. E. D.

2.2 Hamiltonovsky systém a dynamika

Definice 13. Bud (M,w) symplekticka varieta a H : M — R je funkce. Po-
tom (M, w, H) nazyvame hamiltonovskym systémem. Takovéto funkci odpovida
na symplektické varieté vektorové pole Xy, pricemz toto pole musi splnovat rov-

nici?
ix,w=dH. (2.6)

Je dobré si ihned vSimnout, ze vyse uvedena rovnice definujici vektorové pole
Xy dané funkci H urcuje jen algebraické podminky. Na néjakém okoli U libovol-
ného bodu m variety M totiz diky lokalni mapé mame

w = Z dqi A dp;,

" (OH OH

dH = p d P )
2 (3611 U p)
i=1

i=1 Op;

(9 )
Xy =5 (0,2 45,2 ). 2.7
i=3 (s +ian) 2.)

dqi +
U

HProtoze dw = 0.
12 7de sice pod funkei H mame implicitné na mysli Hamiltonovu funkci, oviem tato definice
plati obecné pro libovolnou f € C*(M).
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Pak diky definici vnéjsiho soucinu, kterou zde alespon jednou explicitné pripo-
meneme

dq’' Adp; = dg' ® dp; — dp; ® dd’,

nasledné dostaneme

ixpw=w(Xy,o) = Z(dq ® dp; — dpi®dqi) (Xm, o) =

7

=2 (dg’ (Xur) dpi (o) — dp; (Xg) dg’ () = 3 (asdp; — bidq’)

Celkové tedy mame pro pole Xy dany algebraické podminky

OH 0OH
;= 7 by = ———| . 2.8
Y oply 99" lu (2:8)

Definice 14. Rekneme, Ze kiivka (trajektorie) v : I — M fesi Hamiltonovy
pohybové rovnice, pokud je integralni kiivkou Hamiltonova pole Xy, tj.

dy

=X 2.9
p” H- (2.9)

Podivejme se na konsekvenci definice vyse prepisem do lokdalnich souradnic.
Méjme na varieté M hamiltonovské vektorové pole, pri¢emz rovnici ([2.9)) napi-
seme v lokalnich soutadnicich na okoli U néjakého bodu m variety M. Ktivka ~
m4 v lokdlnich soufadnicich tvar v(t) = (¢*(t), ..., q"(t),pi(t), ..., pa(t)). Celkove

_(dd"  dg" dpy  dpn
a7 dt dt U dt

z”: ) dpi o
= \ dt 9¢' dt op; | v
Porovnanim téchto sum dostaneme

dg'|  OH
dt lv  Ipilu

dt |y
o OH
vdq  Og

Ez<

=1

)
Opi vOp; )

_OH
qu U

dp;
dt |y

¢imz jsme skutecné dostali Hamiltonovy kanonické rovnice zndmé z mechaniky.
Definice 15. Méjme funkce f, g na varieté M. Potom zobrazeni

{£.9} = w(Xp, X,) = ix, (ix,w) (2.10)
nazveme Poissonovou zavorkou funkci f a g.

Opét se pro lepsi porozuméni muzeme podivat na Poissonovy zavorky v dané
lokalni mapé variety. Jestlize mame na okoli libovolného bodu m variety M lo-
kalni mapu s takovymi soufadnicemi (¢°, p;) tak, aby

w= qui/\dpi

=1
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a mame-li na M definované funkce f, g, pak jejich vektorova pole na okoli bodu
m jsou

n 8 Of 8
Z<8p23q 3q"3pi>’

=1

" dg 0O
g Z((?pzaq (961"3191-)'

=1

X

Diky tomu pro libovolny bod m z okoli bodu m méame
{1, 9}(m) = win (X¢ (M), Xy (1)) = Y dg’ A dpi (X(11), Xy () =

=1
&~ [90fdg Of dg .
_Z<8pi dq g’ Op; ().

=1

7 toho také plynou tzv. fundamentdlni Poissonovy zdvorky

{qi’ qj} =0, {pi>pj} =0, {qivpj} = _5; (2'11>

Véta 3 (Vlastnosti Poissonovych zavorek). Méjme funkce f a g na varieté M,
Xy Hamiltonovské vektorové pole. Pak Poissonova zavorka splnuje E

{f,97 =9/} (2.12)
{f,9} =X,f (2.13)
Xirgy = —[X5 Xy (2.14)
{f,gh} = g{f,h} + h{f, g} (2.15)
0={{f, g}, 0} +{{h. ft. gt +{{g.h}, [} (2.16)

Diikaz véty 3. Vlastnost (2.12) plyne primo z definice Poissonovy zavorky diky
antisymetrii symplektické formy.
Pro ukézani platnosti rovnosti (2.13|) poéitejme

1.9} = ix,(ix,w) = ix,df = (df,X,) = X, f.
Nyni ke vztahu (2.14). Zde uzijeme vlastnost uzavienosti symplektické formy
a definici vnéjstho diferencidlu. Pro kazdou f,g € C>®(M) a Z vektorové pole
na M je
0 = dw(X},X,,Z) = X0 (X, Z) — Xy (Xp, Z) + Zeo (X5, X,) —
—W ([Xf’ Xg]v Z) tw ([Xf7 Z]v Xg) —Ww ([ng Z]? Xf) =
— X, (dg. Z) — X,(df,Z) + Z0d].X,) + iz (X5, X,) — (dg,[X,, 7)) +
+df,[Xy, Z]) = Xy (Zg) = Xy (Zf) + Z(Xyf) +izw ([Xp, Xy]) —
—[Xy, Z]g + [Xg, Z]f = Xy (Zg) + izw ([Xf, Xy]) — [Xy, Z]g =
= izw ([Xp, Xg]) + Z(Xy9) = —Z{f, g} + izw (X}, X,]) .

Tedy dostavame

Z{f, g} =izw ([Xf, X,]) = d{f,9}Z = Xf xg]w( ) VZ =
= d{f,g} - _Z[Xf,Xg]w = X{f,g} = _[Xf>Xg]'

13 Vztah (2.16)) se nazyva Jacobiho identita.

18



Pro diikaz vlastnosti , cili ,leibnizovskosti®“ provedeme nejprve pomocny
vypocet
w (Xgn, Z) = (d(gh), Z) = h{dg,Z) + g(dh, Z) = hw (Xy, Z) + gw (X}, Z) =
=w (hXy,Z) +w (gXp,Z) = Xy, = hX, + gX,.
Diky tomuto vysledku a jiz dokdzanym vztahiim a (2.13) mdme
w (X 2) = w (—[Xy, Xgp], 2) = w ([BX, + g%, X ], Z) =
= w (h[Xg, Xs] = Xph (Xg) + g[Xn,Xy] = X9 (Xn), Z) =
= w (hx{fg} +{f, X + X gy + {9} X0, B) =
= w (Xngrgy + Xgirn, 2) =
= Xiron = Xnfroy + Xoprny =
— {f.gh} = M{f, 9} + 9{f, h}.
A konec¢né dikaz Jacobiho identity
(. 9h. 1+ ({0 f).0} + (Lo, P £} =
= Xyl = Xpnpg — Xgmy [ =
= [va Xg]h + [thXf]g + [Xg>Xh]f =
=X Xgh — X, Xh + X, X9 — X Xpg + X Xy f — X X, f =
= Xy ({hs g} — {9, h}) + X, (L, B} = (o 1)+ X (g, F} — {F 1) =
= —2(Xp{g, h} + Xg{h, [} + Xn{f,9}) =
= —2{{g, h}f} —2{{h. f}. 9} = 2{{/, 9}, h}

Prevedenim pravé strany na stranu levou a vydélenim danym nasobkem dosté-
vame zminénou identitu z tvrzeni, ¢imz je dikaz véty dokoncen. Q. E. D.

Definice 16. Dvojici (P, {e,e}), kde P je komutativni a asociativni algebrou,
nazveme Poissonovou algebrou, pokud {e, e} spliuje Leibnizovo a Jacobiho pra-
vidlo. (Viz [5].)

Pokud méme (M,w) symplektickou varietu, pak diky vlastnostem Poisso-
novych zévorek, dvojice (C*°(M), {e,e}), kde {e, e} je Poissonova zavorka, je
Poissonova algebra, jak jsme dokazali v predchozi véte.

Definice 17. Funkci f : M — R nazveme integralem pohybu hamiltonovského
systému (M, w, H), jestlize

{f,H} =0. (2.17)
Nyni je uz snadné formulovat a elegantné dokéazat nésledujici vétu.

Véta 4 (O integralech pohybu). Jestlize f na souvislé varieté M je integrdlem
pohybu hamiltonovského systému (M,w, H) a krivka v 7esi Hamiltonovy pohybové
rovnice, pak

f o~ = const.
Dikaz vety 4. Pocitejme

d d
Efo')/:')/* (dt)f:XHf:{.ﬂH}:O
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3. Liouvillova—Arnoldova véta

Pred znénim samotné véty uvedeme jesté tii dilezité definice.

Definice 18. Rekneme, 7e funkce f a g jsou v involuci, jestlize jejich Poissonova
zavorka je nulova.

Definice 19. Méjme n funkei f; na varieté M. Rekneme, Ze jsou navzajem line-
arné nezavislé, jestlize jsou linearné nezavislé 1-formy df; v kazdém bodé M.

Definice 20. Méjme n linedrné nezavislych vektorta vy, ..., v, € R". Pak mno-
Zina

n
K = K(Vl,...,Vn) = {Zaivi a; € Z}
i=1
se nazyva mriz.

V této kapitole bude pro nés torem varieta R"/K, kde K je libovolnd mfiz
v R™. Liouville a Arnold dokazali, ze pokud mame hamiltonovsky systém s n
stupni volnosti (tedy fazovy prostor dimenze 2n) a pokud zndme alespon n inte-
gralt pohybu, které jsou navzajem v involuci, pak je dany systém ,FeSitelny“ ve
smyslu nésledujici véty.

Ctenéfi pred ¢tenfm dikazu Véty |5 doporucujeme nejprve piecist kapitolu
Dodatky.

Véta 5 (Liouvillova—Arnoldova). Predpokladejme, Ze zname n funkci f;, které
jsou po dvou v involuci na variete dimenze 2n. UvazZme vrstevnici funkci f;, tedy

Mi={zeM]|filx)=c,ie{l,...,n}}
Zdaroven necht jsou vsechny tyto funkce na My linedrné nezdvislé. Potom
I My je hladkd varieta.

II. Pokud je My kompaktni a souvisld, pak je difeomorfni n-dimenziondlnimu
toru T".

III. Tok generovany Hamiltonovou funkci H na My urcuje periodicky pohyb.
IV. Systém popsany Hamiltonovo kanonickymi rovnicemi je integrabilni.

Dikaz Véty [5| rozdélime do nékolika casti. Dokédzeme jen body I, I1, pro body
I11,1V viz [1], str. 279 - 284.

Diikaz cdsti I. Ukazme, ze My je skuteéné varieta. Podle pfedpokladu M je
vrstevnici funkei f;, tedy

filx) =c, YexeM; Vie{l,...,n}
Redefinujme

Fi(z)=fi(r) —¢,=0, YeeM;, Vie{l,...,n}.
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Protoze jsou funkce f; linedrné nezavislé, jsou zrejmé linearné nezavislé i Fj.
Zaroven z linearni nezavislosti plyne

or, o or,

oxl 0Oz ox™

OF, OF,  OF,

det | 92" 02 O™ | () £ 0 i = (ifin, . . ., f7tam)

oF, O0F, oF,

oxt  Ox? ox"
Potom podle véty o implicitnich funkcich existuje okoli U bodu (11, .. ., May)
a okoli U’ bodu (my,...,m,) tak, ze

Viyl,...,y") e U It ...,

T7) €
Fi(zt ..oz gyt ") =0
Fy(zt, ... 2™yt o y") =0

Fo (2t ...yt o y™) = 0.
Pak ' = ¢;(x), i € {1,...,n}, x = (z},...,2"). Navic ¢; : U — R, ¢; €
C>(U). Tedy muzeme zavést

®=(p1,...,0n) : U—=R" coz je difeomorfismus.'*
To ovSsem znamenad, ze dvojice (®,U) tvori lokalni mapu varietylﬂ M dimenze
n. Q. E. D.

Déle v ramci dikazu formulujeme tvrzeni a lemmata, kterymi nakonec dokéa-
zeme Vétu [l

Tvrzeni 2. Na varieté My dimenze n ezistuje n tecnyjch vektorovych poli Xy,,
které spolu navzdjem komutugi, tedy [Xy,, Xy, = 0,4,5 € {1,...,n}. Tato vekto-
rovd pole jsou navzdjem linedrné nezdvisld v kazdém bodé M.

Diikaz Torzent 2. Jak jiz vime, diky tomu, Ze na M; méme definovano jak n
funkei f;, tak i 1-formy df;, mame jednoznacné definovana i vektorova pole Xy,

diky vztahu ({2.6]), tedy
Staci ukazat, ze pravé téchto n vektorovych poli spolu navzajem komutuji a je li-
nearné nezavislych v kazdém bodé variety M. Z predpokladu vime, ze { f;, f;} =

0 Vi,j € {1,...,n}. Diky vztahu (2.13) mame

[XfHij] = _X{fiafj} =-Xy =0,

HFakt, 7e ® je difeomorfismus, je obsahem véty o implicitnich funkecich. (Viz napt. [3].)
15 Jelikoz varieta je charakterizovana moznosti zavedeni lokalnich map.
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jelikoz pro hamiltonovské vektorové pole konstantné nulové funkce plati
ixow = 0,

z ¢ehoz diky nedegenerovanosti w plyne, ze pole Xj je nulové vektorové pole.

Nakonec diky (2.12)) je

Jingmi slovy, v libovolném bodé variety M; urcuje vektorové pole X, takovy
vektor, ze derivace kazdé z funkci f; podél tohoto vektoru v daném bodé je nulova.
Protoze M je definovana jako mnozina, kde jsou f; konstantni, znamena to, zZe
dany vektor musi byt k M; v daném bodé tecnym vektorem.

Linearni nezavislost plyne ze vztahu . Tim je dokézana posledni cast
tvrzeni. Q. E. D.

Lemma 2. Mé&jme n vektorovyjch poli X; a jejich toky ¢t na varieté M dimenze
n. Pak

jinak receno, vektorovad pole spolu komutuji, prave tehdy kdyzZ jejich toky spolu
komutugi.

Ndznak diukazu Lemma 2. Implikaci zprava doleva si ovéiime dvojim derivova-
nim, tedy

. . d
t; tj _ t] t;
b; O¢j —¢j ° ¢ dt;’

t t d
Xiop] =9/ oX; /deja
XiOXj :XjOXi.
Dikaz obracené implikace ¢tenaf nalezne napriklad v [9]. Q. E. D.

Diikaz c¢dsti II. Oznacéme ¢F toky poli X +, na My, predstavujici toky komutuji-
cich poli Xy,. Diky kompaktnosti je M s Gplnd (viz|l]), a proto definiéni obor toku
@l je celé R. Mizeme tedy definovat akci komutativni grupy G = R" na varieté

M (viz Dodatky, Definice
R x My — My, t-m= (¢ o---0g")(m), t=(t1,...,t,) € R"

Plati, ze t - (s - m) = (t +s) - m, o ¢emz se muzeme presveédcit diky komutativité
tokl poli. Pro libovolny bod m variety My a t,s € G jako vysSe je totiz

(t+s)-m= ()" o oghnt™) (m) = (g} 0 g} 00 gl o) (m) =
= (diro---00l) (8100 g) (m) = t- (s m).

Tim jsme ukazali rovnost vyse. Zjevné (z vlastnosti toku)

0-m=m,
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¢imz jsme ovérili oba axiomy akce.
Nyni si vezméme pevny bod my € M. Pak mizeme definovat zobrazeni

T:Rn%Mf, T(t):tmo

Vzhledem k tomu, Ze R™ neni kompaktni, zatimco M; dle pfedpokladu ano,
nemuze byt zobrazeni Y prosté. Proto uvazujme nésledujici definici (viz také
Dodatky, Definice [30)).

Definice 21. Stacionarni grupu bodu mg pro vyse uvazovanou akci ozna¢me jako
I, tj.

F:{tGR"H-mO:mO}.

Pro dalsi bude dilezité ukazat, ze stacionarni grupa I je také diskrétni grupou
v R" (viz Dodatky, Definice . R™ uvazujeme s euklidovskou metrikou.

Jesté pred tim ale ukazme, ze zobrazeni T je lokdlnim difeomorfismem. K tomu
vyuzijeme vétu o inverzni funkci a také toho, ze n uvazovanych navzajem komu-
tujicich vektorovych poli Xy, je zarovenl linearné nezavislych. V lokalni mapé se
souradnicemi (¢',...,¢") na M, mdme

T(t)=T(t,...,t,) = (m',....m") = (fi(t),..., fu(t))
pro vhodné funkce f1,..., f,. Pak platﬂ
oY af; 0
Byl = 2 3{j 8q’’
coz lze zapsat maticové jako
onh . oh
G L @3
oty lu ot, lu of, of,
oty ot,,

Zaroven pro m € U je

oY o

— =T, | — = Xy, )

S =T. (51 ) ) = X5 m
Diky lokéalni mapé mizeme vyjadrit

X (m) = a5

takze mame

ot Oty ! "

det | © | (m) =det #0 (3.3)
Ofn Afn n n
871 GTH ap an

diky linedrni nezavislosti vektorovych poli Xy,. Tudiz existuje V' okoli bodu t
takové, ze Y|y je regularni, coz s pouzitim véty o inverzni funkci dava, ze Y|y je

difeomorfismus.

16 7 znaéi okoli bodu m,
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Nyni se jiz mizeme zamérit na vySe zminéné tvrzeni o stacionarni grupé I'.
Lemma 3. Staciondrni grupa I' je diskrétni grupou.

Diikaz Lemma 3. Mé&jme t € I'. Pro pevny bod my € My je pak t - mg = my.
Predpokladejme, ze I' neni diskrétni grupa. PotomE]

Ve >0 JU.,3t. At :t. e I'NU. :t.-myg=my.

Jinak Teceno, t. a t patii do I' a zaroven jsou si libovolné blizko. To je vsak
ve sporu s tim, Ze na néjakém okoli bodu t je zobrazeni Y difeomorfismem.

Q. E. D.
Déle ukazeme, ze jakakoliv diskrétni podgrupa R” je miiz.
Lemma 4. KazZdd diskrétni podgrupa M v R™ je mriz a kaZda mriZ je diskrétni

grupou.

Diikaz Lemma 4. (Podle [8].) Za¢néme implikaci ,,<=*. Pak pro libovolné x,y €
K (K znadi mfiz), kde x =Y, a;v; ay =3, vy je

x+y=2(ai+ﬁi)vi€}(,

—x =) (—o;)v; €K,

i

0=> 0v,e K.

Z toho je vidét, ze K je podgrupa R"™. Navic

b=yl = min vl

coZ znamena, ze pro n linearné nezavislych vektorﬁ[r_g] v; je pro kazdé x,y € K
norma jejich rozdilu vétsi nez pevné kladné nenulové cislo. Tim padem mfiz je
diskrétni grupou. Nyni k implikaci ,, = “. K tomu jesté definujeme tzv. rovno-
béznosten.

Definice 22. M¢jme n linearné nezavislych vektorii vy, ..., v, € R™. Pak rovno-
béZznosténem nazveme

R(Vla"'avn) = {levz

i=1

Necht tedy M je diskrétni grupa. Nyni ukazeme algoritmus, kterym lze v dis-
krétni grupé vybrat konecnou bazi. Vezméme libovolny vektor y € M takovy,
ze jiz mezi nim a nulou nelezi zadny dalsi vektor z grupy. Polozme v, = y. Ite-
rujme pro vSechna i € {1,...,n}. Pfedpokladejme, Ze jsme jiz vybrali vy, ..., v;.
Zvolme y ¢ LO{vy,... ,Vj}F_gI Nyni vezméme rovnobéznostén R (vy,...,V;,y).
Pak jisté toto R obsahuje alespon jeden prvek grupy (konkrétné y) a obsahuje

17 U, znaéi néjaké okoli t.
18 Takze kazdy z nich je mimo jiné nenulovym vektorem.
19 LO znaéf linearni obal vektorti.
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kone¢né mnoho prvki grupy diky kompaktnosti R (vy,...,v;,y). Tudiz mizeme
vybrat vektor z € R(vy,...,v;,y) \ LO{vi,...,v;} takovy, 2"
p(z,LO (v1,...,v;)) je co nejmensi.
Pak polozme v;;; = z.
Nyni ukazeme, ze algoritmus popsany vyse dava bazi vy ..., v, grupy. Zjevné
v; € R" jsou linearné nezavislé diky algoritmu, kterym jsme je vybrali. Zbyva
ukazat, ze

M C {Z T;V;

Necht z = Y z;v; je libovolny prvek grupy M, kde z; € R. Oznacme z' =
Y|z |vi € K. Potom

z—7 =) (z—|z]) v

Ukazme, Ze pak musi byt z; € Z. Vyjadireme
z—72 = (2, — |20]) Vi + LO{vy, ..., v, 1}.

Jinak Tec¢eno prvek z — z’ lezi v linedrnim obalu vektoru vy, ...,v,_1 a vektoru
Vy, kde 0 < z; — | z;| < 1. Déle

p(z—2',LO{v1,...,Vn1}) = (20 — |20)) ||Vall,

jelikoz piislusna vzdalenost je normou orthogonalni komponenty z — z’ vuci
LO{vy,...,v,_1}, coz je presné vyraz vysSe. Zaroven

p Vi, LO{v1, ..., v_1}) = ||Vall-

Pak plati

p (Z - Zlv LO{V17 s 7Vn71}) <p (Vn7 LO{Vh s 7V7L71}) .
Jenze vektor v, byl vybran jako nejbliz§i vektor k roviné LO{vy,...,v, 1},
a proto z — z’ musi byt prvkem LO{vy,...,v,_1}. Proto z, — |z,| = 0, a tudiz
zp € Z. Opakovanim vyse uvedeného postupu pro z = z—z;v; € LO{vy,...,v; 1}
pro vsechna 1 < ¢ < n dostaneme, ze vSechny koeficienty z; pro j € {1,...,n}
jsou cela cisla, tj. z € M. Q. E. D.

Nyni ukazme, ze uvazovana akce - : R" x My — M je tranzitivni. Pro to
stac¢i ukazat, ze T je surjektivni. Necht m € ImY a m je néjaky vzor bodu m.
Dle pfedchoziho je T lokélni difeomorfismus, existuje tedy okoli U”, ze T, , je
difeomorfismus. Specidlné Y(U"”) je okoli m. Takze jsme nasli oteviené okoli mn,
tudiz Im7 je otevieny. Protoze M je sjednocenim orbit (viz Dodatky) a jak jsme
nyni dokdzali, kazda orbita je oteviend, plyne z piredpokladu souvislosti My, Ze
tato orbita je jedina. Timto je tranzitivita akce prokazana.

Dle Véty o tranzitivn{ akci (Dodatky, Vétal6]) je M difeomorfni G/T', kde G =
R™ a I' je mfiz, jak jsme pravé dokazali. To vSak znamend, ze M je difeomorfni
toru dimenze n.

Q. E. D.

Tim jsme jiz dokdzali prvni dva body Véty bl Jsme tak na konci naseho
dikazu.

20 p znaéf vzdalenost, tj. p(x,y) = ||[x — y||-
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4. Piiklady

4.1 Volny pad v homogennim tihovém poli

Méjme hmotny bod o hmotnosti m v homogennim tihovém poli. Jako konfigu-
rac¢ni prostor budeme brat R?, tedy nase varieta v tomto ptipadé je M = T*R? =
R* s kartézskymi soufadnicemi (2!, 22, pi, p2). Hamiltonidn H tohoto hmotného

bodu je pak?]]

a symplekticka forma
w = dz' Adp, + dz? A dp..

Méame tak Ctyri stupné volnosti ve fazovém prostoru. Podle Liouvillovy—Arnol-
dovy véty tak potrebujeme najit dva integraly pohybu. Prvni zachovavajici se
veli¢inou je zfejmé samotny Hamiltonidan a vzhledem k tomu, zZe predpokladdme
ptsobeni tithy pouze ve sméru z?, mizeme piedpokladat, Ze se zachovava p.
Musime spocitat

{plaH};

abychom ovérili, ze p; je skutecéné integralem pohybu hamiltonovského systému

(M,w, H). Proto musime najit vektorova pole prislusejici funkcim p; a H, aby-

chom mohli vyuzit vztah (2.10). Diky vztahum (2.7) a (2.8) miZzeme hned psét
¢ 0 p2 O o o

X —— = — X, = =—.
" m8x1+m3x2+mgap2’ e ot

Tudiz
{p,H} =w(X,,,Xyg) =0.

Nyni, kdyz vime, Ze p; je integralem pohybu hamiltonovského systému (M, w, H),
musime pro splnéni Liouvillovy—Arnoldovy véty urcit podminky linearni nezavis-
losti nalezenych zachovavajicich se funkci p; a H. Proto napisme Jacobiho matici
9l 922 O O 0 —mg ~— —
g Ozt 0x% Opy Opa | m m
Op1 Op Opr Opu o o0 1 ol
oxrl  0x%? Opy Ops

ze které je vidét, ze pro linedrni zavislost funkci p; a H na M musi byt splnény
podminky

py = 0 a zaroven g = 0,

coz je vsak fyzikdlné nezajimavé, nebot bychom neuvazovali gravita¢ni interakci.
V nasem pripadé, s nenulovou hmotnosti hmotného bodu a nenulovou tihou, jsou
tudiz nalezené zachovavajici se funkce vzdy linedrné nezavislé vsude na M.

21 22 neznadi druhou mocninu.
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Protoze jsou vyse zminované funkce zachovavajicimi se velicinami, mizeme si
libovolné zvolit jejich konstantni hodnoty

pi+ 13

2 _ — .0
—mgr” = F, = py,
2m g Pr=>nr1

jejichz konkrétni hodnoty urcuji ve fazovém prostoru varietu, ktera je v tomto
piipadé ,parabolickym korytem*® vzhledem k proménné x%. Poznamenejme, Ze
predpoklad Liouvillovy—Arnoldovy véty (ve znéni Véty [5)) o kompaktnosti M
neni splnén. Pro explicitni ¢asovou zavislost uvazovanych souradnic hmotného
bodu ve fazovém prostoru diky Hamiltonovym kanonickym rovnicim mame

pr da! pa  da? dp1 dp2

7:77 —:77 :77 mgzi

m dt m dt dt dt
Vytesenim této soustavy rovnic dostaneme

p1 = p(1)7
po(t) = mgt,

pO
ot(t) = Lt + A,
m

t2
(1) = £~ + B,
2
kde A, B jsou konstanty, které 1ze v konkrétnim pripadé urc¢it z poc¢atecnich pod-
minek. Kromé toho, diky znalosti integrali pohybu a v daném pripadé a priori
znamym konstantdm F, p?, mizeme urcit

4.2 Dvourozmérny harmonicky oscilator

Uvazujme v tomto pripadé Hamiltonian ve tvaru

2 2
1
p12—;1p2 + §m§22((x1)2 + (I2)2).

H =

Konfigura¢nim prostorem je v tomto pifpadé opét prostor R? a fazovym prostorem
je varieta M = T*R2. Symplektické forma w je stejnd jako v predchézejicim pii-
padé. Zbyva najit integraly pohybu hamiltonovského systému (M, w, H). Stejné
jako u volného padu staci najit dvé zachovavajici se veli¢iny. Prvni z nich je opét
funkce H. Druhou veli¢inou, kterou vezmeme za kandidata je moment hybnosti

L= x2p1 - xlpz-

Analogicky jako v predchozim prikladu plati

p1 O p2 O s 1 O )
Xg=—"-—+"Z2—— —mOW2 — —mQr"—
H max1+m8x2 e op1 m x3p27
X, — 22 15) o 5] 0 0

+ - .
ox! Ox? p23p1 plapg
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Diky vlastnostem symplektické formy w urcime, ze

o 0 o 0
X, X —_ 2 Q2 1 =z 1 Q2 2 i R
w (X, Xg) x’m xw(axl,apl>+xm xw<8x2’8p2> 0

Tim jsme se presvédcili, ze funkce L je integralem pohybu.
Jacobiho matice prislusejici témto dvéma veli¢inam je

mO%t mQ? B2
J = m - m |
—p2 m 2 -t
ze které plynou nésledujici podminky
X-p= 07

m2Q2(x2)2 _p% — 07
m*Q2xta? + p1p2 =0,
MO () — g =0,

které musi byt vSechny zaroven splnény, aby vysSe zminénd matice byla singu-
larni, neboli aby funkce L a H byly linearné zavislé. K tomu dochazi pokud je
(', 2% p1, p2) prvkem podmnoZiny, kterd je prinikem nebo sjednocenim nadro-
vin v T*R2. Mimo jiné jde o mnozinu miry nula na 7T*R? s Lebesgueovou mirou
indukovanou standardnim skaldrnim souc¢inem na tomto prostoru. Jeji blizsi spe-
cifikaci se vénovat nebudeme. Predpoklady Liouvillovy—Arnoldovy véty jsou vné
této podmnoziny splnény, a tak vime, ze pohyb je omezen na varietu difeomorfni
toru T neboli kruznici. Z Hamiltonovych kanonickych rovnic pro ¢asovy vyvoj
mame

P dx? P2 dx? dpy

dPQ
o _ o QZ 1:7 o Q2 2:7'
m dt’ m dt’ m dt’ m dt

Derivovanim prvnich dvou rovnic a dosazenim do zbyvajicich dostaneme
! = 0%z, 22 = —0%2?,

coz jsou rovnice totozné s pohybovou rovnici jednorozmérného harmonického os-
cilatoru. Je znamo, ze jeji integraci dostaneme trajektorii kruznice.
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5. Kepleruv problém a
Runguv—Lenzuv vektor

Z klasické mechaniky je zndmo, zZe tzv. Runguv—-Lenzuv vektor [2]
X
F=pxL-—ma—,
r

kde p je vektor hybnosti hmotného bodu (planety), L = x x p jeho moment
hybnosti, m hmotnost hmotného bodu, x polohovy vektor hmotného bodu vuci
pevnému piitazlivému centru (Slunci), r = ||x|| a a = GMm?je zachovévajici se
veli¢inou Keplerova problému, tedy obéhu planet kolem Slunce. S védomim toho,
ze F se zachovava, cili je integralem pohybu, ukazeme, ze v takovém pripadé
musi byt potencial gravitacni interakce pravé Newtonovym potencidlem a také,

ze 7 néj jiz plyne pohyb po kuzeloseckéch. Postupujeme dle [2], pficemz doplnime
vice podrobnosti.

5.1 Runguav—-Lenziv vektor a Newtonuv poten-
cial
Definujme si Rungiiv-Lenztv vektor v obecnéjsim tvaru, konkrétnd>]
F=pxL+ f(r)x,

kde f je vhodnd funkce na (0, c0). Predpokladejme, ze Hamiltonidn mé v tomto
pripadé tvar

H = ||p||* + W(r),

W (r) je opét vhodna funkce na (0, c0).
Ted se podivejme na podminku, kdy {F, H} = 0. Jelikoz

pxL=px(xxp)=|p|x-(p-x)p,
chceme tudiz spocitat

{lIplP*x — (p - x)p + f(r)x, ||p|[* + W (r)}.
Diky bilinearité Poissonovych zavorek se tento problém redukuje na vypocet
L {I[plP*x. llplI*},

IL {||p]|*x, W(r)},
1L {—(p-x)p,||p|[*},
IV. {—(p-x)p, W (r)},
V. A{f(r)x, [[pl*}
VL {f(r)x, W(r)}.

22 G je Newtonova, gravitaéni konstanta a M hmotnost Slunce.
23 V této ¢asti vynechdme rozmér hmotnosti.
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Postupné nyni vypocitame tyto zavorky, pro ilustraci jak s pouzitim vlastnosti
Poissonovych zavorek, tak véetné jejich vyjadieni v lokalni mapé.

Ad 1. Nejprve se musime vyporadat s tim, Ze v prvnim argumentu mame vektor.
Pro to uzijeme identitu

3
{Ilpl1*x, lIplI*} = >_{Ipl*=" [Ip[I*}.
k=1

Takze pouzitim (2.15) a ,fundamentalnich“ Poissonovych zavorek, tj. (2.11)),
mame

{IIpll?=", lIplI*} = lIpl*{=", lIplI*} + 2" {IIpIl* [IpI*} = [Ipl[*{", [Ip|*} =

3 3 3
=S pIP{e" 07} = DIl {=", pi} = 2> |IpIPpi{a" pi} =
=1 =1 =1

3
= =23 |lp|*pisf = —2[[pl|*pr,
proto

{lIpll*x, [[p[[*} = —2[p|*p.

Ad II. Stejnym postupem bychom samoziejmé mohli dojit k vysledku i v tomto
pripadé, ale pro ukazku jiného postupu a proto, ze v tomto pripadé je snazsi,
pouzijeme pro vypocet tvar Poissonovych zavorek v lokalni mapé. Pak dostaneme

<6HpH2 2" oW (r) _ Ollpl|*z* aW(?")) _

{lIpl[*=" W(r)} = Z

= op; ozt oxt Op;
- OliplPet o) allplPet () o opit dw () o
= Oy ox? =~ Oy dr Oxt ) Op; dr Ozt
3 .
= 22 kA )7“ = 2W’(7")xk—prx.

Celkové pak
{lIpl*%, W ()} = 20" ()2

r

Ad III. Pocitejme

{= - x)ps. lIpII*} = =P - %) > _{pw. 2w} + 2ie{=(p - %), [[p"} =

= —pe _{pa’, ||plI*} = =& >_pi{a’ pjpi} = —2pk > pipi{a’,p;} =
7 2, 2,]
= 2pi||p*.
Proto
{—(p-x)p,|Ip|I*} = 2||p|]*P.
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Ad IV. Opét pocitejme s vyuzitim tvaru Poissonovych zavorek v lokdlni mapé.

{=(P-x)pr, W(r)} = =(p - x){pe, W(r)} + pr{=(p - %), W(r)} =

px, OW Opjx; OW oyt /
(p X)Xi: op: O pk%: op; o — @ XIWI) =W,

tudiz

{=(p-x)p. W(r)} = —(p-x)W'(r)> = W(r)rp

Ad V. Analogicky predchozim je

N —2%<f(r>5§“+xk 3 ) pia =

1,J

= 2 f(r)p;osi - QZx ﬁ“”'ipz 23 f(r)pyok — 2 () 2Tk =
,J J

r

X
ZL‘k,

= —2f(r)px — 2f'(r) 2

cili
U IplPY = =2 (F0p + 22 ()x)

Ad VI. Z Poissonovych zavorek v lokdlni mapé ihned méame

{f(r)x, W(r)} = 0.

Konec¢né tak dochdzime k rovnosti

{IpIPx = (- )p + £(), Il + W(r)} =
= B2 (W) = 2 () x + (= W'(r) = 2/ (1)) p

Pokud chceme, aby Rungtiv—Lenziiv vektor byl integralem pohybu, musi byt
splnény podminky

Wir) =2f'(r), (5.1)

rW'(r) = =2f(r). (5.2)

Jednak vidime, Ze pak je W (r) = 2f(r) +const., a kdyz dosadime z (j5.1)) do ([5.2)),
tak

rf'(r) =—f(r), (5.3)
coz je Eulerova obycejna diferencialni rovnice 1. fadu. Zkusme hledat feseni
ve tvaru f(r) = cr®, kde ¢, € R. Dosazenim do (5.3]) dostaneme

acr® = —cr® = a=—1.

Z toho plyne, zZe f(r) = cr! a tudiZz pro to, aby byl Rungtv-Lenziv vektor
zachovavajici se veli¢inou, musi byt potencial gravitac¢ni interakce Newtonovym
potencidlem, tj. tmérny 7 .
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5.2 Rungtv—Lenziv vektor a pohyb po kuzelo-
seckach
V této casti uz budeme pracovat se zavedenim hmotnosti, takze

F:pr—maf,
r

_pl® o
2m r

H
Vsimnéme si, ze

F.L:(pr—majf)~<x><p>:<p><<x><p>>-<x><p>=
= (Ilpl>x = (p-x)p) - (x x p) = 0.

To znamena, ze F lezi v roviné x.
Jesté urcime

2mao

IF|P=F-F=(pxL) (pxL) (p x L) - x +m?a?. (5.4)

r

Upravami dostaneme

(p X L) ’ (p X L) = Z 6ijlcijk‘Eimnmen = Z Eijkeimnijkmen =

i,3,k,m,n i,5,k,m,n

= kZ (0jmOkn — 0jnOm)pj Lipm Ln = Zk: (pjpjLeLy — pjLjprLy) =
g.kmin 7y
= |lp|P[[LIP* - (p- L)%,

tzv. Lagrangeovu identitu. Zaroven, protoze vime, ze L = x x p je p-L = 0. Déle

x- (px L) =x-(|[p|*x = (p-x)p) = [Ix|P*[Ip|[* - (p-x)*.
Obdobné jako v pifpadé ||p x L||* dostaneme

ILI? = [IxIPlpll* — (P %)™
Dosadime-li dil¢i vysledky do , ziskame

2
1 = [IpIPL” = =S ILIP +m?0” = 2m L] +m?o”.

Jinymi slovy, velikost Rungova—Lenzova vektoru ptimo zavisi na velikosti vektoru
momentu hybnosti a hodnoté Hamiltonianu.
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Nakonec spoc¢téme

F-x=||F||rcos¢ =x-(pxL)—mar=x- (HpHQX —(x- p)p) —mar =
= [[L|* — mar,
kde ¢ je thel sevieny Rungovym-Lenzovym vektorem a privodi¢em hmotného
bodu (planety). Tuto rovnost mizeme prepsat do tvaru
[IL[*
T e (L& — (5.5)
[IF|

——cosp+1
mao

coz je rovnice kuzelosecky v polarnich souradnicich s poc¢atkem v ohnisku.
|IE]

Oznaéme —— = ¢. Parametr ¢ se nazyva numerickd excentricita, jejiz hodnoty
mao

udavaji vysledny typ kuzelosecky. Konkrétné
[. € =0 : kruznice,
II. € € (0,1) : elipsa,
ITI. € =1 : parabola,

IV. € > 1 : hyperbola.

Intermezzo 6. (Podle [6].) Zde ukdzeme zpisob, jak odvodit rovnici (5.5).
Kuzelosecky lze definovat jako rovinné krivky, které maji konstantni pomér
vzdalenosti 7 od daného bodu, neboli ohniska F' a vzdélenosti [ od tzv. ridici
primky d, na niz ohnisko nelezi. Tento pomeér,

.
7=

je pravé onou numerickou excentricitou kuzelosecky.

Obréazek 5.1: K odvozeni rovnice (5.5)). Prevzato z [6], str. 131.
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Tak jak je vyznaCeno na obrézku [6, muZzeme ohniskem vést rovnobézku
s Tidici primkou az do bodu P, kde protne danou kuzelosecku. Vzdalenost
|F'P| = p se nazyva fokdlni parametr kuzelosecky. Z obrazku je také ziejmé, ze

r p
—=——=c.
[ |FD|
Potom
|=|A'F|+|FD| :rcos(ﬂ—go)+]3.
£
Zaroven cos(m — ) = — cos p, takze

r =¢l = —recosp+p,

z ¢ehoz pro r vychazi rovnice

r:#
1+ecosp
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6. Dodatky

Definice 23. M¢&jme I libovolnou indexovou mnozinu. Topologii na M # () na-
zveme libovolny systém 7 podmnozin mnoziny M takovy, ze

I. ),Mer
II. ABerT = ANBer

II. Prokazdéiel, A;em — UA, €T
iel
Prostoru M fikame topologicky prostor.

Definice 24. Necht Y je podmnozina topologického prostoru X. Podilovou to-
pologii na X/Y myslime takovou topologii, v niZ je mnozina U oteviend pravé
tehdy, kdyZz 7=1(U) je oteviend, kde m : X — X/Y je kanonickou projekei.

Definice 25. Dvojici (G,0), kde G je mnozina a o je operace na této mnozing,
nazveme grupou, jestliZeF_z]

[.a,beG = aobeCG
II. (aob)oc=ao(boc) a,bceCG
III. ecG:eca=ace=a VaeG

IV. 3at:a0a'=atloa=e VYaeG

Pokud G je komutativni, tj. x oy = y o x, pak operaci o znac¢ime + a inverzni
prvek =1 oznaé¢ime jako —z, neutralni prvek e jako 0.

Definice 26. Dvojici (P, o) nazveme podgrupou grupy (G, o), jestlize P C G
a (P, o) je grupa.

Definice 27. Necht (X, || ® ||) je normovany prostor. Podgrupu (G, 4) prostoru
X nazveme diskrétni grupou, jestlize

>0Ve,yeG: x4y = ||z —vy|| >e

Definice je opravnéna, nebot X je vektorovy prostor, ktery je grupou vici
operaci s¢itani.

Pokud X a Y jsou Lieovy grupy a Y je uzavienou podgrupou X, pak na topo-
logickém prostoru X/Y s podilovou topologii 1ze jednoznacné definovat strukturu
hladké variety, viz [9]. Poznamenejme, ze Lieovou grupou rozumime hladkou va-
rietu spolu s operacemi grupy o a !, které jsou hladké vzhledem k struktuie
variety.

Definice 28. Akci grupy G na neprazdné mnoziné M nazveme zobrazeni
-G x M — M takové, ze

L gi-(g2-m)=(g10g2) - m
Vgi,90 € G Yme M

II.e-m=m VmeM
24 Zkracend budeme pro grupu (G, o) pouzivat pouze oznacenf G.
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Pro nas bude dilezity pripad, kdy (G, o) = (R", +), pricemz pro
t= (tl,...,tn) E]R"je

t-m=(ty,...,t,) m= P ((d{l(m))),

kde jednotlivé ¢f* budou piedstavovat toky hamiltonovskych poli X i

Definice 29. Méjme grupu (G, o). Akci grupy na mnoziné M nazveme tranzi-
tivni, jestlize
dmge M, Vme M, It G:t-mg=m.
Mnozinu O,,, = {t - my|t € G} nazveme orbitou (prochézejici bodem my).
Pro bod m € M plati, ze m je prvkem O,,, nebot e - m = m. Specidlné,

M je sjednocenim svych orbit. Obdobné snadno lze dokazat, ze orbity jsou bud
totozné, nebo disjunktni.

Definice 30. Stacionarni grupou bodu mg pro akci grupy G na mnoziné¢ M
nazyvame mnozinu ' prvkl t € G, ze t - mg = my.

Nyni ukazeme, ze ' tvori podgrupu G. Jelikoz I' C G je operace o na I’
asociativni. Zbyva ukazat existenci neutralniho a inverzniho prvku a uzavienost
vici o. Zacnéme uzavienosti. Pokud mame t,s € I'; potom

(tos) -mg=t-(s-mg) =t -mg=myg, tj. tosel.

Déle jisté e € T', jelikoz e - mg = mg. Mame-li t € I', tedy t - mg = mg, muzeme
na celou tuto rovnost zaptisobit akei t~*.
t- mo = My / . til
t™h - (t-mg) =t~ myg, aviak
t_l'(t'mo) = (t_10t>'m0:e'm0:m0.
Tim jsme ukdzali, ze t=* € T.
Predpokladejme, ze G je komutativni. Grupa I je pak nezavisla na bodu my,

pokud akee - je tranzitivni. Tento vyrok ovérime nésledovné. Méjme my, mg € My
a néjaka t, tq, s tak, ze

tl-mlzml, tg-m2:m2, S-Mmyp = Ma.
Pak ale
tl'mgztl'(S'ml):S'(tl'm1>:S'm1:m2

A obdobné pro ty - my. Celkem ziskavame, ze grupa I', ktera je podgrupou G je
nezavisla na zvoleném bodu my mnoziny M.

Véta 6 (O tranzitivni akci). Méjme Lieovu grupu (G, o) a jeji tranzitivni akci
na variete M. Necht T' je staciondrni grupou bodu mqo € M. Potom M je difeo-
morfni varieté G/T.
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Diikaz Turzeni 3. Definujme o : G/T" — M vzorcem o([t]) = t - mo. Predpis je
korektni, nebot pro tqg € I'

o([tote]) = (toty) -mo=t-(to-mg) =t -mo=0c([t]).
Pro injektivitu predpokladejme o([t;]) = o([ts]) pro t1,t2 € G. Potom ale
t1 - mp = ta - My,
odkud aplikaci t; ' a pouzitim definice akce obdrzime
(t10ty!) - mg = my.
Odtud z definice stacionarni podgrupy t; oty ! € T, tedy ty,t, se lisf o prvek z T,
tudiz definuji stejny prvek v G/T".

Surjektivita je jen reformulaci definice tranzitivity akce.
Pro dukaz difeomorfnosti zobrazeni o viz [9], str. 123, Véta 3.62. Q. E. D.
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Z.aver

V préaci byly ¢tenari predstaveny potrebné matematické partie pro studium
Hamiltonovy mechaniky z hlediska diferencialni/symplektické geometrie. Doka-
zali jsme dilezité vlastnosti Poissonovych zavorek, jez byly také pouzity v dikazu
Liouvillovy—Arnoldovy véty.

Diikaz vysSe zminéné véty se drzel postupu popsaném v [I], byl vsak prepsén
snad pochopitelnéjsim zptsobem. Mnoho dokazovanych ¢asti bylo oproti ptivodni
literature podrobnéji rozepsano.

V prikladech byl ilustrovan postup vypocti z hlediska symplektické geometrie
a u prikladu volného padu i explicitni urc¢eni konstanty, jinak zavislé na pocatec-
nich podminkach, na a priori znamym hodnotam integralti pohybu.

V kapitole o Rungovu-Lenzovu vektoru jsme ukézali explicitné vypocet New-
tonova potencidlu z Poissonovy zavorky {F, H} a ptreformulovali jej z matema-
ticky pomérné naro¢ného textu, [2], do jednodussi podoby. Nasledné bylo uka-
zano, ze pouze znalost zachovani Rungova—Lenzova vektoru staci k urceni faktu,
ze planety se pohybuji po kuzeloseckach.
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