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Uvod

Budeme se zabyvat pojmem separace parcialnich diferencialnich rovnic. Prin-
cipem této techniky je rozdélit prislusnou parcialni diferencidlni rovnici na vice
jednodussich diferencialnich rovnic, potazmo dokonce rozdélit rovnici az na sou-
stavu obycejnych diferencialnich rovnic. Timto zptisobem obecné nenalezneme
vSechna Teseni zadané rovnice, ale jen tzv. separovana reseni.

Uvazme naptiklad rovnici

0?f  O*f

—5 + 5 =0.

oxr?  OJy?
Jedna se o tzv. Laplaceovu rovnici ve 2 dimenzich. Predpokladejme, ze chceme
najit feseni ve tvaru f = g(z)h(y), kde zépisem g¢(z), resp. h(y) myslime, ze
g je nezavisla na y, resp. h je nezavisla na x. Pfesné zavedeni téchto termini
provedeme v Kapitole 3. Dosazenim do rovnice vyse vznikne

g(x)h(y) N Pg(x)h(y) d%g(x) O*h(y)

Ox? Oy? = h() 0x? +9(z) Oy? =0

Vidime, Ze pro jeji platnost jsou postacujici podminkou nasledujici vztahy

g
0x?

Ph

:0 _— =
Oy?

0. (1)
Tim ziskdme naptiklad separované feseni f = xy. Mizeme vSak do rovnice pridat
libovolnou konstantu k2, kde k € R a rovnici upravit nasledujicim zptisobem

52 f

o

0? 0? 0?
";+ {:: J;+k2f—k2f+
ox dy ox
Po provedeni stejnych tuprav jako vyse dostaneme nasledujici postacujici pod-
minky pro feSeni Laplaceovy rovnice
0? 0?h

g 2 2y _

Tyto rovnice maji za feSeni (mimo jiné) g = sin(kx), resp. h = . Tedy jiné
separované fesen{ Laplaceovy rovnice je f(z,y) = sin(kx)e", coz uz nemusi byt
reseni, které je na prvni pohled patrné. Rozhodné vsak tato funkce neni resenim
soustavy [I]

Nase préace je inspirovana knihou W. Millera (Miller} [1984), v niZ je studovan
Helmholtztv a Laplacetiv operator véetné souradnic, v nichz se separuji. Funda-
mentalnim nastrojem pro urceni téchto souradnic je pojem operatoru symetrie.
Snazili jsme se dodat nezbytné definice, které umoznuji formulovat a dokazat né-
kterad tvrzeni v knize jako véty. V tomto shleddvame jeden z podstatnych prinosi
prace.

V Kapitole 1 vybudujeme zdkladni aparat teorie diferencidlnich operatort
na hladkych varietach. Zjistime, Zze hledani feseni nékterych parcidlnich rovnic
(jako tieba jiz zminéné Laplaceovy rovnice) je vlastné hledanim jadra prislusného



. L 7 7’ . . 7z 2 2
diferencidlniho operatoru (u Laplaceovy rovnice to je operdtor Ay = 5 + (%2).

Ukazeme, Ze miizeme na R? nebo obecné na hladké varieté zavést jiné souradnice.
V téchto jinych soufadnicich ,vypadaji“ diferencidlni operatory jinak (napiiklad
Laplaceuv operator v polarnich souradnicich ma tvar 5’722 + %% + r%g—;).

V Kapitole 2 studujeme Eukleidovu grupu a nékteré jeji reprezentace v ramci
teorie maticovych Lieovych grup.

V jinych soutadnicich lze nalézt jina separovana reseni. Proto je klicové stu-
dium operatorta symetrii, kterymi se zabyvame v Kapitole 3. V této kapitole také
urcime algebru symetrii prvniho a druhého fddu pro Helmholtzovu a Laplaceovu
rovnici ve dvou a tfech dimenzich.

V Kapitole 4 této prace budeme také hledat rtizné souradné systémy, ve kte-
rych se separuje Laplaceova a Helmholtzova rovnice ve dvou a ve tfech dimenzich.
Ukazeme (Véta, ze soutradné soustavy souvisi s tzv. operatory symetrii prvnich
a druhych rada a ze homogenni diferencialni operatory symetrii ptimo indukuji
nekteré souradné systémy, v nichz se zminéné rovnice separuji.



1. Diferencialni operatory

Nejprve vybudujeme aparat pro diferencialni operatory vhodny k analyze né-
kterych parcialnich diferencialnich rovnic, jako naptiklad Laplaceovy ¢i Helmhol-
tzovy rovnice.

1.1 Zakladni pojmy a definice

Definice 1 (Multiindex). Necht n € N a U C R" otevrend mnozina. Multiinde-
xem délky n rozumime o = (o, ..., a,) € Ny. Velikosti multiindezu rozumime
la| = >, a;. Ddle definujeme pro hladkou f : U — C (tyto funkce budeme znacit
jen C=(U))

olel
(thyea ... o(tn)en

rf = s

kde symboly O(t)° vynechdvdime.

Znacent. V tomto textu budeme nékdy pouzivat tspornéjsi znaceni pro parcialni
derivace. Pokud n = 2, zna¢ime proménné z,y a misto 0% budeme pouzivat 0,
nebo naptiklad d,,, misto 0V9L0 . Rovnéz parcidlni derivace funkce f budeme
znacit a%f = f, apod.

Definice 2 (Diferencidlni operator). Necht U C R™ je otevrend mnoZina a k €
Ny. Diferencidlnim operatorem na U 7dadu nejvyse k myslime kazdé zobrazeni

L:C>®U)— C®(U) dané predpisem
L(f) = > 9.0°f,

jal<k

kde go a f jsou libovolné funkce z C*(U) a vechny multiindexry v sumé maji
délku n. Nejmensimu takovému cislu k se rikd tad diferencialnitho operatoru.
Prostor vsech diferencidlnich operdtori definovanych na U budeme znacit DO(U).
Pokud parcidlni diferencidlni operdtor L spliuje L = 37—, a0 [, nazgjvdme jej
homogenni.

Pozndmka. Kazdy parcialni diferencidlni operator je linearnim zobrazenim.

Podotknéme, Ze 0y, je ve vySe uvedeném smyslu rovnéz diferencidlni operator,
nebot u hladkych funkei plati zdménnost parcidlnich derivaci, tedy Opys = Opzy =
8(2’1).

Rovnéz v nasem smyslu je i ndsobeni funkei (zleva) diferencialni operétor, a
sice diferencialni operator radu 0.

Rovnosti dvou operdtort L = K myslime, Ze pro vSechna f € C*(U) je
L(f) = K(f).

Pokud L = 37,,/<k 920® = 0, potom z toho, Ze U je oteviend mnozina snadno
plyne, ze g, = 0 pro vSechny multiindexy «. Proto L = K, pravé tehdy kdyz koe-
ficienty u prislusnych parcidlnich derivaci jsou si rovny (uvazujeme jen operatory
ve tvaru uvedeném v Definici [2)).

Priklad. Typickym ptikladem diferencidlniho operatoru je Laplaceiuv operdtor
v n dimenzich A,, = 3" | 0,z nebo Helmholtziv operdtor v n dimenzich A, +w?,
kde w je kladné realné ¢islo.



Poznamka. DO(U) je vektorovy prostor. Vsimnéme si, Ze prostor vsech diferenci-
alnich operatoria DO(U) tvoii vektorovy prostor nad télesem C. (Nasobi se zleva
a s¢ita se pro kazdy multiindex zvlast takto f0*+ g0* = (f +¢)0°. Je ziejmé, ze
takto definované s¢itani je konzistentni s aplikaci diferencidlniho operatoru tedy
(L+ K)(f) = L(f) + K(f) pro libovolnou funkci f € C*(U) a L, K € DO(U)).

Ukazeme, ze lze prirozené dodefinovat operaci nasobeni diferencialnich opera-
tora tak, Ze prostor bude algebrou.

Definice 3 (Soucin diferencidlnich operatori). Necht U C R™ je otevrend mno-
Zina a necht mame dva diferencidlni operdtory L a K na C*(U). Definujeme

L-K=LoK,
tj. (L-K)(f)=L(K(f)), kde f je libovolnd funkce z C>(U).

Poznamka. V praxi casto symbol - vynechavame, tak jako vynechdvame symbol
- pro nasobeni.

Pripomenme nasledujici definici. O vektorovém prostoru V' fekneme, ze je to
asociativni algebra, pokud je na ném definovana asociativni bilinearni operace,
tzv. nasobeni.

Tvrzeni 1. Necht U C R" je otevrend mnozina. Potom ndsobeni operatori je
korektné definované a prostor DO(U) tvori nekomutativni asociativni algebru
nad télesem C.

Diikaz. Nejdrive ukazeme korektnost Definice (3, tj. Ze pro libovolné operatory
L, K je jejich soucin L - K rovnéz diferencialni operator. Necht K je diferencialni
operator tvaru K = ¢g0“, kde a je multiindex délky n.
(i) Nejprve volme L diferencidlni operator fadu 0, tedy L = h. Potom pro libo-
volné f € C*(U)

(LE)(f) = L(K([)) = hgo*(f),

tedy L - K = hgo®.
(ii) Déle volme L = 0, potom

(LK)(f) = 0 (90°(f)) = gu0°(f) + g8+ OO 1020 ),

kde multiindexy se scitaji po slozkdch a v poslednim multiindexu v posledni
rovnosti je 1 na i-tém misté. Rovnost vyse plati diky Leibnizové vzorci pro aplikaci
derivace na soudin. Z rovnosti plyne, ze potom LK = g;:0% + g0** 0 0,1,0...,0),
(iii) Z definice ndsobeni plyne nésledujici vztah

a(al,.‘.,an) — 8(1,0,...,0) . a(l,O,.‘.,O) o a(O,‘..,O, 1) . . 8(0,...,0, 1) )

aq-krat aup-krat

Z tohoto vztahu a opakovanym pouzitim predchozich rovnosti vyplyva, ze pro
L = hd®, kde $ je multiindex délky n, rovnéz plati, ze LK € DO(U).

(iv) Kone¢né pro obecné L, K € DO(U) plati, ze LK € DO(U) diky linearité a
vyse uvedenym vztahtm.

Nyni ukdzeme, ze DO(U) tvori algebru nad komplexnimi ¢isly. Jiz vime, Ze



DO(U) je vektorovy prostor. Staci tedy, ukdzeme-li asociativitu nasobeni a bili-
nearitu, tedy platnost nasledujicich rovnosti

L(K+c¢J)=LK +cLJ
(K+c¢J)L=KL+cJL,

kde L, K,J € DO(U) a c € C. Asociativita plyne z toho, ze skladani zobrazeni je
asociativni a my jsme definovali nasobeni jako skladani. Z vyse uvedenych rovnosti
dokézeme pouze tu prvni (druhd se dokéze analogicky). Necht f € C*(U), pak

(LK + D)) (f) = LUK + c)(f)) = LIK(f) + ¢J(f)) =
= (LE)(f) + L(cJ(f)) = (LK + cLJ)(f),

kde treti rovnost plyne z linearity L a ¢tvrta z linearity parcidlnich derivaci a
komutativity nasobeni v C.
Nekomutativni je proto, ze napiiklad plati (f0,)0, = fOwx # foOr + fOrx =
0.(f0,). Tim je tvrzeni dokazano.

O

Priklad. Ukézka nasobeni ve 2 dimenzich (n = 2), kterd se nam pozdéji bude
hodit, je
8mazfay - ax(fmay + fa:cy> - fa::cay + 2fmazy + fam:y

Poznamka. Plati dokonce analogie binomické véty v n dimenzich pro libovolné
n € N a libovolné k € Nj.

k

a(k, 0,..., O)faa _ Z (f) (a(z, 0,..., O)f)aa—l-(k—i, 0,..., 0)'

=0

Predstavime si kazdé ,prilozeni* operatoru du tak, ze se nam (opét diky Leib-
nizové vzorci) kazdy ¢len v operdtoru rozdéli na dva podle toho, co bylo ope-
ratorem Oy zderivovano. Potom miizeme kazdy clen identifikovat s posloupnosti
nul a jednic¢ek podle toho, ktery c¢initel byl zderivovan v i-tém kroku. Jenze ¢leny
se stejnym poctem jednicek jsou tytéz. Otazka koeficientu u daného ¢lenu se re-
formuluje na otazku, kolik riznych posloupnosti nul a jednic¢ek délky k obsahuje
pravé ¢ jednicek. Na tuto otazku je odpovéd zjevna, a sice

Definice 4 (Lieova algebra). Necht g je vektorovy prostor nad R nebo C. Rek-
neme, Ze g je Lieova algebra, pokud je na g definovand bilinedrni operace [-,-] :
g X g — g splnugici ndsledujici vlastnosti

(i) antikomutativitu, pro vSechna x,y € g
[QJ, y] = _[y7 x]

(ii) bilinearitu, pro vsechna o € R(C) a pro vsechna x,y,z € g
[ +y, 2] = alz, 2] + [y, 2]
[r,y + az] = [z, y] + alz, 2]

(iii) Jacobiho identitu pro vSechna x,y, z € g
[z, [y, 2]l + [y, [z, 2] + [2, [z, 9] = O



Poznamka. Bilinearni operace prislusna Lieové algebrie g se oznacuje jako Lieova
zdvorka.

Definice 5. Necht g je Licova algebra. Pak g© = g ® C spolu se zdvorkou [--]
definovanou na homogennich elementech

X ®2,Y] = 2[X,Y]
XY ® 2] = 2[X, Y]

se nazyva komplexifikace Lieovy algebry. Na pravé strané jsou Lieovy zdavorky v
Lieové algebre g.

Tvrzeni 2. Necht U C R" je otevrend mnozina. MnoZina vsSech diferencialnich
operdtori na U spolu s operact [-,-] definovanou ndsledujicim vztahem

[L,K] =LK — KL

tvori Lieovu algebru.

Diikaz. 7 Tvrzeni|l|vime, ze DO(U) je vektorovy prostor, a tak pouze primocare
ovérime podminky z Definice [4]

Antikomutativita je zjevna, nebot stac¢i vytknout minus.

Bilinearita plyne z néasledujicitho vypoctu pro libovolné a € R a L, K, J dife-
rencialni operatory.

aL+ K, J|=(aL+K)J—JaL+K)=aLJ+KJ—aJL—-JK =
— a(LJ — JL) + (KJ — JK) = a[L, J] + [K, J],

kde druha rovnost plati, nebot diferencidlni operatory tvori algebru.
Nakonec ovérime Jacobiho identitu. Necht L, K, .J jsou libovolné diferencidlni
operatory. Pak

L, [K,J)| + K, [J, L] + [J,[L, K]] = L(KJ — JK) — (KJ — JK)L+
+K(JL—LJ)—(JL—LJ)K + J(LK — KL) — (LK — KL)J =

= LKJ—-LJK —KJL+JKL+KJL—KLJ— JLK+

+LJK + JLK — JKL — LK.J + KLJ =0.

O

Poznamka. 1. Zavorka definovana v Tvrzeni [2| se zpravidla nazyva komutdtor.

2. Povsimnéme si, ze jsme nepouzili zadnou specialni vlastnost diferencialnich
operatorii, ale jen to, ze tvori asociativni algebru. Je tedy zjevné, ze dikaz je
mozné vést stejné pro libovolnou algebru s komutatorem jakozto Lieovou zavor-
kou.

3. Pokud uvéazime libovolny vektorovy podprostor prostoru vsech diferen-
cidlnich operatori, tak nemusi nutné byt Lieovou algebrou. Priklad takového
podprostoru ve 2 dimenzich je podprostor generovany prvky 9., a 229,,. Déje
se tak z toho divodu, Ze tento podprostor neni uzavieny na komutator. Plati
[0, 20y, ] = 20,y + 420y + 320y — 82Oy = 20,y + 420y (ve vypoltu jsme
vyuzili analogii binomické véty zminénou vyse). Zde vidime, ze v ptivodnim pro-
storu neni vysledny operator, tedy nas podprostor neni uzavien na komutatory.
Dokonce je vysledny operator vyssiho fadu nez byly ptivodni dva.

7



1.2 Souradnice a vektorova pole

V tomto oddilu definujeme souradnicové funkce pro obecnou hladkou varietu
a pokusime se zobecnit pojem diferencialniho operatoru z R™ na obecnou hlad-
kou varietu. Ukazeme souvislost téchto diferencialnich operatort s vektorovymi
poli na varieté. Nakonec dokazeme, ze kazdé nenulové vektorové pole je lokdlné
souradnicové pole (pro vhodné soufadnice).

Definice 6 (Soutadnicové funkce). Necht M je n-dimenziondlni hladkd varieta
a (U, ) néjakd jeji mapa. Proi=1,...,n definujme

ri=mogp,

kde 7 znaci prirozenou projekci na i-tou soutadnici v R"™. Rikdme, Ze (z', ... z")
jsou souradnicové funkce (souradnice) prislusné mapé (U, ¢).

Pozndmka. Pokud je f : M — C funkce na variets, (U, ¢) mapa, (t',...,t") €
o(U) C R, tak vyrazem f(t',..., ") myslime f(o'(¢,..., ")), tj. hodnotu
funkce f v bodé m € M se soutadnicovymi funkcemi z’(m) = ¢'.

Priklad. 1. Pro varietu R" a identickou mapu definovanou na celém R"™ jsou sou-
radnicové funkce pravé souradnice takové, jaké je zname. Tyto souradnice se
nekdy oznacuji jako kartézské souradnice.

2. Pro varietu R? a mapu prvniho kvadrantu roviny (z > 0 a y > 0) defino-
vanou vztahem (0,7) = (arctan(¥),/2? 4 y?) nazyvame jeji soutadnice poldrni
souradnice roviny. Body v prvnim kvadrantu jsou identifikovany thlem, ktery
svira spojnice bodu a pocatku s kladnou poloosou osy x,, a vzdalenosti od po-
c¢atku. Poznamenejme jesté, ze tyto souradnice lze definovat na vétsi mnoziné,
a sice na celém R? mimo libovolnou polopfimku. Tyto soufadnice lze obdobné
zobecnit na sférické souradnice v n dimenzich.

Nyni pristupme k jiz zminénému zobecnéni diferencialniho operdtoru na hlad-
kou varietu. Pfipomenme, ze je-li M n-dimenziondlni hladké varieta a (U, ¢) jeji

mapa okolo m € M (tim myslime, ze m € U C M), pakproi =1,...,nje (8‘;
v s . o _ i —1\ __
vektor z tecného prostoru 7, M definovany jako ( azi>m f= ( Bti)¢(m) (fop™) =

ote

( O(fo gpfl)) (p(m)). Z posledniho vyjadieni je vidét, jak budeme definovat pii-
slusny diferencialni operdtor na U.

Definice 7 (Diferencidlni operator pro mapu na varieté). Necht n,i € N, Ze
1 < i < n, M jen-dimenziondlni hladkd varieta a (U, p) néjakd jeji mapa.

Nejprve definujme zobrazeni (822-) :C®(U) — C(U) predpisem

(o) £ = (grow™) o0 We feCx(U) (L)

Dale necht V' je otevrend podmnozina U a k € Ny. Diferencialnim operatorem
na V' rddu nejuyse k myslime linedrni zobrazeni L : C*°(V) — C>(V) dané
predpisem

L(f) = )_ 9.0°f,

o<k



kde go a f jsou libovolné funkce z C(V'), a jsou multiindexy majici délku n a
operdator 0% je definovdn obdobné jako v Deﬁm’ci (tedy opakovanym aplikovdnim
operdtori typu podle multiindexu «). Analogicky jako v R™ definujeme rad
diferencidlniho operdtoru a homogenni diferencidlni operdtory radu k.

Pozndmka. Povsimnéme si, ze operdtory typu [I.I] navzajem komutuji, nebot

()& (2

kde posledni rovnost plyne analogicky jako prvni tii rovnosti jen aplikovany
v opacném poradi. Tedy i na varietach plati ,zaménnost parcialnich derivaci®.

Nasobeni diferencidlnich operatort se definuje stejné jako v prvnim oddilu.
Analogicky by se dokazalo, ze toto nasobeni ma stejné vlastnosti, tj. tvori asoci-
ativni algebru.

Prirozena otazka je nasledujici. Co kdyz uvazujeme rizné soutradnice, ale za-
jima nas stejny diferencidlni operator? Ukazeme explicitné metodu, jak se da ope-
rator ,prepsat® do libovolnych jinych souradnic. Nejprve si uvédomme, ze staci
definovat prepis do jinych soutradnic pro operatory typu a pro funkce. Potom
jiz skladanim a linearitou budeme umét prepis vsech diferencialnich operatort.

Pro obycejné funkce neni co definovat, protoze ty na zvolené mapé nezavisi.
Déle necht (U, ¢) a (V, 1) jsou dvé mapy na n-dimenzionalni hladké varieté M
se souradnicovymi funkcemi (z!,... 2") a (y,...,y"). Pak si pro operdtory typu
uvédomime, ze pro libovolnou funkei f € C*(UNV) aproi=1,...,n plati

0 -1
((%ﬂ-)f <6t2(f @~ ) <8t1 logoyp ))osoz
Ch

=(i(aﬁ<w o ))(atj(f >)owow ) o= (13)

£ ()5

kde treti rovnost plyne z fetizkového pravidla. Vidime, ze posledni vyraz je roven
souctu operatori vyjadrenych v souradnicich mapy . Odtud plyne, ze plati

(o) =32 (o) (o)

na C°(U N V). Vse si ukdzeme na nésledujicim piikladu.

Priklad. Najdeme vyjadfeni Laplaceova operatoru na R? v poldrnich soufadnicich
z piikladu za Definici [f| Oznacime si prechodové funkce z = f(6, 1) = rcos(d) a

9



y =g(0,r) =rsin(f). Dale oznacme ¢ mapu polarnich souradnic a 1) identickou
mapu (tedy mapu kartézskych souradnic). Pfimou aplikaci vzorecku dostavame
vztah

9o = (fo0p)0s + (g6 © )0y

Naslednym aplikovanim operatoru dy zleva mame

Ogo = (foo © ©)0 + (fo 0 ©)090x + (gos © ©)0y + (g © ©) g0,

Nyni dosazenim za 0y z predchozi rovnice dostavame vztah

Ao = (fan © )0y + (fo 0 ©)* 0 + 2(f9 0 ©) (g0 © ©) Dy + (oo © ©) 0y + (go © ©)* Dy

P1i vypoctu se nékdy vynechévaji symboly .0 ¢“, a misto toho se pisi symboly
oznacujici souradnice v dané mapé, tj. v nasem pripadé (6, r). V takovych pri-
padech je dilezité davat pozor na to, ve kterych souradnicich mame vyjadienou
funkci, na niz chceme operator aplikovat, protoze uz nepracujeme na varieté, ale
v konkrétni mapé. Prepsdanim do zminéného znaceni bude nami ziskana rovnice
vypadat nasledovné

Dgp = —1 c08(0)0y + 1% 8in*(0) D, — 21% sin(6) c08(6)Dyy — 18I0 (60) D, + 1% c08*(0) Dy

Je treba si ale uvédomit, ze symboly r a € na pravé strané rovnice chapeme jako
funkce proménnych = a y. Analogicky se odvodi vyjadreni nasledujicich operatora

0, = cos(0)0,, + sin(6)0,
Opr = €08%(0) 0z + 2 cos(0) sin(0)9,,, + sin?(0)3,,.

Nyni vidime, Ze plati 70, +120,, + Opg = 1r2As. JelikoZ vime, Ze r # 0 pro viechny
body, kde jsou polarni souradnice definované, tak mizeme celou rovnici vydélit
r2. Tedy Laplacetiv operator A, se piepise do polarnich soufadnic nasledovné

Ay = Oy + o + (97929.
r r

Pfipomerime jesté, Ze vyjadieni vySe plati pouze na R? bez piislusné (ndmi zvo-
lené) polopfimky.

Dale poznamenejme, Ze je mozné analogicky primo najit vyjadreni operatoru 0,
a 0y, tak, Ze zvolime prechodové funkce v opacném sméru, tedy 0 = f(z,y) =
arctan(?) +ca r = g(z,y) = va? + 2, kde c je konstanta vhodné volend v za-
vislosti na tom, v jakém kvadrantu se nachdzime (jelikoz vsude bude f alespon
jednou zderivovana, tak tato konstanta neovlivni vysledné vyjadreni). Takto jsme
definovali prechodové funkce jen mimo souradné osy, na kterych je treba defino-
vat tyto souradnice jinak. Nasledné obdobnym zptisobem jako vyse dopocitame

koeficienty u jednotlivych diferencidlnich operatorii a obé vyjadieni secteme.

Uvazme M hladkou n-dimenzionalni varietu a na ni mapu (U,p) okolom € M.
Vektory (%)m, proi =1,...,n, tvori kanonickou bazi te¢ného prostoru 7, M.
Pokud mame libovolné hladké vektorové pole X na M, pak v kazdém bodé m € U
lze vektor X, vyjadrit vici kanonické bazi, tedy

-fa(L)

=1

0
oxt
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Oznacme f1, ..., f" funkce definované na U, pro které plati
LR 0
X = ! . \4 U.
% (a), e

7Z faktu, Ze vektorové pole X je hladké, dostavame, Ze piislusné funkce f1, ...,
f™ jsou rovnéz hladké. Vyraz v posledni rovnici napravo lze o prirozené chapat
jako diferencidlni operator na U v souradnicich mapy (U, ¢). Naopak zvolime-
li libovolnych n hladkych funkei f!,..., f® na U, potom zobrazeni definované
vztahem vyse je hladké vektorové pole na U C M. Praveé jsme tedy ukazali, ze
homogenni diferencialni operdtory radu jedna jsou hladkymi vektorovymi poli
na U. Z prepisu do jinych soufadnic (viz je patrné, ze pokud je operator
homogenni, tak je homogenni ve vsech rtiznych souradnicich.

Specialni pripady jsou tzv. souradnicovd vektorova pole, ¢imz myslime vek-
torova pole definovand jako diferencialni operator ( 3(3;5 prot = 1,...,n, kde
(x',..., 2") jsou soufadnicové funkce pro mapu (U, ¢). Ndsledujici véta ukazuje,
ze vSechna hladka vektorova pole jsou soutadnicova pro vhodnou mapu (U, ¢).
Dukaz je pouze detailngjsi verzi dikazu prevzatého z (Warner| [1983)).

Véta 3. Necht M je n-dimenziondlni hladkd varieta, X je hladké vektorové pole

na M, m € M a X,, # 0. Potom existuje mapa (U, p) kolem bodu m se sourad-

nicovymi funkcemi (z', ..., x™), Ze

0
Xy == 1.4
o= (1.4)

U
Diikaz. Nejprve najdeme mapu (V, 7) okolo bodu m se souradnicovymi funkcemi
(y',...,y") takovou, ze bude platit 7(m) = 0 a navic (%)m =X,

Vime, Ze existuje mapa (G, n), ze m € G. Definujeme mapu (G, ¢) tak, ze
Y = n —n(m). Diky kompatibilité s n nélezi ¢ opét hladkému atlasu variety a
plati, ze ¢»(m) = 0. Nyni vyjadiime vektor X, vici kanonické bazi indukované
Y, 04 X, =37, d (%)m, kde z* pro k = 1,..., n jsou soufadnicové funkce
1. Déle definujeme zobrazeni 7 predpisem 7 = p~t o1, kde p : R* — R" je
linearni zobrazeni, jehoz matice viic¢i standardni bazi ma v prvnim sloupci hod-
noty (a',...,a") a ostatni slozky jsou definovany libovolné, ale tak, aby p bylo
regularni. Takové p je linearni bijekce, a tedy existuje inverzni hladké zobrazeni
a to na celém H = R"™. Oznac¢me V = ¢~ (p(H)). Nyni ukdZeme, Ze plati pro y,
j =1,...,n, souradnicové funkce ptislusné mapy (V, 1), ktera je opét z hladkého

atlasu variety, ze
0
— =X, 1.5
(élvl)m )

Pro libovolnou funkci f : M — R totiz plati

0 0 _ 0 _ _
<3y1>mf: (atl>7(m) (fOT 1>: <at1>7(m) (fo¢ 1owOT 1>:

k=1

“ [0 0 " 0
-2 (o5), 7 on) 2 - 2 (55 £ - 2o
=1 0 =1 m



Tedy plati vztah [1.5
Z vyjadreni Xjy = 37 fi (%) méame na V hladké funkce f1, ..., f™ UvaZme
soustavu diferencialnich rovnic

5257"({) = flor Y (Y (D), ..., y"()) proj=1,...,n. (1.6)

Nyni vyuzijeme vétu z teorie obycejnych diferencidlnich rovnic (viz str. 29, Theo-
rem 7, Hurewicz, [1958), ze které dostaneme, Ze existuje € > 0 a okoli W C V' C R"
bodu 0 takové, ze pro viechna zo € W existuji v, ,..., 7% : (—€, €) — R t¥idy
C, které fesi predchozi soustavu a navic spliuji nasledujici vztah (pocateéni
podminky)

v, (0) = i pro viecna j = 1,...,n. (1.7)

Nyni definujme zobrazeni o predpisem

U(i az, ... 7an> = 7-71(f}/(107 ag,...,an)<t>7 s 77(76, ag,,..,an)(t))

prot € (—¢,€) a (0,as,...,a,) € W. Dilezity vysledek teorie obycejnych di-
ferencidlnich rovnic (viz str. 29, Theorem 9, Hurewicz, 1958) tikd,ze zobrazeni

o je C*. Ukazme, Ze zobrazeni do je reguldrni v bodé (0, 0,...,0). Konkrétné
ukazeme, ze plati
0 0
do| —= | = . pro vSechnat = 1,..., n.
ot ), o),

Nejprve uvazujeme piipad, kdy i = 1. Zvolme ¢ libovolnou funkci na M

(o (2) o (2) wo0r= (&) wer1o7o01-
::§;<5;>0@075<5;>0ﬁ00ﬁ::
-3 () o(&) Cheo® = (55) #

kde posledni rovnost plyne z a (nebot fi(m) = 6 z . Nyni uvazme
1< <n.

1 Tyk by 10 t*
(D) g P00
=R S ST o), 9

kde prvni rovnost plyne stejné jako v pripadé, pro ¢ = 1. Druha je definici derivace
a treti vyplyva ze vztahu . Ve tietim vyrazu je t' na i-tém misté v zdvorce.
Mame tedy dokazanou regularnost do. Z véty o inverznim zobrazeni pro hladké
variety (viz [Kowalski, |2001) dostdvame existenci ¢ = o~! na n&jakém okoli U

12



bodu m. Nyni jen dokdzeme, ze toto (U, ¢) je ndmi hledand mapa. Oznac¢ime-li

xl, ..., 2" jeji soufadnicové funkce, pak pro kazdé p € U a pro kazdou hladkou

funkci g € C*°(U) plati

o) 0= (o), o= (o) o
== 9= |57 (gow )= |57 (goT oTo00) =
<8I1 p ot! ©(p) ot! ©(p)
(o) o (am) oo
g _— g —_— (TOO-) —
kz=:1<ayk p ot ©(p)
d . )
o) I\a@) . 0w ) =
P et(p)
0

= i (aw)p (9)f*(o(e(p)) = X,(g).

I
N

Tedy plati vztah [I.4] a tvrzeni je tim dokézéno.
0

Poznamka. Ptredchozi tvrzeni je prvnim krokem dikazu Frobeniovy véty o invo-
lutivnich systémech viz (Warner} |1983)). VSimneme si, ze komutovani je nutnou
podminkou pro soutadnicovost vektorovych poli vici jedné zvolené mapé (viz
. Lze ukézat, Ze je i podminkou postacujici. Presnéji, pokud (Xq,..., X,)
jsou linedrné nezavisla vektorova pole pak existuje mapa (U,p), 7e X; = %, kde
x' jsou soutadnicové funkce mapy ¢ (viz str. 243, Theorem 9.3, [Frankel, 2007)).

13



2. Eukleidova grupa

Zde definujeme maticovou Lieovu grupu a Lieovu algebru prislusnou této
grupé a ukazeme si nékteré reprezentace Fukleidovy grupy.

Definice 8 (Maticova Licova grupa). Rekneme, %e G je maticova Lieova grupa,
pokud je to uzavrend podgrupa grupy GL(n,R), pro néjaké n € N.

Pozndmka. Podotknéme, Ze uzavienost v definici maticové Lieovy grupy je mys-
lena v GL(n, R) a v libovolné normé na R".

Lze definovat i obecnou Lieovu grupu tak, ze Lieova grupa je n-dimenzionalni
varieta a zaroven topologickd grupa takova, ze operace - : G x G — Ga ' : G —
G spliuji axiomy grupy a zaroven jsou C'*°. D& se ukazat, ze maticova Lieova
grupa je Lieova grupa ve vysSe uvedeném smyslu.

Priklad. Uvedme nékolik zakladnich priklada Lieovych grup.

1. Grupa ortogondlnich transformaci O(n). Jednd se o grupu ortogonélnich
matic n X n, tedy matic splitujicich ATA = I,,. Diky této vlastnosti se jedna
o maticovou Lieovu grupu, nebot pro libovolnou posloupnost matic A, — A, kde
A € GL(n, R), plati ze spojitosti ndsoben{ a transpozice, ze I, = (Ax)T A, —
AT A, tedy nutné ATA = I,, z &ehoz jiz vyplyvd, Ze A € O(n). Grupa O(n)
obsahuje vSechny ortogonalni transformace prostoru R", tedy linearni izometrie.

2. Grupa vlastnich ortogondlnich transformaci SO(n). Jednd se o podgrupu
O(n) spliujici navic, ze pro vsechna A € SO(n) je det A = 1. Opét se jedna o
maticovou Lieovu grupu, nebot je to vzor {1} (uzaviené mnoziny) pti zobrazeni
det, které je spojité (dokonce polynomialni). Grupa SO(n) reprezentuje vsechny
vlastni linearni izometrie R".

3. Grupa vsech translaci v R™ je abelovska maticova Lieova grupa. Jsou to
matice blokového tvaru

I,
( Y > , kde v € R". (2.1)
Jelikoz konvergence v GL(n+1,R) je konvergence po slozkach je zjevné, ze grupa
translaci je uzaviena.

Definice 9 (Eukleidova grupa). Eukleidova grupa E(n). Jednd se o podgrupu
GL(n + 1,R) vsech matic splrujicich ndsledujici blokové schéma

( 61 11) ) ) kde A € O(n), v € R"™. (2.2)

Ziejmé se jednd o maticovou Lieovu grupu (v jednotlivych blocich jsou uza-
viené mnoziny prislusné rozmérnych matic). Eukleidova grupa pusobi na vektor
u € R" takto. UvaZme vektor @ € R"™ definovany

a:(’;)

Poté libovolnou matici B € E(n), kde B je tvaru jako v aplikujeme na ,
nacez uvazime projekci na prvnich n slozek. Je snadné ovérit, ze vysledny vektor
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bude tvaru Au +v. Jedna se tedy o ortogonalni transformaci slozenou s translaci
podle vektoru v. Eukleidova grupa ve skutecnosti obsahuje vsechny izometrie
roviny (izometrii myslime zobrazeni zachovavajici vzdalenost pro kazdou dvojici

bodu).

Definice 10 (Lieova algebra Lieovy grupy). Necht G C GL(n,R) je maticovd
Lieova grupa. Mnoziné viech X € M(n, R) takovijch, Ze pro vSechna t € R je
e'X € G, se rikd Lieova algebra grupy G.

Pozndmka. Prvku eX se k4 maticova exponencisla.

Lze primocare ovérit, ze takto definovana Lieova algebra je skutecné Lieova
algebra ve smyslu Definice ] kde jako Lieovu zdvorku volime komutétor matic.
Ovérme nariklad, Ze je takto definovand struktura uzaviena na komutator. Necht
X, Y € g . Potom z definice maticové exponencialy 1ze odvodit

eAXATE — petX A e pro Ae G,teR.

Odtud plyne, Ze pro viechna A € G je AXA™! € g. Po dosazeni za A = eV
dostaneme vyraz, jehoz derivaci v nule mame

d
— | X = (YeXe T — e XYe ™) = —[X,Y],
dt

0 t=0

coz je prvek Lieovy algebry, nebof Lieova algebra Lieovy grupy je konec¢né roz-
mérny vektorovy prostor, tedy i uzavieny, a proto

d tYX —tY X
() Y Xe~tY = lim & ‘ €g.
0

dt t—0 t

V celém textu budeme pouzivat fakt, Ze eXe¥ = eX ™Y pokud [X, Y] = 0. To

je dusledek primo definice maticové exponencidly. Poznamenejme, ze odtud plyne
(eX)1 = e X,
Priklad. Spocitdme Lieovu algebru Eukleidovy grupy. Hleddme vSechny matice
X € M(n+ 1, R) takové, 7ze pro viechna t € R je e!* € E(n). Matici X budeme
hledat v blokovém tvaru, v jakém jsme uvadéli matice Eukleidovy grupy [2.2] tedy
ve tvaru

X:(ifT Z) kde Y € M(n,R),u, z € R",a € R.

Ma4 platit

0 1

kde A(t) a v(t) znadi funkce jedné realné proménné. Z derivace tohoto vztahu v
nule a srovnanim s predpisem pro X dostavame

() -0 ()

Odtud plyne, ze w = 0 a a = 0. Nyni rozepsanim exponencialy pro tuto matici

dostéavame v
X — e v (t)
0 1 ’
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Z toho, ze v prvnim bloku musi byt ortogonalni matice, dostavame, ze
Y — A(t) _ (AT)—I(t) _ (etYT)—l _ e—tYT'

Néslednym zderivovanim tohoto vztahu v 0 dostdvdme, ze Y = —Y7 tedy, Ze Y
je antisymetricka matice.
Obrécené, pokud X je tohoto tvaru, tak plati

o) () e

0 1

Lieovu algebru Eukleidovy grupy &(n) tak tvori blokové matice tvaru

X = <%‘%) , kde Y = —Y7Ta z je libovolné.

Speciélné pro n = 2 tvori bazi (2) matice

0 10 0 0 1 000
M=| -100 P=1000 PB=(00T1],
0 00 000 000
s komutatory
(M, P] = —P; (M, P] = P, [P, P5] =0.

Definice 11 (Reprezentace Lieovy grupy). Necht G je Lieova grupa. Reprezen-
taci G rozumime homomorfismus © : G — GL(V), kde V je néjaky vektorovy
prostor.

Pozndmka. V teorii reprezentaci se obvykle predpoklada, ze V' je topologicky
vektorovy prostor a zobrazeni G x V. — V| (g, v) — =w(g)v je spojité. Tuto
restrikci na reprezentace uvazovat nebudeme.

Priklad. 1. E(n) mé pfirozenou reprezentaci na R"™! a sice A\(g)(x) = g(), kde
g € E(n). Jednd se o homomorfismus, protoze nasobeni na Lieové grupé E(n) je
maticové nasobeni, které je asociativni.

2. Jind reprezentace E(n) existuje na funkcich C*°(R"). Oznacime-li g4 , prvek
E(n) jako ve vyjadreni 2.2 potom pro f € C*(R™) polozime

(7(ga0)f)(@) = F(A (z —v)).
Overime, ze se jednd o homomorfismus. Necht ¢4 ., 95w € E(n). Nejprve si uve-
domme, Ze plati gav9Bu = 94AB Aut+v. PIImym vypoctem dostavame pro f €
C*>°(R™)
(W(gA,u)(W(gBu)f))( ) = (W(gsu)f)(A (iv—v))
=f (B (A (@ —v)—u)) = f((AB) (@ — Au—)) = (7(gap.auso) ) (®@).
R

Kazda akce 7 : G — Bij(
Aut(C*°(R™)) predpisem

") Lieovy grupy G indukuje reprezentaci p : G —

(p(9)f)(x) = f(r(g ).
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Definice 12 (Invariantnost operatoru vaci grupé). Necht L je diferencidlni ope-
rdator. Rekneme, Ze L je invariantni vicéi G, pokud pro kazdou f € C®(R") a
kazdy prvek g € E(n) plati

L(p(9))).f) = p(g)(L(f)), (2.3)
kde p je definovdno vyse.

Tvrzeni 4. Necht n € N, pak Laplaceuv i Helmholtziv operdtor jsou invariantni
vici E(n) (pro akci jako v bodu 4 prikladu za Deﬁm’cé@.

Diikaz. Uvazme libovolnou funkei f € C*°(R") a libovolny prvek ga, € E(n).
Pro kazdé ¢ =1, ..., n plati

(Ot (7(9.0) ) (@) = Byis (A7 (@ —0))) =
- (Z Fo (A7 - ”>><A‘1>ﬁ) =3 fos(A7 @ - ) (A (A7)0

j=1k=1
Secteme-li pravé vypocitané vyrazy pres vsechna i, dostavame

n

3 fon (7@ = ) A DA = 3 Lone(A7 = ) =

j, k=1 =1 j, k=1

Z frizi(A™ (x — v)).
=1

Pfedposledni rovnost plyne z toho, ze A je ortogondlni matice, tedy A= = AT,
a Ze vyraz v sumé je standardni skaldrni souc¢in fadkt A~!, tedy fadkid piivodni
matice A. Odtud uz primo plyne, ze

(An(m(gaw)f)) (@) +w f = wa (x—v))+w’f = (7(ga0(Anf+w?f))().

Jelikoz rovnice vysSe plati, pro w kladné i nulové, tak jsme timto dokézali invarianci

jak pro Laplacetiv, tak pro Helmholtziiv operator.
O

Pozndmka. Dokonce muzeme E(n) reprezentovat i na diferencialnich operdtorech
na R", a to konjugacemi. Necht L je diferencidlni operator na C*°(R") a g € E(n),
pak definujeme LY jako operdtor na C*°(R"™) nasledovné

L? =m(g)oLom(g™").

7 vypoctu v dikazu tvrzeni vyse lze vidét, ze pro operator L = ho* je vyjadreni
nasledovné

(L (D)@) = MA@ =) 3o 30 (A (A Lo ()
=1 =
(2.4)
kde ji,..., jjo jsou indexy jednotlivych proménnych odpovidajici multiindexu a.
7 vyjadreni vidime, Ze se jedna o diferencidlni operator. Navic z vypoctu pred
Definici [12] vyplyva, ze je to homomorfismus. Tedy reprezentace je takto korektné
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definovana. Dalsi uzitecné pozorovani pro tuto reprezentaci je, ze zavedeme-li si
novou mapu definovanou ¢ : & — Ax+ v, pak v souradnicich této nové mapy nas
operator vypadd nasledovné h(p~!(x))0“. Tato konjugace tak zachovava predpis
operatoru (az na funkce, které zobrazuje posunuté a otocené). Jedn4 se o vyjad-
reni v souradnicich transformovanych aplikovanim prvku grupy E(n).

Pozndmka. Pokud operator L komutuje napt. s Laplaceovym operatorem A,
tedy [L, A,] = 0, tak potom i operator LY komutuje s Laplecovym operdtorem
pro kazdé g € FE(n). To plyne z invariance Laplaceova operatoru vuci E(n),
kterou jsme vyse dokéazali a z nasledujictho vypoctu
[m(g) o Lon™'(g), Au] =m(g) o Lom ' (9) 0 Ay — Ay om(g)oLon ' (g) =
m(g) o LoA,on ' (g) —m(g) o AyoLont(g) =m(g) o[L, ApJom'(g) =0.

Obdobné to plati i pro Helmholtziv operator.
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3. Symetrie diferencialnich
operatoru

V této kapitole budeme definovat pojem operatoru symetrie a s pomoci ,,drob-
nych lemmat* spocitdme Lieovu algebru operatorti symetrie prislusnou Lapla-
ceové resp. Helmholtzové rovnici, tj. rovnici A,(f) = 0 resp. A, (f) + w? = 0,
w > 0.

3.1 Zakladni vlastnosti operatori symetrie

Definice 13 (Reseni diferencidlntho operatoru). Necht U C R" je oteviend sou-
visld podmnoZina a L diferencidlni operdtor na C*(U). Rekneme, ze f € C*®(U)
je fesenim L, pokud L(f) =0, a tedy f je v jadru L. Jadro operdtoru L a znacime
Fr.

Pozndmka. Diky linearité L vidime, zZe jadro operatoru L je komplexni vektorovy
prostor.

Definice 14 (Operétor symetrie). Necht U C R™ je otevrend souvislda mnozina, L
je diferencidlni operdtor na C*°(U) an € N. Operatorem symetrie 7ddu nejvyse n
prislusngm rovnici L(f) = 0 rozumime kazdy operdtor K € DO(U) rddu nejvjse
n takovy, Ze

[K,L] = RL,

kde R € DO(U) a je radu nejvyse n — 1.
Rekneme, Ze K je jednoduchy operator symetrie, jednd-li se o homogenni operdtor
symetrie proniho radu pro L(f) =0, ktery navic komutuje s L.

Tvrzeni 5. Necht U C R" je otevrend souvisla mnozina, L, K € DO(U) a K
je operdtor symetrie rovnice L(f) = 0. Potom K zobrazuje jadro operdtoru L do
sebe, tedy K(Fp) C Fr.

Diikaz. Necht f € Fp. Potom piimo z definicie operatoru symetrie mame (LK)(f)
= (KL)(f) — (RL)(f) = K(0) — R(0) = 0, kde druha rovnost plyne z toho, ze
feFrL.

0J

Pozndamka. V knize Millera (Miller, [1984) se pise (str. 3), ze pro Helmholtzuv
operator a operatory fadu 1 a 2 je snadno dokazatelna i opacnd implikace tedy,
ze pokud operator zachovava jadro, jedna se o operator symetrie, avsak jeji dikaz
neuvadi.

Tvrzeni 6. Operdtory symetrie pruniho 7ddu rovnice L(f) = 0 tvori Lieovu al-
gebru.

Diikaz. Necht Ki, Ky jsou operatory symetrie fadu 1. Plati tedy [K7y, L] = Ry L

a [Ks, L] = RyL. Vsimneme si, ze jelikoz se jedna o operatory fadu 1, jsou R; a

Ry hladké funkce.
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Potom [ClKl + KQ, L] = Cl[Kl, L] + [KQ, L] = ClRlL + RQL = (ClRl + RQ)L, kde
prvni rovnost plyne z bilinearity Lieovy zavorky.
Rovnéz plati

K1, Ky, L] = K1 KoL — LK Ky — KoKy L+ LKo Ky = K\ Ry L+ K LK+
+ R\ LKy — K\LK, — KyR\ L — KoLK, + KoLK, — RyLK, =
= K\RyL + R LKy — KoR\L — RyLK, = K\ RyL — Ky Ry L+
+ Ry KL — RiRyL — RyK\ L + RyR L = (K4 (Ry) — Ky(Ry))L,

kde K; = K, +~fi, K; je homogenni operator pvniho radu a Jfl je operator nultého
radu a vyraz K;(R;) je aplikace diferencidlniho operdtoru K; na funkci R;.
U

Pozndmka. Obdobné lze dokazat, ze jednoduché operatory symetrie taktéz tvori
Lieovu algebru.

Definice 15 (Nezavislost na soutadnicich). Necht n,i € N takovd, Ze 1 <i <mn,
M je n-dimenziondlni hladkd varieta a (U ) jeji mapa. Rekneme, Ze funkce f -
U — C nezdvisi na soufadnicich 2, ..., 2, pokud pro viechna
(tg,... t, e ), (g, ..t T ) € o(U) plati
L, T ) = f(ty, .t T ).

Nékdy piseme, Ze f = f(x', ... z").

Pozndmka. Pokud funkce nezdvisi na z!, ... 2", pak se zfejmé jedna o konstantni
funkci.
Analogicky definujeme nezéavislost na souradnicich z'*,..., 2% pro iy,...,7; =

1,....,naj=1,...,n
Nyni dokéazeme dvé pomocna lemmata pro vypocet operatorii symetrie pro

konkrétni rovnice.

Lemma 7. Necht n, k,l € N takové, Zek+1l=n ak,l > 1, U CR" je otevrend
souvisld mnozina a f, g : U — C jsou funkce. Oznacme z*,..., 2% y, ..., o
souradnice R™ prislusné identické mapé. Necht soucasné plati

(i) f nezdvisi na soutadnicich x',. .. x*,

(ii) g mezdvisi na souradnicich y', ..., ',

(i) f=g naU.

Potom f =c na U, kde ¢ je konstanta.

Dikaz. At U, f, g jsou jako v predpokladech. Ukazeme, ze f = c pro néjaké
konstantni ¢ na libovolném otevieném kvadru v U.

Méjme otevieny kvadr H = (a',b') x ... x (a™, b") C U.

Pak pro viechna (z1,y1) = (z1,..., 2% v, ... 9}), a

<w27 y2> = (l’%, R Ig, y%? T yé) €H plati

c= f(x1,y1) = f(T2, Y1) = 9(T2, Y1) = 9(T2, y2) = f(T2, Y2)

20



Z toho plyne, ze f = ¢ na H, kde rovnosti plynou postupné z vlastnosti (i), (iii),
(i), (iii).

Nyni dokazeme sporem, ze funkce f nabyva v kazdém bodé U stejné hodnoty.
Necht tedy pro spor existuje (z1, y1) = (xl,..., 28 yb ... 9}) a (z2, y2) =
(23, . 2k yd . yh) € U, Ze f(xr, y1) # f(Ta, y2). JelikoZ U je souvisld a
oteviend, tak je i kiivkové souvisla. Uvazujme tedy kiivku ¢ : [0,1] — U takovou,
ze p(0) = (z1,y1) a (1) = (x2,y2). Oznacme ty = sup{t| f(p(t)) = f(x1,y1)}. Z
otevienosti U najdeme € > 0 takové, ze B(p(ty),€) C U. Predpokladejme, ze ty #
0,1. Najdeme § > 0 (ze spojitosti ) tak, ze ¢([to—9,t0+0]) C B(p(to),e/4) & [to—
d,to+ 6] C [0, 1]. Déle ozna¢me zg = ¢(ty). Pak jisté ¢([ty — 0, to + 0]) C @, kde
Q@ je otevieny kvadr s hranou délky € a stfedem v bodé zg. Pak ale z definice
suprema existuje t € [ty — 0, to], Zze f(p(t)) = f(x1, y1). Jelikoz funkce f = ¢ na
kazdém otevieném kvadru, pak f(¢(tg +6)) = f(x1, y1) coz je spor s definici
suprema.

Zbyvaji ptripady, kdy to = 1 a tg = 0. Pokud t, = 0, pak volime § > 0, ze
©([0,0]) € B(p(0), €/4) a dostavdame obdobny spor. Pokud ¢, = 1, pak volime
d > 0 tak, ze o([1 — 9, 1]) € B(1, ¢/4) a dostavame, ze f(¢(1)) = f(x2, y2)
= f(@1,y1) coz je ve sporu s predpokladem, ze f(x1,y1) # f(x2,y2). V kazdém
pripadé dostavame spor, a tudiz tvrzeni plati.

O

Pozndmka. Predchozi lemma tedy tika, ze pokud funkce na oteviené souvislé
mnoziné nezévisi na z', ..., 2% a na *t! ... 2**! pak nezavisi na !, ..., zF .
Bez predpokladu souvislosti zminéné lemma neplati. Napriklad pro funkci v roviné
na 2 otevienych ¢tvercich (0,1)% a (2, 3)> mizZe byt rovna 2 riznym konstantam.
Takova funkce nezavisi na x a nezavisi na y, ale nelze Tict, Ze je nezavisla na x a

y soucasné.

Lemma 8. Necht n, k,l € N takové, Ze k +1 < n, U C R" otevrend konvexni
mnozina, f : R¥ - C, g : R - C aC,K : U — C. Oznacme pronich k + 1
souradnic identické mapy jako z*, ..., 2% y*,...,y' a ostatni jako 2*,..., 2™ pro
m =n — k — [. Necht ddle plati, Ze

(i) C nezdvisi na x',. .. x*,

(ii) K nezdvisi na y', ..., 1,

(iii) Pro vsechna (x,y,z) = (x',..., 2% v, ... ¢ 2t ..., 2™) € U poloZme

Alz,y,2) = f(z) + C(z,y,2) = g(y) + K(z, y, 2)

Potom plati, ze Az, y, z) = f(x) + g(y) + L(x, y, 2), kde L : U — C funkce,
ktera nezdvisi na pronich k + 1 souradnicich.

Specidlné pokud A(x,y) = f(z) + C(y) = g(y) + K(x), tj. n = 2, tak A =
f(z) + g(y) + a pro néjakou konstantu .

Diikaz. Povsimneme si, ze funkce f a g mizeme chépat jako funkce na U neza-
visejici na soufadnicich y',..., 4% 2%, ..., 2™ resp. na x', ... a¥ ' ... 2"

Nejprve dokazeme lemma pro k + 1 = n. Vime, ze na U plati, ze f+C =g+ K,
tedy ekvivalentné C' — g = K — f. Nyni si povSimneme, ze na pravé strané

rovnice je funkce, kterd nezavisi na souradnicich z!,..., 2%, zatimco na levé je
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funkce, kterd nezavisi na soufadnicich 4!, ..., %'. Nyni pouzijeme Lemma |7 a do-
staneme, ze C — g = K — f = «, pro néjakou konstantu a € C. Potom zjevné
A=f+C=f+C—-g)+g9=f+a+g=f+(K—-f)+9=K+g=A. Tedy
V(xz,y,z) eU: A= f(x)+ g(y) + « a tvrzeni plati.

Pokud k + [ < n, pak staci oznacit L(z!,..., 2% ', ..., 9% 2%, ..., 2™), kde pro
kazdou m-tici 2!, ..., 2™ plati, Ze A = f + g + L. Takova funkce existuje, diky
predchozi ¢asti dukazu a diky konvexité, nebot potom je kazdy fez (fezem mys-
lime vSechny body s néjakou konstantni m-tici) rovnéz souvisly. Zrejmé potom
funkce L nezavisi na z',... 2% y', ... v\

O
Pozndmka. Predpoklad konvexity neni nutny, lemma je mozné naprosto stejné
dokézat i pouze za predpokladu toho, Ze fez v kazdé m-tici 2!, ..., 2™ je souvisla

mnozina. Pro obecnou otevienou souvislou mnozinu v R" Lemma [§| neplati.

3.2 Priklady operatori symetrie

Nyni spocitame jednoduché operatory symetrie a obecné operatory symetrie
fadu 1 a 2 Laplaceovy a Helmholtzovy rovnice v R? a R3.

3.2.1 Operatory symetrie prvniho radu pro Helmholtzovu
rovnici ve 2 dimenzich

Necht L = Ad, + B, + C, kde A, B, C € C*°(R?). Nejprve rozepiSeme
komutator pomoci bilinearity. Dostavame
[L, Ay + w?] = [ADy, Oy + [ADs, D,y + [AD,, w?] + [BO,, Ouy] + [BOy, Oyy]+
+[BOy, ] +[C, O] + [C, D] + [, 7).

Rozepiseme jednotlivé komutéatory a polozime je rovny operdtoru RAy + Rw?.

— (24,050 + 2By0yy + (2A, + 2B,) 04y + (Age + Ayy + 2C,) 0+
+ (Bus + Byy +2C,)0y + Coy + Cyy) = ROy + RO,y + RW?
Dva operatory jsou si rovny pravé tehdy, kdyz jsou si rovny jejich koeficienty

u prislusnych parcialnich derivaci. Z této tvahy dostavame sadu diferencialnich
rovnic.

—2A, = R=-2B, 24, +2B, =0 (3.1)
0=A + Ay, +2C, By + By, +2C, =0 (3.2)
Rw? = Cpy + Cyy. (3.3)

Z rovnic 3.1 dostavame, ze A, — B, = 0 a A,+ B, = 0. Zderivovanim prvni rovnice
dle z, druhé dle y a néslednym sec¢tenim obdrzime vztah A,,+ A,, = 0 a obdobné
pro B. Dosazenim do rovnic méame C, = C, = 0, tedy Ze C je konstantni. Z
rovnice dostéavame, Ze Rw? = 0, z éehoZ plyne R = 0. To znamen4, Ze vSechny
operatory symetrie pfimo komutuji s Helmholtzovym operatorem. Opétovnym
dosazenim do prvni rovnice mame, ze A nezavisi na x a ze B nezavisi na
y, tedy i derivace A, nezavisi na x a B, nezavisi na y. Z Lemmatu [7| plyne, zZe
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A, = —B,; = «, kde a je néjakd konstanta. Naslednym integrovanim obdrzime
vysledné rovnice

A=ay+p B=—ax+~ C =0.

Obecny operator je tedy L = (ay+ )0, + (v —ax)0,+ 6. Bazi tohoto podprostoru
tvori tyto prvky (dosadime vzdy za jeden parametr jednicku a za ostatni nulu)

P =0, Py, =0, M = y0, — x0, E=1
s komutacnimi vztahy
[Mvpl]:_PQ [M7P2]:P1 [P17P2]:0

a s E komutuje kazdy operator. Prvek M byva oznacovan jako generdtor ro-
tace. Vidime, Ze pro jednoduché operatory symetrie jsme dostali stejné komutujici
vztahy jako ma €(2).

Dokazali jsme nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 9. Operdtory symetrie proniho radu pro Helmholtzovu rovnici ve 2 di-
menzich tvori ctyrdimenziondlni Lieovu algebru s bazi M, Py, Py, E jako vektoro-
vého prostoru.

Jednoduché operdtory symetrie pro Helmholtzovu rovnici ve 2 dimenzich tvori
tridimenziondini Lieovu algebru s bazi M, Py, Py izomorfni €(2)C.

3.2.2 Operatory symetrie prvniho radu pro Laplaceovu
rovnici ve 2 dimenzich

ProtoZe Laplacetv operator se od Helmholtzova 1i§i pouze ¢lenem w?, dosté-
vame stejné rovnice jako vyse, tedy [3.1] a [3.2] a misto [3.3] dostdvame rovnici

0= Chy+ Cyy.

Hleddme-li pouze jednoduché operéatory symetrie (R = 0), pak dostaneme zrejmé
tytéz operatory jako pro Helmholtzovu rovnici, tedy linedrni obal Py, P, M. Plati
proto nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 10. Jednoduché operdtory symetrie pro Laplaceovu rovnici tvori Lieovu
algebru s bazi M, Py, Py izomorfni s €(2)C.

Vsech operatorti symetrie prvniho fadu je mnohem vice, dokonce vice nez
holomorfnich funkei na R? = C, jak ukaZeme. VSimnéme si, Ze rovnice jsou
Cauchy—-Remannovy rovnice pro f = A + iB. Jelikoz f je hladk&, dava ekvi-
valenci s holomorfnosti. Ukazme, ze kazdy operator L = AQJ, + BJ,, kde A+ iB
je holomorfni, je operdtor symetrie. Ozna¢ime-li D = A, = B,, pak dostavame

[A8, 4+ By, Ay] = —2A,0,s — 2By, — (24, + 2B,) 8,y —
- (sz + Ayy)&r - (B;m; + Byy>ay - —4DA27

kde posledni rovnost plati diky Cauchy—Riemannovym podminkadm a tomu, ze
realné a imaginarni slozky holomorfni{ funkce jsou harmonické (A, + B, = 0,A,,+
Ay =0, Byy + By, =0).
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3.2.3 Operatory symetrie prvniho radu pro Laplaceovu
rovnici ve 3 dimenzich

Necht L = Ad,+ B9, +C0d,+D, kde A,B,C,D € C*(R?). Nejprve rozepiseme

komutator pomoci bilinearity a dostaneme
[L7 A3] :[Aaxv am‘] + [Aaxv ayy] + [Aa’w OZZ] + [Bayv aﬂcx] + [B(?y, 0yy]—|—

Néslednym dosazenim Ag do rovnice [L, Az] = RA3 a za uziti odvozeného vztahu
ziskame
— (24,042 + 2B, 0y + 2C.0,. + (2A, + 2B,)0,y + (2A, 4+ 2C,;) 0, +
+ (2B, +2Cy)0y, + (Ape + Ay + A.. +2D,)0, + (Byy + Byy + B.. + 2D,)0,+
+ (Cos + Cyy + C. +2D,)0, + Dyy + Dy + D) = RO,y + ROy + RO,

Porovnanim koeficientt u jednotlivych operatort (0,,, 0,y atd.) dostaneme, ze

—2A, =R —2B, =R —2C, =R (34)
—2A,—-2B, =0 —2A,-2C, =0 —-2B,—-2C,=0 (3.5)
—Apy — Ay —A,,—2D, =0
—Byy — By, — B.,—2D, =0 (3.6)
_Cx:p - ny — Uz — 2Dz =0
—Dyy — Dy — D, =0. (3.7)
Z rovnic obdrzime, ze A, = B, = (., a z rovnic mame, ze A, = —B,,
A, = —C, a B, = —C}. Z derivovani pravé ziskaného a ze zdménosti parcialnich
derivaci pro hladké funkce pro A, B, C' piimo plyne, ze A,., = —Cyy = B, =
—A,, = Cyy = —B,.. Z tohoto pozorovani mame
A, =0 B,.=0 Cyy = 0. (3.8)
Derivovanim vztahu A, = B, podle z a vztahu A, = —B, podle y a naslednym
sectenim dostaneme rovnici
Agz + Ay, = 0.
Analogicky opét z[3.4]a [3.5] ale pro jiné zavislé proménné, ziskame
A+ A..=0 By + By, =0 B..+ B, =0
sz + Cxx =0 sz + ny =0.

7 nich bezprostredné plyne, ze

Azm = _Ayy = _Azz
Byy = _Bm = _Bzz
C.. = —Cpp = —Cyy.

Zkombinovanim prvni rovnice z pfedchoziho odstavce a prvni rovnice z do-
staneme nasledujici rovnost

2D, = Agy = —Ay, = —A.. (3.9)



a obdobné pro dalsi dvé

2Dy = Byy = —Bye = —B.. (310)
2D, = C,, = —Cyhp = —Cy,,. (3.11)
Prepsanim rovnice [3.7], dosazenim do rovnic 3.9} 3.10] [3.11], zderivovanych po fadé
podle z, y a z a s pouzitim vztahi odvozenych pfedtim, a sice ze A, = —B, a
A, = —C}, mame
1 1 1 1
_Dxx = Dyy + Dzz - _§B:mvy - §szz - EAxyy + iszz - 2Dwm

Z toho plyne, ze D,, = 0. Derivovanim prvni rovnice v|[3.8 podle y a dosazenim do
zderivované podle z dostaneme, ze D,. = 0. Analogicky derivovanim podle
z, resp. podle y mame D,, = 0. Z toho plyne, Ze D, = «, kde o je néjaka
konstanta. Obdobné dostaneme, ze D, = 3 a D, = v, pro 3,y € C. Integrovanim
podle piislusné proménné méame rovnosti D = ax + C1(y,z) = By + Cy(x,2) =
vz + C3(z,y). Diky Lemmatu |8 obdrzime rovnost

D =az + By + vz +96,

kde 0 je néjaka konstana. Nyni zpétné integrujeme a aplikujeme Lemma

Méme z 3.9 Aze = 20, 2 20 = =By, = Ay az 2y = —Cpp = A,
Podobné jako vyse ziskame A, = 2ax + 28y + 2vz + & pro néjakou konstantu

§. Analogicky dostaneme A, = —2ay + 28z +¢€, A, = 20z +2yx + ¢ a B, =
—2vy + 28z 4+ 7. Odtud stejnym postupem obdrzime

A= ax® + 2Byx + 2yzx + fx — ay® + ey — a2’ + pz + 0, kde 6 € C.

Analogicky ziskame i B a C' (s vyuzitim A, = B, =C,, A, = —B,, A, =—-C, a
B, = —C,), a sice plati

B =2axy — fa? —ex +2yyz — B2 — 12+ Byt + &y +
C = —yy? 4202y + 1y + 2002 —y2* —px —y22 + €2+ K, kde k, 1 € C.

Celkové tedy dostavame, ze operator L je tvaru

L =(az® + 2Byx + 2yzx + &x — ay® + ey — az® + oz + 0)0p+
(2awy — Bz — ex + 2yyz — B2° — T2 + By* + €y + )0, +
(—yy? +2B2y + Ty + 20wz — yr? — px +y22 + €2+ K)O+
ar + By + vz + 0.

Za bazové prvky algebry operatort symetrie prvniho fadu pro Laplaceovu rovnici
muzeme zvolit £ =1 a déle

Plzc’?gc P2:6y sz(‘?z
J1 =20, — 20, Jo = y0, — 0, J3 = y0, — 20,.

Vsechny jednoduché operatory symetrie tvoii prave linearni obal operdtori vyse
(bez E). Pro komuta¢ni vztahy v této algebte (viz Miller, [1984) plati, Ze jsou
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stejné jako v Lieové algebre €&(3). Obdobnym vypoctem jako vyse se da uka-
zat, ze pro Helmholtzovu rovnici ve 3 dimenzich tvori linearni obal operatorta
E, P, Py, Ps, Ji1, Jo, J3 vSechny operéatory symetrie prvniho fadu (Miller} [1984).
Ostatni bazové prvky algebry pro Laplaceovu rovnici jsou

1
D:§~|—x81+y8y+zﬁz

K, = (2° — y* — 2°)0, + 22y, + 2220, + x
Ky = (y* — 2* — 2°)0, + 2xy0, + 2920, +y
Ks = (2% — 2% — y*)0, + 2220, + 2yz0, + z,

kde D se nazyva generator dilatace a K, Ko, K3 jsou tzv. specidlni konformni
transformace.
Shrneme-li predchozi vypocty dostavame tvrzeni.

Tvrzeni 11. Operdtory symetrie proniho rddu pro Laplaceovu rovnici ve 3 di-
menzich tvori Lieovu algebru s bazi E, Py, Py, Ps, Jy, Jo, J3, D, K1, Ko, K3 jako
vektorového prostoru.

Jednoduché operdtory symetrie pro Laplaceovu i pro Helmholtzovu rovnici ve 3
dimenzich tvori Lieovu algebru s bdzi Py, Py, P3, Ji, Jo, J3 izomorfni €(3)C.

Pozndmka. Symetrie 1ze formulovat pomoci U(f) pro vhodnou algebru § O &(n)
(viz [Fastwood, [2005), presahujici rdmec nasi préace.

3.2.4 Operatory symetrie druhého radu pro Helmholtzo-
vu rovnici ve 2 dimenzich

Operatory nejvyse druhého fadu obecné netvori Lieovu algebru, nebot komu-
tator dvou operatoru druhého fadu nemusi byt druhého fadu (napiiklad [0,z,0..+
(A + w?)] = 20440 — 204y, — 2w?0,. Lze ukdzat, Ze oba tyto operatory jsou
operatory symetrie druhého radu pro Helmholtzovu rovnici, ale oc¢ividné jejich
komutétor neni (neni to ani diferencidlni operator fadu 2)).

Mezi vsemi operatory symetrie nejvyse druhého radu jsou i tzv. trividlni sy-
metrie Helmholtzovy rovnice. Tim myslime operdtory symetrie tvaru Q(A,, +w?),
pro @ € C*(R"). Ty jsou zjevné operatory symetrie fadu dva, nebot podminka
na komutacn{ vztah plati pro operator prvntho fadu R = [Q, A, + w?], jak se lze
snadno presvédcit. Z diivodu snazstho vypoctu budeme hledat operatory symetrie
druhého tadu modulo pravé tyto operatory.

Definice 16. Oznacme Sy prostor vsech operdtoru symetrie nejvyse druhého radu.
Definujme vektorovy prostor redukovanych operatort symetrie nejvyse druhého
rdadu pro Helmholtzovu rovnici jako Sy/Q, kde Q = {Q(A, + w?)|Q € C>*(R™)}.

Ziejmé plati, ze tridy této ekvivalence lze chapat opét jako symetrie, nebof
pro libovolnou funkci @ € C*°(R™) a libovolny operator symetrie nejvyse druhého
radu pro Helmholtzovu rovnici plati

[A+QA, +w? Ay +w?] = [4,A,+0 ] +[QA, +w’, A, +w?] = (K+L)(As+w?),

kde K, L jsou prislusné operatory prvniho radu.
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Pro S € S; ozna¢me [S] jeho tfidu ekvivalence v podilu Sy/Q.

Navic je—li S = All(?m + Amaxy + Azgayy + Blax + Bgay + C, kde All s Alg, AQQ,
Bi, By, C € C*(R?), operator symetrie druhého fddu a polozime-li S’ = S —
Ao (As+w?), pak ve vektorovém prostoru redukovanych operatori symetrie plati
rovnost [S'] = [S], ale navic S ma nulovy koeficient u ¢lenu s 0y,

Muzeme tedy BUNO hledat operétory s timto ¢lenem nulovym.

Hledame tedy S tak, aby platilo

[S, Ag + w?] = U(Ay + w?).

Oznacme si U = H10,+ Hy0,+J, kde Hy,Hs,J € C*°(R?). Obdobné jako vyse
upravime komutatory pomoci bilinearity, rozndsobime a porovname koeficienty u
jednotlivych parcialnich derivaci. Dostaneme nasledujici soustavu rovnic

—2A1. = H, —2A19, = Hy (3.12)

—2A11y — 2A10, = Ho 0= H, (3.13)

—Altge — Aty — 2B1. = J —2By, = J (3.14)
—Anoge — A1y — 2B1y — 2B2, =0 (3.15)
—Bigs — Biyy — 20, = Hiw? (3.16)

—Bogw — Bayy — 20, = Hyw?® (3.17)

—Cp — Cyyy = Ju*. (3.18)

Z rovnic dostavdme, ze Ay, = Ajgy. Soucasné z rovnice (dosazenim za
Hy = 0) dostavame Ayy, = —Ajg,. Derivaci prvni rovnice podle x a druhé podle
y (resp. naopak) a naslednym seCtenim dostaneme, ze Ay, + A1,y = 0 (resp.
Aioge + Aty = 0).

Obdobné dostaneme z rovnice a pravé ziskaného, Ze By, = By, a z
rovnice [3.15] Ze By, = —Bj,. Opét derivovanim prvni rovnice dle z, druhé dle
y (resp. naopak) a naslednym sec¢tenim dostaneme, ze Bi,, + By, = 0 (resp.
Boyy + Bay,). Z pravé ziskaného s pouzitim Hy = 0 a rovnice pifimo plyne,
ze Cy =0, a tedy i Cyy = Cyy = Cpzy = 0 (nebot C' je C*). Z rovnic a
pak dostavame, ze H;, = J, = 0, nebot w je kladna konstanta.

Tedy diky druhé rovnici v je A2y, = 0 a z predeslého také Aja,, = 0.
Odtud pfimo plyne, Ze A9, nezavisi na y a obdobné ze A;y, nezdvisi na x. Zjevné
i jejich derivace maji tutéz vlastnost, a tak dostdvame, Ze Ajs.y nezavisi na = a
na y diky Lemmatu [7] Jinymi slovy Ajs, = a, kde « je libovolnd konstanta.
Integrovanim podle x dostaneme, ze A9, = ax+ P(y), kde P je libovolnd funkce
nezavisld na z. Z faktu, ze A, nezavisi na y plyne, ze P je konstanta. Oznacime
ji~y. Analogicky oznac¢me pro Ajs, tuto konstantu 5. Celkové s dosazenim prvnich

rovnic v [3.12 a B.13] mame

At = ay + Ay = ax + 7y (3.19)
Al = ax + 7 Ay = —ay — . (3.20)

Naprosto stejné z rovnic a a toho, ze J, = 0, dopo¢itdme hodnoty
Byy, Bay, Bis, Biy. Dostdvame

Boy = 0y + ¢ By, =0y + ¢ (3.21)
Buy = 6y + & By, = —0y — €. (3.22)
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Dosazenim do rovnice [3.16| z prvni rovnice v spolu s predeslym vyjadrenim
Ay, ziskdme
C, = w*(az +7) (3.23)

a po zderivovani dle x
C,r = Wa.

7 [3.18 a druhé rovnice v pak plyne

wia = w?(26x + 29),
z ¢ehoz ihned mame § = 0 a o = 2¢. Dosazenim do rovnic [3.22] a naslednym
integrovanim podle z (resp. podle y) zjistime, Ze ¢z + P(y) = By = —ey — R(x),
kde P (resp. R) je funkce nezévisla na x (resp. na y). Z toho se snadno nahlédne,
ze

Bl = ¢.§C — €y =+ w7
kde 1 je libovolnd konstanta. Obdobné ziskame

B2:€x+¢y+7',

kde 7 je konstanta. Podobné dostaneme z |3.19, Ze @ = 2¢, a naslednym inte-
grovanim, ze 2¢yx + fx + P(y) = A2 = 2¢xy + vy + R(z). Obdobné pro Ay
ziskame

An = ¢a® +yz — ¢y* — By + p

Aip = 2¢ay + Pr +yy + v,

kde p, v jsou libovolné konstanty. Nakonec integrovanim |3.23| a z toho, ze vime
ze C' nezévisi na y, obdrzime

C = W (¢p2® + vz + £),
kde £ je libovolna konstanta. Celkové tedy operator S vypada takto
S =(pa® + vz — ¢y* — By + 1) Drat
(2¢zy + B + vy + 1) Opy+
(¢px — ey + )0, + (ex + Py + 7)0+
w(¢r® + vz +§).
JelikoZ pocitame ,modulo Q(As + w?)“, kde @ je libovolna funkce z C*°(R?),
mizeme k S piicist (—¢z? — vx)(Dps + O,y + w?), ¢imz dostaneme
S =(=¢y* — By + 1) Oust+
202y + B + 7y + 1)y + (—0a? — y2)Dyy+
(pr — ey + V)0, + (ex + ¢y + 7)0, + W€,

(3.24)

Po drobnych upravach 1ze dostat naptiklad tuto béazi

P17 P27 M7 E
P12> P1P27 M2a {M7P1}7 {MaPQ}a
kde Py, P», M, E oznacuji stejné operatory jako v predchozi ¢asti pti vypoctu
operatoru symetrie prvniho fadu pro Helmholtzuv operdtor a {-, -} znaéi tzv.
antikomutdtor, tj. {M, Py} = M Py + P, M.
Ziskédvame néslledujici tvrzeni.
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Tvrzeni 12. Baze vektorového prostoru redukovangch symetrii nejvyse druhého
rddu pro Helmholtzovu rovnici je napiiklad E, Py, Py, M, P?, PPy, M?, {M,P;},
{M,P,}.
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4. Separace promeénnych

Zacneme nasledujicimi dvéma definicemi.

Definice 17 (Invariantnost operdtoru vuéi funkeci a mapé). Necht n, k € N spl-
nujici 1 < k < n, M je n-dimenziondlni hladkd varieta, (U, ) jeji mapa se
souradnicovymi funkcemi xt, ... x", f € C°(U) nezdvisld na x',..., 2% a L di-
ferencidlni operdtor na U. Rekneme, Ze L je invariantni viici funkci f a mapé ¢,
pokud pro kazdou g € C°°(U) nezdvislou na x*1 ... x™ plati, Ze L(fg) = fL'(g),
kde L' je néjaky diferencidlni operdtor a L'(g) nezdvisi na x**1, ... a™.
Definice 18 (Separace operatoru mapou). Necht M je n-dimenziondlni hladkd
varieta, (U, ) jeji mapa a L diferencidlni operdtor na U. Rekneme, Ze o separuje
L, pokud existuje k € N, Ze 1 < k < n, Ly a Ly diferencidlni operdtory na U a
f,g € C®U), kde f nezdvisi na x',..., 2% a g nezdvisi na * ... " tak, Ze
Ly je invariantni vict f a p, Lo je invariantni vici g a ¢ a zdaroven L = Ly + Ls.
Rekneme, Ze pro rovnici L(h) = 0 existuje separované feseni v mapé (U, ),

pokud existuje k € N, Ze 1 < k <n, a funkce f € C®(U) nezdvisld na 2!, ..., x*
a g € C®U) nexdvisld na x*1 ... " tak, Ze h = fg 7esi rovnici L(h) = 0.
Nékdy také rikame, Ze rovnice L(h) = 0 je separovand v souradnicich x', ... z".

Pozndmka. VSiméme si, ze pro kadou rovnici tvaru L(h) = 0 existuje v kazdé
mapé separované reSeni, a sice feseni nulové. My vSak budeme hledat nenulova,
dokonce nekonstantni separovana reseni.

Tvrzeni 13. Necht n, k € N spliujici 1 < k < n, M je n-dimenziondlni hladkd
varieta, (U, @) jeji mapa a L diferencidlni operdtor na U. Pokud ¢ separuje L
a existuji funkce f € C(U) nezdvisld na x',..., 2% a g € C®(U) nezdvisld na
okt a tak, Ze Ly je invariantni vici f a @, Ly je invariantni vici g a ¢ a
zaroven [ je v jadru prislusného Ly, a g je v jadru prislusného LY. Pak ezistuje
separované resent rovnice L(h) = 0 v mapé (U, ¢).

Diikaz. Af jsou L, p jako v pfedpokladech. Ozna¢me f resp. g funkce invariantni
VUci Ly resp. Lo, které jsou v jadru L resp. LY. Potom plati

L(fg) = (L1 + L2)(fg) = Li(fg9) + Lao(fg) = fFL(g9) + gL5(f) =0+ 0 =0,

kde tteti rovnost plyne z invariance operatort L; a Lo vaéi f a ¢, resp. g a .
O

Pozndmka. Jak jsme zminili jiz v Uvodu, spo¢iva separace v tom, Ze misto jedné
rovnice ve vice proménnych muzeme fesit vice jednodussich rovnic v méné pro-
ménnych. Naptiklad pro pripad n = 2 nam separace otazku feseni jedné parcialni
diferencialni rovnice reformuluje na reseni dvou obycejnych diferencialnich rovnic
a kompatibilni podminku (tj. prislusna feseni jsou v jadrech ¢arkovanych opera-
tort).

Nékdy je mozné najit separaci tak, ze operator je invariantni vi¢i vsem funk-
cim nezavislym na danych soutadnicich. Poté fesime skutec¢né jen obycejné dife-
rencialni rovnice, jak ilustruje nasledujici priklad.
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Priklad. Ukazeme separaci Helmoltzovy rovnice ve 2 dimenzich v kartézskych
souradnicich (tedy separace identickou mapou). Je zjevné, ze se Helmholtzuv
operator separuje napriklad timto zptisobem

Ay + w? = (0pe + K°) + (=K + 0,y + w?),

kde k je libovolna, tzv. separacni, konstanta. VSsimnéme si, ze v tomto pripadé
je operator O,, + k? invariantni véi libovolné funkci nezdvislé na x a naopak
operator 9y, + w? — k? je invariantn{ viici libovolné funkei nezavislé na y. Misto
Helmholtzovy rovnice tedy fesime nésledujici dvé obycejné diferencialni rovnice

Dyyg + (W* —k*)g = 0.
Reseni téchto dvou rovnic je napiiklad f(z,y) = e** a g(x,y) = eV’ ~F*¥. Hel-

mbholtzova rovnice ve dvou dimenzich mé tedy napriklad nekonstantni separované
FeSeni ethrtivew?—k?y

Definice 19 (Nevlastni jednoduchy operator symetrie). Necht L je diferencidlni
operdtor na U C M a K je néjakyj jednoduchy operdtor symetrie L. Rekneme,
ze K je nevlastni jednoduchy operator symetrie, pokud neexistuje m € N a f; €

C>®(U) tak, ze by platilo
L= ZfiKi. (4.1)
i=0
Ukazeme, ze ve dvou dimenzich kazdému nevlastnimu jednoduchému opera-

toru symetrie prislusejicimu nekonstantnimu operatoru L, odpovida néjaké ne-
konstantni separované reseni.

Lemma 14. Necht M je n-dimenziondlni hladkd varieta, (U, @) jeji mapa se
souradnicovymi funkcemi (z', ..., z") a L diferencidlni operdtor na U tvaru

> fa0%,

laf <k

kde pro kazdy multiindex o funkce f. nezdvisi na souradnici x'. Potom je tento
operdtor invariantni vici funkci e’ a @, kde X je libovolnd konstanta z C.

Diikaz. Ukazeme pouze invariantnost pro operator f,0% pro libovolny multiindex

a. Zbytek tvrzeni plyne z linearity diferencidlnich operdtora. At oo = (v, ..., ap)
je multiindex, f, € C*(U) funkce nezdvislé na z* a h € C*°(U) libovolnd hladka
funkce nezavisld na 2. Je vidét, ze funkce e’ nezdvisi na proménnych 22, ..., z".
Plati

FaD (' h) = fo Oyt ... O 92O 0 O (A ) —
———
o -krat
= foOu ... O (X 0070100 () =
a1 -krat

_ fa)\ale)\xlaa—(al,0,...,0)(h) — exwl)\alfaaa—(al,ﬂ,...,0)(h).
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Rovnosti plynou z derivovani exponencidly a nezavislosti na prislusnych sourad-
nicich. Je vidét, Ze funkce A** f,0%(h) nezdvisi na soufadnici .

O
Ptripomenme, Ze jednoduché operatory symetrie 1ze chapat jako vektorova pole.
Hodnotou jednoduchého operatoru symetrie K v bodé m € M myslime hodnotu
prislusného vektorového pole v tomto bodé (srovnej 1.2).

Véta 15. Necht M je dvoudimenziondlni hladkd varieta, U C M jeji otevrend
podmnoZina obsahujici bod m € U a L je diferencidlni operdtor radu alesporni 1 na
U. Potom pro kaZdy nevlastni jednoduchy operdator symetrie K prislusny operdtoru
L, ktery je v m nenulovy (ve smyslu odstavce nad vétou), existuje mapa (V, @)
takovd, zZe rovnice L(h) =0 md nekonstantni separované reseni v mape (V, ).

Diikaz. Podle Véty [3| a nenulovosti K' v m existuje mapa (V’, ¢) okolo m se
soutadnicovymi funkcemi (x!, z?) takovd, Ze K je soufadnicové vektorové pole,
tj. 7e K = 81,1.

Vyjadiime operator L v mapé (V', ¢). Dostdvame

L= > fand®?.

(a,b), [(a, b)|<I

Funkce f, nezévisi na z', nebot

0=[K,L| = [0n, Y_ fa0%T= > 0u(fa)0™

| < || <I

Z porovnani koeficientn u jednotlivych operatori dostavame, ze funkce f, maji
nulovou derivaci podle soufadnice z'. To znamen4, Ze existuje okoli V" C V', na
kterém jsou funkce f, opravdu nezavislé na této souradnici.

Zvolme k € C. Pak operator L separujeme nasledovné

L= (L~ 0py —k*)+ (010 +k*) = Ly + Lo.

Pro ¢ chceme najit f a g jako v predpokladech Tvrzeni [13|

Volme funkci f = e®**' kterd je zjevné v jadru operdtoru Ly = Oy + k2.
Operétor L je invariantni vici f a mapé ¢ diky Lemmatu [14 Uvazujme funkei
g nezdvislou na z! jako fesen{ rovnice L (g) = 0, kde L) je operdtor ziskany opét
z Lemmatu konstrukei z dikazu (pro L;). Tato funkce g existuje, napiiklad
nulova. Operdtor 1,1 + k? je ziejmé invariantni viiéi g a mapé . UkdZeme, Ze
vzdy lze volit takové nenulové k, aby L} bylo alespon prvniho fadu. Z dikazu
Lemmatu (14| je vidét, ze L rozlozeny do homogennich ¢asti vypada nasledovné

l -1
Lll = (Z(ik‘)jfm 0)) + (Z(ik‘)jf(j’ 1)) 8$2 +...+ (ik‘)lf(ﬂ,l)a(o’l). (42)

j=0 7=0

Jak jsme zjistili funkce f,, 1), kde a,b € Ny a a+b < [, nezévisi na soufadnici xt

Zvolime p nejvétsi takové, aby existovalo jy takové, Ze f(;, ) # 0. Toto p exis-
tuje, nebot ptuvodni operator L je nenulovy. Protoze K je nevlastni jednoduchy
operator symetrie a je roven 0,1, vyjadieni L v mapé ¢ obsahuje derivace i podle
22, proto je p nenulové.
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Pokud by platilo, ze pro kazdé k € C\ {0} je operdtor L} nultého fadu, tak
by specialné pro vsechna ¢ € V" platilo, ze Z;;%(ik)j fip(q) = 0. Toto by byl ale
polynom v k s nekonetné mnoha fesenimi (pro kazdé nenulové k), tedy vSechny
jeho koeficienty by byly nulové, tj. pro 0 < j < [ —p by platilo f(;,)(¢) = 0. Toto
Ize provést pro kazdé ¢ € V". Odtud plyne, Ze specidlné funkee f;, , by byla
nulova na V" coz je ale spor s volbou p. Dostavame tedy, ze rovnice L] je alespon
prvniho fadu. Z teorie obyc¢ejnych diferencialnich rovnic vime, Ze pak existuje na
(pripadné mensi) V' C V" feseni g rovnice L(g) = 0, které je nenulové.

Y / v , NS ’ ikxl
Dostavame tak v této mapé nekonstantni separované reseni tvaru egihe g.

O

Pozndmka. V diikazu jsme vyuzili toho, Ze operator, jehoz feseni je exponencidla,
je invariantnim vaci vsem funkcim nezavislym na prvni proménné.

Predpoklad 2 dimenzi slouzi k tomu, abychom ziskali feseni. V tomto pripadé
je totiz L) reprezentace obycejné diferencialni rovnice.

Libovolné soutadnice ziskané z véty vyse budeme nazyvat souradnice induko-
vané operatorem K.

Definice 20 (Ekvivalentn{ soufadnice). Rekneme, Ze dva jednoduché symetrické
operatory K1, Ky prislusné Laplaceové nebo Helmholtzove operdtoru indukuji ekvi-
valentni soutadny systém (ekvivalentni soufadnice), pokud cK{ = K, pro néjaké
g€ E(n) aceR.

Poznamka. Diky poznamce na konci Kapitoly 2 vime, zZe konjugace a vynasobeni
konstantou zobrazuje jednoduché symetrické operatory do sebe.

V Kapitole 3 jsme spocitali, ze homogenni operatory prvniho fddu komutu-
jici s Helmholtzovym (Laplaceovym) operatorem ve 2 dimenzich (tj. jednoduché
operatory symetrie), maji stejné komutacéni vztahy jako Lieova algebra &(2)C.
Omezime-li se na redlné homogenni operatory, dostaneme €(2).

Tvrzeni 16. Redlné jednoduché operdtory symetrie prislusné Laplaceové resp.
Helmholtzovée rovnici ve 2 dimenzich indukuji pravé 2 souradné systémy, které
nejsou ekvivalentni.

Diikaz. Je ziejmé, Ze operdtory P; a Ps, tj. operatory 0, a d,, indukuji ekvivalentni
souradnice. Jedna se totiz v obou pripadech pfimo o kartézské soutadnice (t;j.
souradnice prislusné identické mapé) jen se zaménénymi soufadnicemi a zdména
soutadnic je transformace roviny z Eukleidovy grupy, tedy

P, = P)"°, kdeHO:((l) é)

Ukézeme, ze P; a M neindukuji ekvivalentni souradnice. Pro

A Cgs(oz) — sin(a) ’ e[ ’
sin(a)  cos(a) b
kde a, a, b € R, dostavame
Py = PI*° = cos(a)d, — sin(a)d, = cos(a) P, — sin(a) P,
kde ve vypoctu vyuzivame vzorec Kazdy element z E(2) se da vyjadrit
translaci o v a aplikaci specidlni ortogonalni matice A nebo aplikaci ortogonalni

33



matice HyA. Vypocet jsme provedli pro matici A. Pro matici HyA je vypocet
obdobny, jen se zaméni P, na P,. Vypocet tedy ukazuje, ze cP{ # M (genera-
tor rotaci) pro vSechna g € E(2) a pro vSechna ¢ € R. Tj. M a P, neindukuji
ekvivalentni souradnice.

Nyni ukézeme, ze libovolny nenulovy operator z &(2) indukuje ekvivalentni
souradnice jako P; nebo jako M. Vyuzijeme toho, ze plati (opét ze vztahu

M2 = (y — )0, — (x — a)0y = M — bP, + ab, kdeu:<z>.

Uvazujme déle 0 # L = ¢1 Py + co Py + csM € &(2), kde ¢4, ¢o, c3 € R. Potom pro
c3 nenulové dostavame

cgM2w = [, pro u = c2/C3 .
—c1/cs

Tedy pokud c3 # 0 ziskavame, ze L indukuje ekvivalentni souradnice jako M.
Pro c3 nulové volime « tak, aby platilo, ze

1
M
e+ 3

to lze vzdy, nebot ¢ + ¢3 > 0. Potom plati, Ze

(VA& + &) PI*° = (\/& + ) (cos(a) Py —sin(a)Py) = L.

Tedy L indukuje ekvivalentni souradnice jako P;.

M
v/ + 3

cos(a) = sin(a) =

O
Nalezneme nekonstantni separovand feseni Laplaceovy a Helmholtzovy rovnice
pro nékteré souradnice indukované jejich jednoduchymi operatory.

Priklad. 1. Najdeme souradnice indukované generatorem rotaci, tj. operatorem
M = y0, — x0,. Pro polarni soutadnice (6, r) zavedené v Kapitole 1 dostavame,
ze
Op = ((rcos@)go )0, + ((rsinb)yo)d, =
= ((—rsind) o p)0, + ((rcosb) o ¢)9, = —yd, + xd, = —M.
Vidime, Ze tyto polérni soufadnice jsou soufadnice hledané v dikazu Véty [15
Helmholtztv operator ve dvou dimenzich ma tedy napriklad nésledujici separaci

1 1 1 1
Ory + —0p + 3000 + w® = (Opg + k) + (aw + -0+ ( — 1) Opp + w? — k2> :

2
Pifslugné diferencialni rovnice (po dosazeni e?*?) jsou
Oof +k*f =0
8”g+i&g+ < 2_1;2)9:0,

Jedno z feseni prvni rovnice zndme pifmo z Véty [L5|a sice f = e*?. Reeni druhé
rovnice je komplikovanéjsi. Jedna se o pozménénou Besselovu rovnici. Besselova

rovnice je rovnice

r2

1 k?
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Pro k € Ny mé za feseni Besselovy funkce Ji(r) (viz str. 98, Lebedev, |1972)).
Besselovy funkce jsou definovany
B 00 (_l)i(r/Q)kJrZi
Ju(r) =>" A0k ) pror € R.

=0

Primoc¢arym vypoctem lze ovérit, ze nase rovnice ma za teseni Ji(wr), pro
k € Ny. Celkove tedy dostavame, ze Helmholtzova rovnice ve 2 dimenzich se
separuje pro polarni souradnice a jeji nekonstantni separované reseni je napriklad
e 1 (wr), kde k € N.

2. Souradnice separujici Laplaceuv operdtor ve 2 dimenzich. Vime, ze jednodu-
ché symetrické operatory prislusné Laplaceové rovnici ve 2 dimenzich jsou stejné
jako ty pro Helmholtzovu, tj. indukuji polarni a kartézské souradnice. Ukédzeme
separovana reseni pro tyto souradnice.

Pro kartézské souradnice dostavame 2 obycejné diferencidlni rovnice podobné vyse
zminénym rovnicim

(Oue +K*)f =0 (Oyy — E*)g =0,
které maji feSeni napifklad f = e** a g = €, tedy nekonstantni separované
feseni Laplaceovy rovnice v kartézskych soutadnicich je fg = ef(+%), (Pro k = 0
je ale separované feseni i xy.)

Pro polarni soufadnice ukdzeme jinou separaci nez ziskanou z Véty [I5] Separujme
Laplaceuv operator nasledovné

Ory + lar + %899 = (Opg) + (&T + lar + (12 — 1) 899) :
r r r r
V jadru operatoru dyg je napriklad funkce 6. Druhy operator je vuci této funkei
invariantni pro ¢arkovany operator 0., +1/r0,. V jadru tohoto operéatoru je napii-
klad funkce In(r). Tedy nekonstantni separované feseni v polarnich souradnicich
pro Laplacetv operator ve 2 dimenzich je napriklad 6 In(r).

Na zaveér ukazeme separaci pro Laplaceuv operator ve 3 dimenzich.

Priklad. Je ztejmé, ze v kartézskych soutadnicich ma Laplaceova rovnice separo-
vané feseni naptiklad zyz. Mizeme ale separovat i takto

Opét jsou oba operatory invariantni vici vsem funkcim nezavislym na prislus-
nych souradnicich. Laplaceova rovnice ve 3 dimenzich se tedy rozpada na reseni
Helmholtzovy rovnice ve 2 dimenzich a rovnice 0,,f — w?f = 0, kterd ma za
reseni naptriklad f = e¥*. Diky prikladu vyse pro separaci Helmholtzovy rovnice
ve 2 dimenzich v polarnich soutadnicich dostavame separované teseni v polar-
nich soufadnicich e*?J,(wr). Tato Feseni odpovidaji separaci v tzv. cylindrickych
soutradnicich, které indukuje operator J, z oddilu 3.2.3. Geometricky odpovidaji
tomu, ze jednu kartézskou souradnici nechdme pevnou a zbylé dvé transformu-
jeme do polarnich souradnic. V téchto soutradnicich vypada Laplaceova rovnice
nasledovné

1 1
87"7“ + *ar + 72899 + azz
r r

a mé za nekonstantn{ separované feseni f = e J (wr).
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Poznamka. Poznamenejme, zZe neuvadime vSechny soutadnice, ve kterych lze pri-
slusné rovnice separovat. Tyto souradnice 1ze nalézt podrobnéjsi analyzou syme-
trickych operatoru druhého radu, jak je uvedeno v (Miller, 1984).

Helmholtzova rovnice ve 2 dimengzich se ddle separuje v tzv. parabolickych a elip-
tickych souradnicich. Naptiklad v parabolickych souradnicich, které jsou dany
témito vztahy

x=1/2( -1 y =&, pro £ e R*, n e R,
vypadé Helmholtzova rovnice takto
(e + Oy + (€ + 7)) f = 0.
Tento operator se jednoduse separuje
Oce + Oy + WH(E2 +1%) = (Oge + W + k?) + (Opy + n°w” — k7).
Oba vysSe uvedené operatory jsou opét invariantni vi¢i vsem hladkym funkcim

nezavislym na 7 resp. na £. Proto miizeme tesit nésledujici 2 obyc¢ejné diferencialni
rovnice

(Oee + W+ E))f =0 (Opy + n*w® — k*)g =0,

jejichz TeSenim jsou tzv. cylindrické parabolické funkce (viz Miller, [1984)).
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Seznam pouzitych zkratek

Bij(M)

Kroneckerovo delta

identita na R

prirozend ¢isla s 0

prirozena cisla

vektorovy prostor vsech realnych matic n x n
mnozina vsech linearnich bijekci vektorového prostoru V
obecné grupa linearnich zobrazeni, Aut(R")

grupa ortogonalnich transformaci

prostor vsech vlastnich ortogonalnich transformaci
Eukleidova grupa

Lieova algebra Eukleidovy grupy v n dimenzich
mnozina vsech bijektivnich zobrazeni mnoziny M
Laplacetv operator v n dimenzich

Besselovy funkce
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