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1. Vektorové prostory: zakladni pojmy

Geometricka predstava: R, R? R? ... R", {n € N}.
Ale muzou byt i jiného typu. Napi prostory funkci.

DEFINICE 1.1. (V,+, ) nazvu vektorovym prostorem (v.p.) nad té&lesem R(C) pokud V # ) a:
(1) + je operace: V xV —V
(2) - je operace: R(C) x V —V

které splnuji:
L1 Vo,w,z € V:v+ (w+z)=(v+w)+z (asociativita)
I2VWweV:v+w=w+v (komutativita)
I3 3IneVVweV:v+n=v (existence neutrdlniho prvku)
I4YoeV I eV:v+v =n (existence inverzniho prvku)
II1 Vr,s e RIC) Vo €V : (rs)-v=r-(s-0)
2 VoeV:1-v=v
M3 VvreRC)Yw,weV:ir-(v+w)=r-v+r-w
4 Vr,s e REC)Yo eV : (r+s)-v=r-v+s-v

PozNAMKA 1.1.

1) Geometricka pfedstava spliiuje definici. (Napiiklad s¢itani vektorii a ndsobeni vektort redl-
nym ¢islem)

2) Neutralni prvek je jediny. Pro spor m&jme n, n’ dva rizné neutralni prvky. Pak plati
n=n'4+n=n

pfifemz druhd rovnost je opravnénd proto, ze n’ (a obecné jakykoli neutralni prvek) se chova
,neutralné“ z obou stran.



3) Pro jakykoli prvek v € V existuje jen jedina inverze. Pro spor mé&jme v’,v” € V inverzni k
v. Pak
v+v'=n & v+ =
v+ =v+0” /+
v+ (w+v) =0+ (v ")
(v+v)+v = @w+v)+0"
n+v =n+v"
’Ul — UH
coz je spor s piedpokladem. Inverzy (jedinou) budeme znaéit —v. O

4) Cemu se rovna 0-v? Pouzijme v =1-v = (14+0)-v = 1-v+0-v = v+0-v (uzili jsme axiému
I1.2: 1 - v = v) a podle definice neutralniho prvku snadno nahlédneme, Ze 0 - v je neutralni
prvek n a budeme jej znacit 0 (pfi¢emz z kontextu bude vzdy jasné, jedna-li se o nulu nebo
o nulovy vektor).

Zkusme 1-v+ (1) v = (1 + (=1))-v =0-v = 0. Cim jsme ukazali, ze (—1) - v je jisté
inverznim prvkem k v. Tedy podle naseho znaceni piSeme (—1)-v = —wv.

5) Prostor spliiujici vlastnosti I.1, 1.2, 1.3, 1.4 nazyvame abelovska grupa. (V, +)
6) Pojem "téleso R(C)” je pro nés zatim jen souslovi, definice télesa bude pozdé&ji.

)
)
7) P¥i nasobeni uz nadéle nebudeme psat tecku tam, kde to nebude zapotiebi.
8) misto (V,+,-) budeme strucéné psat V'

)

9) Vektorovy prostor nad télesem R nazyvame redlny vektorovy prostor, v.p. nad télesem C

nazyvame komplexni v.p.
PRIKLAD 1.1.
1) Ukazme, Ze (R™,+,-) je vektorovy prostor:
(U1, ey ) + (W1, ywy) = (1 + Wy, .o, U +wy,) v,w €RY
r(v1,...,0n) = (rvy,...,105) T ER; v,w € R"
2) C™ analogicky
3) Prostor vSech funkci F' na otevieném intervalu I v R
(f+9)(x) = f(z) + g(x)
(rf)(z) =rf(x)

4) CO(I)={f:1I— C: f je spojita na I} kde I je otevieny v R. Pak ale C°(I) tvoii vektorovy
prostor. Napi.: kdyz f € CO(I), tak f je spojita, pak ale také (—f)(x) = —(f(x)) je spojita.
Uréité plati (f + (—f))(z) = f(z) + (=f)(z) = f(z) + (=(f(x))) = 0 tj. C°(I) m4 inverzni

prvek, kde neutralni prvek je nulova funkce. Dalsi axiomy ovérit za doméci ukol.

5) ¥((0,1)) ={f:(0,1); f(0) =0A f(1) = 1} Neni vektorovy prostor, protoze neni splnéno,
T RXxU —- U



DEFINICE 1.2. (Vektorovy podprostor) (V, +, -) je vektorovy prostor, neprazdnou mnozinu W C
V nazvu vektorovy podprostor prostoru V, pokud Vo,w € W: v+w e W aVv e W; r € R(C) :
r-veWw.

PozNAMKA 1.2. Vektorovy podprostor je i ziejmé vektorovy prostor, protoze také splituje
axiomy v.p., nebot je jeho podmnozinou. Ovéfme napiiklad existenci neutrélniho prvku: W C V
a je podprostor V = W # () = Jv € W pak 0-v € W z definice podprostoru je totiz uzavieny na
nasobeni a 0-v =0 € W coz je neutralni prvek.

PRIKLAD 1.2.

1) W ={(r,0,0) r € R}U{(0,7,0) » € R} neni vektorovy podprostor (R3, +,-) nebot (1,0,0)+
(0,1,0) =(1,1,0) ¢ W

2) Rovina urcéend osami = a y je ziejmé vektorovy podprostor vektorového prostoru (R?,+,-)
nebo taky osa z je vektorovy podprostor tohoto prostoru.

3) Vypiste viechny podprostory prostoru R?

a) cely prostor R? je také podprostorem
b) vSechny pfimky prochazejici poc¢étkem - musi obsahovat neutralni prvek

c) {0} - trividlni vektorovy podprostor

DEFINICE 1.3.

* Necht V je vektorovy prostor a M C V je jeho podmnozina. Pak £L(M) = {Zle rivi| T €
R,v; € M,k € Ny} nazveme linearni obal M.

* v €V je linedrni kombinaci prvki {vi,...,v,} pokud 3r; € R, ze v => " | rv;

* M C V nazvu linearné zavislou pokud 3k € N, Jv;...v, € M, Iry...7r; € R kde alesponi
jedno r je nenulové, tak ze: Zf:l riv; =0

* M nazvu linearné nezavislou, pokud neni lineadrné zavisla.

PRIKLAD 1.3.

1) Mgjme (1,2),(2,4) € R? pak plati: 2(1,2)+(—1)(2,4) = (2,4)+(-2,—4) = 0. Tj. {(1,2), (2,4)}
je linedrné zavisla. Navic (2,4) = 2(1,2) tedy je linedrni kombinaci (1, 2).

2) Pokud 0 € M = M je linedrné zavisla.
Necht {0} = M pak 1-0 = 0 coz je linedrni zavislost. Necht M obsahuje jesté jeden prvek
ve M,v#0pak 1-0+0- v =0 zase je linedrné zavisla.

3) Jestlize M je linedrné zavisl4, lze pak v8echny n € M vyjadfit jako linedrni kombinaci prvki
z M?

Neplati! Pf.: mnozina {(0,0),(1,2)} je linedrné zavisld, ale uréité nelze (1,2) vyjadiit jako
linedrni kombinaci prvka (0,0): (1,2) # r(0,0)

LEMMA 1.1. Necht {v1,...,vx} CV, kde V je v.p., je linedrné nezavisla.

Pokud {vy, ..., vk, vk11} je linedrné zavisla pak v 1 1ze zapsat jako linedrni kombinaci {vy, ..., vy }.

DUkAz. Predpokladejme tedy, ze {v1, ..., vk} jeln. a{v1,..., vk, vgt1} je L.z. Z definice linedrni
zévislosti potom plati, Ze (r1,..., 7%, 7x+1) nejsou samé nuly (t.j. alespont jedno r; je nenulové)



Ukazeme-li, Ze 7,41 je nutné nenulové, dikaz bude témét hotov.
Pro spor vezmeme 741 nulové. Tedy 0 = r1v1+- - - rgvip +0vg41 = 7101+ - - TR U priCemz nutné

(r1,...,7) nejsou samé nuly. Pak je ale tato mnoZina linedrné zavisla, coz je spor s pfedpokladem.
Vime tedy, Ze ri+1 je nenulové.
Algebraickou tpravou potom dostavame: vyg41 = —ﬁ(rlvl + -+ 7EUE), t.j Vgt je linedrni

kombinaci vektora {v; ... v }. O

PozNAMKA 1.3.

a) Plati tedy lemma pro M = {(0,0), (1,2)}? Mnozina ale neni linedrné nezavisla, takze ne-
spliiuje pfedpoklad lemmatu, ale mnozina {(1,2)} uZ linedrné nezéavisla je. Také plati, ze
{(1,2),(0,0)} je lindrné zavisla. Pak opravdu umime vektor (0,0) zapsat jako linearni kom-
binaci, tedy (0,0) = 0(1, 2).

b) Mé&jme mnozinu M = {vy,...,vp} anech 3 € {1...k} : v; = Z?le# a;vj. Pak M je
linedrné zéavisla. Dikaz: Zle j2i @V — v; = 0 coz je netrivialni linearni kombinace (pted
v; je —1) takze M je lindrné zavisla.



2. prednaska z linearni algebry
Steinitzova véta
9. ijen 2007

Zopakujme

LEMMA 1.2. Necht {v1,...,vr} je Ln. Pokud {vy,..., vk, vks1} je Lz., pak vgy1 je Lk. mnoZiny
{vi,..., v}

DUKAz. viz prednasku. O

Obména implikace a = b je =b = —a a je ji ekvivalentni. Vyroku pfed implika¢ni spojkou se
tik4 antecedent a vyroku za ni konsekvent.

Obména lemmatu 1.1. ¥ikd: Necht {vq, ..., v} je Ln. Pokud neni vy Lk. {vy,..., v}, potom
je {’Ul, N 7'Uk7'Uk+1} L.n.

UvaZme relace R(x,y) dvou prvki z,y (binirni relaci) jako jsou napt. relace ”x rovnobézné
s y,” "x déli y,” popt. "z znd y”. Rekneme, Ze R je reflexivni, pokud R(z,x) plati pro viechny
uvazované x. Rekneme, Ze je symetrickd, pokud plati R(z,y), pravé tehdy kdyz plati R(x,y) pro
v8echny uvazované x,y. Nakonec fekneme, 7ze R je tranzitivni, pokud z R(x,y) a R(y,z) plyne
R(z, z) opét pro vSechny z,y, z, pro néz ma relace R smysl. Relaci, ktera je reflexivni, symetricka
a tranzitivni, fikdme ekvivalence. Relace rovnobéznosti je ziejmé ekvivalenci. Relace délitelnosti
neni, nebot neni symetrickd: jednotka déli dvojku, ale dvojka nedéli jednotku. Pojem znamosti
zase neni tranzitivni - a chceme-li filozofovat, tak mozna ani neni reflexivni (znte sami sebe? ;-).)

VETA 1.3. (Steinitz): Necht M := {vy,...,v,} a N := {wy,...,ws} jsou konecné l.n. mnoZiny
a necht plati

(1) vie{l,...,r}jev; Lk. {wq,...,ws} a
(2) Vje{l,...,s}jew; Lk {v1,...,v.}.
Potom r = s.

DUKAz. Spliuji-li dvé koneéné l.n. mnoziny relaci (1) a (2), budeme psat {vi,...,v,} =~
{wy,...,ws}. Z¥ejmé plati, ze ~ je symetrickd, reflexivni a tranzitivni, tj. je to relace ekviva-
lence (jak jsme ukdzali na pfednésce nebo snadno sami). DokaZme jako ¢ast dikazu Steinitzovy
véty nasl. pozororvani. Potom se k diitkazu véty vratime.

PozoROVANI: Pokud M, N tvaru vySe splituji M ~ N, potom pro kazdé v;, i = 1,...,7r (v
dalsim bude stacit existence pro i = r), existuje wj,, jr € {1,...,s}, ze {v1,..., 0,1, w; .} ~
{w1,...,ws}. Tj. element v, jsme vyménili za element w;, , aniz bychom porusili relaci.

DUKAZ. Pfi prvnim ¢teni miizete pro jednoduchost ditkaz tohoto Pozorovani vypustit a ¢ist
text zaéinajici az po ném (pracovat jako by bylo pozorovani dokdzano), ale pak se k nému vratit.

a) Ziejmé {vy,...,v._1} % {wy,...,ws}, nebot predpoklddejme pro spor, ze {vy,...,v_1} =~
{wy,...,ws}. Potom ale kvili tomu, ze {ws,...,ws} ~ {v1,...,v,}, plyne z tranzitivity
relace ~, 7e {v1,...,v,—1} =~ {v1,...,v:}, odkud v8ak plyne, Ze v, je Lk. {v1,..., 0,1},
tj. {v1,...,v,} by byla l.z. (podle Pozndmky 1.3.), ¢imz bychom dostali spor s pp. tohoto
Pozorovani.

b) Nyni tedy vime, ze {v1,...,v—1} % {w1,...,ws}. Co to znamend podle definice relace ~
? Vime z pfedpokladu Pozorovéni, ze v; je 1L.k. {ws,...,w,} pro¢ = 1,...,7 a tim spiSe i
pro i =1,...,7 — 1, a proto ziejmé né&jaky element w; z {wy,...,w,} neni Lk. elementt z
{v1,...,v,_1}, aby mohlo platit

{vi, .y vpo1 ) 2wy, o we}



Vezméme tento element a polozme w;, := w;. Tvrdime, Ze je to vhodny kandidat. Definujme
M’ ={vi,...,v,_1,w;,} asnazme se tedy dokazat, ze M’ ~ N, tj. ze je splnén konsekvent
Pozorovani pro tohoto kandidata.

(1) Ukazme, ze M’ je Ln. Jelikoz {vi,...,v,—1} je ln. a wj = w; neni Lk. mnoziny
{v1,..., 0721} (z definice w;, ), je pak M’ = {v1,...,v,—1,w;} L.n. dle obmény Lemmatu
1.1., coz bylo dokazat.

(2) Nyni ukazme, ze kazdy element z M’ = {vq,...,v,—1,w;} je Lk. N = {wy,...,ws} a
naopak kazdy element z N je 1.k. M’, tj. zbylé podminky pro platnost relace M’ ~ N.
Ziejmé kazdy element v;, i = 1,...,7—1jeLk. {wy, ..., ws} dle pp. Pozorovani. Element
w; je také Lk. mny N = {ws,...,w,}, nebot w; € N, ale zda naopak mtizeme kazdy
w; € N napsat jako Lk. mny M’, nevime. Zkusme nejdiive dokdzat, ze

M ={vi,...,vp_1,w;} = M = {v1,...,0,:} (x),

odtud totiz by jiz plynulo Ze, M’ ~ N, nebot vime dle pp., Ze M ~ N, coZ dohromady
s (x) davé dik tranzitivité M’ ~ N. Zkusme tedy, zda podle definice relace ~ plati (),
tj. {v1,...,vr—1,wy} > {v1,...,v.}. Za prvé v; jsou Lk. M proi=1,...,7r —1 a w;
je také Lk. elementd z M, nebof w; € N = {w1,...,w,s} a kazdy element z N lze psat
jako Lk. elementtt z M = {vy,...,v,} dle pp. Pozorovani. Zbyva tedy ovéfit, zda kazdy
element z M je Lk. elementtt z M’. Pro v;, ¢ = 1,...7 — 1 je to opét snadné, nebot
jsou obsazeny v obou téchto mnozinach (M i M’). Zbyvé toto ovéfit pro v,. Zkusme
nésledujici. Jisté plati (dle pp. pozorovani), ze w; je Lk. elementti z M = {v1,...,v,},
tj. plati
Wj; =C1V1 + ... Cr—1Vp—1 + CrUr (**)

pro ¢; € R, i = 1,...,r. Zkusme dokazat, Ze ¢, # 0. Kdyby pro spor ¢, = 0, po-
tom pfedchozi rovnost pfechdzi na w; = cijvy +...c—10,—1, tj. w; je Lk elementh z
{vi,...,vp_1}, coz je vSak spor s volbou wj, nebot jsme jej volili tak, aby nebylo Lk.
uvadénych prvki (tato volba je kli¢ovou ¢ésti idey dtikazu). Je tedy ¢, # 0 a mohu
rovnost (%) pfevést na v, = — = (wj —c1v1 — ... — ¢r_1Up—1), t). 1 vy je Lk. elementid

= .

z M’, c.b.d. Tim je pozororvani dokdzano. [

Pokracujme v dikazu Steinitzovy véty.

Iterujemu-li proces v Pozorovani, dostaneme, ze {vq,...,v,—1,wj, } ~ {w1,...,ws},
{vi,.. . o0, wj,_,,wj } =~ {wi,..., ws}, anakonec {wj,,...,...,w; } ~ {wi,..., ws}. Dokazme,
ze {wj,,...,w;.} = {w1,...,ws} jako mnoziny. Jisté {wj,,...,w;.} C {w1,...,w,}. Pfedpokla-
dejme pro spor ostrou inkluzi, tj. {wj,,...,w;.} € {w1,...,ws}, aproto existuje w; € {w1,...,ws},
ze w; ¢ {wj,,...,w; }. Jelikoz w; € {w1,...,w.} a {w1,...,w.} = {wj,,...w,.}, jak jsme
dokazali, je tedy w; lk. elementt z {wj,,...,w;.}, tj. existuji redlnd d; € R, ¢ = 1,...,r, Ze

w; = Y p_q dywj,. Odtud ekvivalentni rovnost: w; — Y, _, dywj, = 0, kterd je zjevné netrividlni
L.k. Nnetrivialita plyne z toho, Ze koeficient u w; (ktery dle toho, co nyni pfedpokladadme, neni v
s¢itanci se sumou Y ) je roven +1. To vSak poskytuje spor s tim, ze N je l.n. (Nasli jsme podmno-
zinu {w;, wj,,...,wj } € N, kterd je l.z., tj. formalné spor s Tvrzenim 1.2 o tom, ze podmnozina
ln. mny (mny N) je také L.n.) Celkem tedy

{wj,, ... ,wj, }={wi,...,ws}.

Jelikoz prvky mnoziny nalevo od rovnosti jsou vesmés riizné a prvky mnoziny napravo od
rovnosti jsou také vesmés rtzné (jinak by byly l. z), dostdvdm dik rovnosti mnozin, ze r = s
(stejné mny maji stejny pocet prvki), ¢imz je dikaz ukoncen. O

PozNAMKA 1.4.

(1) Klicovou ideou bylo nalezeni w;, a zbytek dikazu jsme jen ovéfovali, Ze tento element existuje
a po jeho nalezeni jsme dokazovali, Ze spliiuje nase pozadavky (konsekvent Pozorovani).



(2)

V prednasce se objevil drobny prepis, ktery jisté odhalite, totiz za vétou ”Pokracujeme-li

tento proces dale, dostaneme {v1,...,v,—1,w;, ,,w;, } ~{w1,...,ws},

{v1,.. ., vp—g,wj,_,wj,_,wj b ~ {wy,...,ws}...” maji byt posunuté indexy. Tj. ma byt
spravné: ... {vr, ..., vp0,w; w2 {w, . we), {on . vess,wy w5 w5
{’LUl7 ce ,U}S}...”

(Vzdy odzadu nahrazuji/vyménuji v; pomoci ¢leni w;,. Steinitzové vété se nékdy iikd véta
o nahrazeni/vyméng.)

Vyznam Steinitzovy véty spoc¢ivd v tom, Ze ndm umozni pro koneéné dimenzionalni (bude
pozdéji) vektorovy prostor dokazat, Ze pocet prvka L.n. mny, kterd takovyto prostor generuje,
je nezavisly na volbé takovéto mnoziny. Tj. pocet prvki baze (l.n. mny generujici cely v.p.)
je pro vsechny baze daného v.p. stejny, konstantni.



3. prednaska z linearnej algebry
16. oktSber 2007

PRIPOMENUTIE. Niekedy minule sme si zaviedli internti reldciu ~ medzi dvomi mnozinami
vektorov. Ak platilo {vy,...,v.} =~ {wy,...,ws}, potom obe mnoziny boli Ln. a Vi € {1,...,r}
plati, Ze v; je Lk. {wy,...,ws} a obdobne naopak. Dokonca sme si ukdzali, Ze ak st dve mnoziny
v danej relacii, potom nutne r = s (Steinitzova veta).

DEFINICIA 1.4. (dolezital!l) Nech M C V. Ak M je ln. & M generuje V' (t.j. L(M) =V), tak
M nazveme bazou priestoru V.

PRIKLAD 1.4. Uvazujme vektorovy priestor R? := R x R = {(x,y)|r € R,y € R} s obvyklym
sCitanim a nasobenim redlnym ¢islom a jeho podmnozinu M = {(1,0),(0,1)}. Je M jeho bazou?

Riesenie: Podla definicie bdze staci ukdzat, e M je Ln. a Ze generuje R®. Nech 3ri,m2 € R také, Ze
r1(1,0) +72(0,1) = (0,0). Potom mdme

(0,0) = r1(1,0) + 72(0,1) = (r1,0) + (0,72) = (ri,72) = r1 =72 =0

takZe sa jednd o trividlnu linedrnu kombindciu a teda M je l.n. Teraz ukdZeme, Ze kazdé (a,b) € R? patri
do L(M)
(a,b) = a(1,0) + b(0,1) € L(M)

a teda R* C L(M), ¢o zrejme plati aj opacne, éo potom ddva R* = L(M) a teda sa jednd o generdtor. Ako
cvicenie to samé overte pre M = {(1,—1),(1,2)} (ndvod: budete riesit raz homogénnu a raz ,normdlnu®
ststavu dvoch rovnic o dvoch neznamych)

Priklad nédm ilustruje délezity fakt a to ten, Ze baza daného priestoru nie je jedna (ale dokonca
ich je nekone¢ne mnoho), ¢o sa ukaze ako klacovy ,problém* celej tejto Casti.

TVRDENIE 1.4. Nech M, N € V st koneéné a M i N st baze V. Potom #M = #N (# znadi
pocet prvkov).

DOxkAZ. Stac¢i dokazat, Ze z predpokladov plati M ~ N (potom uZ len uZijeme Steinitzovu vetu
a dokaz je hotovy). No nie je ni¢ Tahsie. Ak v € M tak v je Lk. N, lebo tiez v € V a N generuje
V. Mnozina M je tiez l.n. lebo je to baza. Podone ak w € N tak v je Lk. M, lebo tiez w € V a
M generuje V. Mnozina N je znova l.n. lebo je to baza. Toto st podmienky, ktoré ked st splnené,
tak moézme pisat M ~ N. O

TVRDENIE 1.5. Nech M je konec¢na baza V', nech IV je baza V. Potom N je konecna.
Pozndmka: Mozno sa mézte nazddvat, Ze toto je (taktiez ako tvrdenie 1.4) trividiny dosledok S.v. ale
tak to mie je, lebo S.v. bola formulovand za predpokladu konecénosti oboch mnoZin.

DOKAZ. Podobne ako v dokaze predchadzajiceho tvrdenia moézme zistit, ze M ~ N. Teraz
budeme postupovat chvilu velmi podobne ako pri dékaze S.v. Oznaéme M = {vy,...,v,.}, N =
{wy, ...} aprespor predpokladajme, Ze N je nekone¢na (preto sme ju formélne neukonéili nejakym
ws). Podobne ako v dokaze S.v. (odportiGam si ho znova precitat, ak sa vam zda, Ze robime
nieo neopravnene) plati {vi,...,v,—1,w;,} ~ N, kde w;, € N a wj, sa neda zapisat ako lk.
{v1,...,v,21} (takyto vektor najst vieme). Iterovanim nakoniec dostaneme {wj,,...,w;, } ~ N.
Postupujeme v dokaze dalej. Urcite plati, ze 3w € N také, ze w ¢ {wj,,...,w;, }. To plati, pretoze
keby tomu tak nebolo, tak by N C {wj,, ..., w;,} a teda by nemohla byt nekoneé¢na, ¢o by bol spor
s predpokladom sporu. Nakolko ale w € N a {wj,,...,w;, } ~ N, tak w je Lk. {wj,, ..., w; }, takze
sme potom schopni néjst netrividlnu linedrnu kombinaciu vektorov {w,w;,,...,w;, } rovnajicu
sa nule (0 = —1w + >.._, r;wj,, priom nenulovy koeficient je minimalne pred w, kedZe sme
nasli w tak, ze ho nendjdeme v mnozine vektorov v sume) a tym ziskame l.z. mnozinu, ktora je
podmnozinou N a podla vety, Ze ak mnozina obsahuje 1.z. podmnozinu, tak je 1.z, je i N l.z. To je
ale v spore s predpokladom tvrdenia, Zze N je bazou. [



DEFINfcia 1.5. Nech M je kone¢nd baza V, potom V nazveme vektorovy priestor koneé-

nej dimenzie. Ak neexistuje M béza V', ktorad je kone¢né, potom nazveme V vektorovy priestor
nekonecénej dimenzie. Ak V je konecnej dimenzie a M je baza V, oznaéime dim V = #M.

PozNAMKA 1.5. Definicia 1.5 je korektna! Popravde povedané, celé toto snazenie bolo vyvinuté

len koli tomu, aby sme boli schopni oddvodnit tito pozndmku. Tak to teda s radostou spravme.
Podla predchadzajicich tvrdeni mozme povedat, ze ak ndjdeme M bazu V, ktord je koneéné s
poctom prvkov #M, tak vSetky ostatné bazy, ktoré nadjdeme (ako sme uz naznadcili, ze ich vieme
najst nekone¢ne mnoho), maju koneény a dokonca aj rovnaky pocet prvkov. Tym paddom je dim V'
dobre (korektne/jednoznacne) definované. A taktiez ak néjdeme ¢o i len jednu nekoneéni bézu V|
tak si mozme byt isti, Ze koneéni bazu nendjdeme a moézme so spokojnostou prehlasit, ze V je
nekonecnej dimenzie.

PRrIKLAD 1.5.

a) dimR = 1, lebo mnozina {1} je baza R, lebo je linedrne nezavisla (Vr € R plati -1 =0 =
r = 0) a generuje cely priestor (Vr € R plati r = r - 1).
dimR? = 2, lebo mnozina {(1,0),(0,1)} je baza, ako sme si ukazali v prechadzajicom
priklade. Teraz uz ale vieme, Ze kazd4 ind baza, ktort sme schopni najst, ma rovnaky podet
prvkov, cize 2.
dim R™ = n, lebo mnozina {(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)} je béza (a ma teda
n prvkov). Tato bézu budeme nazyvat kanonickou bazou.

b) Ozna¢me P = R[z] = {d_I" ,a;z’|a; € R,n € Ny} priestor polynémov. Mozte si uvedomit,
7e P je vektorovy priestor (teda spliia axiémy vektorového priestoru). Dalej si definujme
Pr = {Zf;o a;rtla; € R}, priéom k € Ny, ¢o je vektorovy priestor polynémov najviac
k-tého stupiia.

TVRDENIE PRIKLADU. Tvrdime, ze dim Py, = k + 1 a Ze P je nekonecnej dimenzie.

DOKAZ TVRDENIA PRIKLADU. Najskor dokézme, Ze dim Py = k + 1. Podla toho, ¢o sme sa
doteraz naudili, sta¢i ndjst lubovolni bézu tohto priestoru, spocitat (napr. aj na prstoch)
jej prvky a mame vyhrané. UkdZzme teda, Ze mnozina M := {20, 2,... 2*} je bazou Ps.
Nepochybne M generuje cely vektorovy priestor, ¢o je jasné z jeho definicie (pozrite si ju
znova). Stadi teda ukdzat, ze M je lLn. Pred tym, ako to spravime, si pripomefime ¢osi o
deleni polynému polynémom.

Oznaéme polyném, ktory chceme delit P a nenulovy polyném, ktorym chceme delit Q. Potom
plati, Ze existuje polyném S a R, prifom st R < st @ (st je stupen) tak, ze P = SQ + R.
Vratme sa spit k dokazu.

Pre spor predpokladajme, ze M je lz., t.j. 3(bo,...,bx) # (0,...,0) také, ze b(z) :=
Zf:o b;z* = 0. Nula na pravej strane je nulovy polynom, ¢o potom znamend, 7e suma na
strane lavej je identicka nula, teda sa rovna nule pre vSetky x € R. To ale v normalnej reci zna-
mené, ze polynom, mé nekonecéne vela koretiov. Pre konkrétnost si vyberme mnozinu koretiov
{0,1,...,k} pomocou ktorej ukdzeme, Ze polynom pomocou koeficientov (b, ..., bx) vytvo-
reny, musi byt stupiia minimélne k+ 1, ¢o je spor s tym, ¢o sme uz ukézali, a sice M generuje
Pr (t.j. L(M) = Py). Tak to teda ukdzme: Vydelme nas polynom b(z) polynomom (z — 0),
teda to zapime pomocou spminaného vztahu P = QS + R. Cize b(x) = (x —0)so(x) +70(x),
kde st ro(z) < st (z — 0)=1, teda polyném ro(z) je obycajné ¢iselko, ozna¢me ho ro. Kedze 0
je koreti polynému b(zx), tak dosadenim dostaneme 0 = (0 — 0)so(0) + rg, z ¢oho dostdvame
ro = 0, teda moézme pisat b(x) = (z — 0)so(x). Vydelme teraz polyném s¢(z) polynémom
(x — 1). Znova dostaneme so(z) = (z — 1)s1(x) + 1. No tak isto ako 0, tak aj 1 je koretiom
polynému b(x), teda dosadenim do vztahu pre b(z) dostaneme 0 = (1 —0)sg(1), z Goho jasne
vyplyva, Ze 1 je korefiom sg(x), z ¢oho potom podobnym postupom dostaneme r; = 0, teda



so(z) = (x—1)s1(x). Iterovanim tohto procesu dostaneme vysledok b(z) = si(x) Hfzo(a:—i).
O polynéme si(x) vieme len to (a to nadm staci), Ze nie je 0 (nulovy polyném). Keby bolo
sk(z) = 0, tak mdzme vidiet, Ze by vetky koeficienty 3;, stojace u z* po roznasobeni stéinu
na pravej strane, boli nulové, ¢o ale vzhladom na to, Ze rovnica P = QS + R je identita nie
len funkcii, ale aj v zmysle, Ze koeficient u x; napravo je rovnaky, ako koeficient u z; nalavo,
déva rovnost b; = (3;, ¢o by bolo potom v spore s predpokladom sporu. TakZe z toho kone¢ne
mame, Ze stb(x) > k + 1 a mame vytiuzeny spor.[]

Dokézme eSte chytro druhi cast tvrdenie, teda Ze vektorovy priestor P je nekonecnej di-
menzie. Znova pre spor predpokladajme, ze jeho dimenzia je konec¢nd, t.j. existuje mnozina
M, ktora je jeho baza a je kone¢nd. Zrejme mozme najst maximum mnoziny {stplp € M}
a ozna¢me ho m. Potom tiez zrejme L(M) C P,, C P. To ale potom znamend, ze M
negenuruje P, ¢o je v spore s predpokladom, ze M je baza P.

¢) Oznaéme symbolom C°(R) priestor vietkych (realnych ¢ komplexnych) spojitych funkcii na
R definovanych (0 znakéi, ze ich 0-t4 derivacia je spojitd). Priestor je nekoneénej dimenzie,
¢o moézme Tahko nahliadnut z P C CO(R).

VETA 1.6. Nech V je vektorovy priestor konecnej dimenzie a ozna¢me n := dim V. Plati, ze
ak mnozina M generuje V', tak #M > n.

DOKAZ. Pred tym ako formulujeme dokaz, ukdZzme si jeden algoritmus (chépte ako sucast
dokazu).

ALGORITMUS 1.1. Tento algoritmus mé ako vstup IN: M := {vy,...,v,} a vystup OUT:
N C M mnozina také, ze N je ln. a L(N) = L(M). Teda algoritmus z mnoziny vyberie nezavisla
podmnozinu tak, ze lin. obal sa nezmeni. NapiSeme jednotlivé kroky algoritmu:

1. Zvol 1. nenulovy vektor z M a daj ho do N. Nech je to ji-ty vektor, ¢ize potom N = {v;, }.
Ak sa ti to nepodari, tak skonci a prehlés, Ze sa jedna o nezaujimavy a trividlny pripad. Inak
chod na dalsi krok.

2. Zvol 1. vektor z M, ktory nie je L.k. vektorov z mnoziny N. Nech je to jo-tj vektor. Poloz
N = {vj;,,v;,}. Ak sa ti to nepodari, tak skon¢i a prehlas, ze N je vysledok. V opa¢nom
pripade chod na dalsi krok.

3. a.t.d.

PozNAMKA 1.6. Algoritmus je spravny. Dokézeme to: To znamend, Ze overime, ¢i mnozina N
jeln. aé L(N) = L(M). To, ze mnozina N je l.n. je trividlny dosledok obmeny lemmatu, ktory
hovori, ze mame l.n. mnozinu vektorov a ak po pridani nejakého vektoru vznikne mnozina l.z.,
tak tento vektor je 1L.k. pévodnej mnoziny. Overme teraz, ¢i naozaj plati pre algoritmom najdent
mnozinu N, ze L(N) = L(M). Uréite mozme povedat, nakolko N C M, ze plati L(N) C L(M).
Ukézme teraz aj opa¢ni inklaziu. Nech vektor w € £(M). Potom mozme vektor zapisat ako l.k.,
t.jw=>"I_; ¢u;. Otazka je, ¢ plati i w € L(N). Definujme si dve mnoziny.

M1 = {’Ui €M|Ci7£0,1}i GN}
M2 = {UZ‘ EM|C¢#O,’U¢ ¢N}

Pre vSetky vektory x € M podla algoritmu plati, Ze ak ¢ N, tak = sa d4 zapisat ako Lk. vektorov
z N. Takze ako prvky z M1, tak prvky z M, vieme zapisat ako L.k. vektorov z N (pre prvky
z M, je to moc jasné na to, aby sme tomu venovali poznamku v zatvorke, takze robime teraz
zbytocnost), ¢o potom znamend, ze w = > ., c;v; = > D p_q CiQij, Vj,., kde a;j, je koeficient
stojaci pri vektore v;, pri rozpise vektoru v; ako L.k. vektorov z V. No ale vidime, Ze dvojitd suma
je vlastne sumou vektorov z N, takZze w € L(N), ¢im sme dokazali L(N) D L(M).

Teraz by sme mali pokracovat v dokaze Vety 1.6, ale predndska prdve v tomto bode skoncila (no to vds
ale nemust odradit od toho, Ze si ho skusite dokdzat sami, kedZe vietko potrebné mdte uz teraz k dispozicii).
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4. prednaska z linedrnej algebry
23. oktéber 2007

PRIPOMENUTIE. Minule sme si ukazali algoritmus, ktory z mnoziny M vyberie jej podmnozinu
M’, taku, ze M jeln. a L(M') = L(M). Aplikovanie algoritmu budeme pisat M = {vy,...,v5} ~
M ={vj,,...,v;}, kde 1 < j, <kprei=1,...,r. Vrhnime sa teraz na dokaz vety 1.6 (ktorej
znenie ak si presne nepamiitate, tak si ho este raz precitajte), ktory sme si odlozili prave na teraz.

DOKAz. Najskor uvazme pripad, ze M je nekoneéné. V tomto pripade je urcite pocet jej prvkov
vicsi ako koneénd dimenzia V. Takze v pripade M je kone¢na ozna¢me jej prvky {mi,...,mq}.
Ozna¢me este nejak bazu nasho priestoru ako B, pricom #B = dim V' = n. Aplikujme algoritmus
na M a dostaneme M’ = {my,,...,m;, }, kde znova pre istotu explicitne napiSeme 1 < j; < ¢
pre i = 1,...,r. Nie je fazké si uvedomit, ze M’ je bazou V a preto podla tvrdenia 1.4 (dve
béze maju rovnaky podet prvkov) mame r = #M’' = #B = n. Taktiez, kedze M’ C M, mame
#M=q>r=n.0

VETA 1.7. Nech V je v.p.k.d. a dimV = n. Nech dalej M C V je L.n. Potom #M < n. Veta
je v istom zmysle podobné ako predchadzajica, vid potom Pozndmku 1.7.

DOKAZ. Najskor vysetrime pripad M je kone¢nd. Ozna¢me M = {my, ..., my} a prvky nejakej
baze B = {by,...,b,}. Aplikujme algoritmus na

MUB:{ml,...,mq,bl,...,bn}WM/:{ml,...,mq,bjl,...,bj,,,}, 1§]1S7’L,Z:1,,’r‘

Je dolezité si teraz uvedomit, ¢o sa stalo. Stalo sa to, Ze algoritmus vybral a musel vybraf vsetky
vektory z M, pretoze M je l.n. a algoritmus ide zlava. Potom podla toho, ¢i M generuje V alebo nie
(rozmyslite) vybral este nejaké vektory naviac z B. Uvedomenim si, ze L(M U B) =V (uvedomte
si obe inkltzie) znova dostaneme, ze M’ je béza a preto #M' = #B = n a tiez plati ¢+r = #M’,
z ¢oho koneéne mame #M = q < n.

Pre M je nekone¢né postupujeme podobne a skonéime pri konstatovani, Ze M’ je baza. No
kedze M’ obsahuje celt M, tak musi byt nekonec¢nd, ¢o ale podla tvrdenia 1.5 (nemo6zme mat
zérovenl koneént a nekoneéntt bazu) déva spor. Takze sme dokazali, Zze M je koneénd s poctom
prvkov #M < n. [

Hibavy citatel teraz istotne ostdva znepokojeny (poznamendm len, Ze autor tohto textu nim nie je),
kedze ak by nekonecnd mmnoZina M bola nespocdetnd, t.j. nejde ju bijektivne zobrazit na N, tak by sme
algoritmus vobec pouZit nemohli, nakolko algoritmus, tak ako bol definovany, vyZaduje oindexovanie prvkov
vstupujicej mnoziny a hlavne zoradenie do rady, ¢o by v pripade nespocetnej mnoziny evidentne neslo.
Takze sme podvddzali, ale kedZe sme si toho vedomi, tak celkom korektny dokaz poskytneme teraz. Nech je
teda M l.n. a nekonecénd (¢i uz spocetnd alebo nespocetnd). Potom z nej urcite mézme vybrat n+1 prukovi
podmnozinu, oznacime N. Aplikujeme algoritmus na mn. N U B a dostaneme n + 1 + r prvkovd mn. o
ktorej vieme, Ze je bdzou. Potom ale dostdvame n+1+1 = n, z doho musi byt r zdporné, ¢o je spor s tym,
Ze podla algoritmu je kladné. Mozme teraz tieZ ,korektnejdie“ dokdzat tvrdenie 1.5 hovoriace, Ze v.p.k.d
md vietky bdze konecéné. Staci si pri dokaze uvedomit, Ze ak v.p. je aj k.d., tak existuje z definicie koneénd
bdza, mech md n prvkov. KaZdd ind bdza musi mat ale podla vety, ktori sme prdve korektne dokdzali,
mazimdlne n prvkov (bdza je tiez l.n!).

PozNAMKA 1.7.

a) Z Vety 1.6 vyplyva, ze baza B vektorového priestoru V je najmensia generujica mnozina.
Nemysime tym ale to, ze ak M generuje V, tak by nutne B C M (teda najmensim myslime
s najmensim poc¢tom prvkov).

b) Z Vety 1.7 vyplyva, ze baza B vektorového priestoru V' je najvicsia l.n. mnozina. Nemysime
tym ale to, ze ak M je ln. tak by nutne M C B (teda najvic¢sim myslime s najvacsim
poc¢tom prvkov).
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DEFINICIA 1.6. Nech V je v.p.k.d., dimV = n, ozna¢me bazu B = {b;,...,b,}, nech este
v € V. n-ticu (vl,...,v™) € R™ nazveme stradnice vektoru v voci bazi B, ak

n
v = E b;v*
i=1

Pozndmka: Vedzte, Ze siuradnice budeme indexovat hornymi inderxamsi. Robime to pre vase dobro, v
zdujme vasej budicnosti. Ak vam to ale z nejakdch pric¢in vadi, predstavujte si ich dole.

LEMMA 1.8. Ako si mézte vSimnit, predchddzajica definicia stradnic nehovori ni¢ o tom, Ze
dany vektor mé len jedny suradnice voéi nejakej pevnej bazi. No pravdou je, Ze ich m4 len jedny. A
tato (veénd (7)) pravda je népliiou tohto lemmatu (a my sa teda v prislusnom dokaze presvedéime,
Ze to naozaj pravda je). Ale tak to este ddko sformulujme: Bud V' v.p.k.d. s dim V' = n a bazou
B. Nech v € V. Potom ak st (v!,...,v") stradnice v voéi B a zéroveti (w!,..., w") st stradnice
v voéi B, tak nutne v' = w’ prei =1,...,n.

DOKAZ. Nech teda v =) ;" b;v’ a zaroveil v =Y. b;w’. Potom ale mame
n n n
Zbivz :Zbiwz = Zbi(vz—w’) =0=v-w=0 i=1,...,n
i=1 i=1 i=1

Posledna implikacia plati, lebo vektory baze st l.n. [J

LEMMA 1.9. Nech W7 a Wy st vektorové podpriestory priestoru V. Potom aj Wi N Wy je
vektorovy podpriestor. Lemma moc nesuvisi s ni¢im, o ¢om sme teraz hovorili, ale vy ste urcite
radi, ze sa zas dozviete nie¢o nové.

DOKAZ. Z definicie vektorového podpriestoru staci ukazat, ze W1 N W5 je uzavreté na séitanie
a nasobenie 7 € R. Ukdzme teda, ze ak v € Wi NWy aw € Wi NWy, tak v+w € Wy NWs a
taktiez Vr € R : rv € W1 N Wa.

veWiTNWy = veW; &veW,
weWiINWy = weW; &we W,

potom ale
veWr &weW, = v+weW;

= v+we W nw
veWz&w€W2:>v+w€W2} o ' ’

kedze W1 a W st v.p. a teda st na s¢itanie uzavreté. Obdobne mozme dokézat zvySok.
veEWINWy = veW1 &veWy, = VreR:irvoeW &rveWs, = roe WiNW,., O

TVRDENIE 1.10. Nech W C V je podpriestor v.p.k.d V. Nech B’ je baza W. Potom existuje
mnozina M takéd, ze BN M = () a B’ UM je baza V.

PozNAMKA 1.8. Dudsky povedané, vieme rozsirit bazu podpriestoru B’ na bazu celého V.

DOKAzZ. Ozna¢me prvky béaze vektorového priestoru W ako B’ = {b),...,b,}. Nech B je
nejakd (celkom Iubovolnd) baza V s prvkami B = {b1,..., b, }. Aplikujme nas algoritmus na

B/UB:{bll, bl b17...,bn}w{bll,...7b;n,bjl,...7bjT}, 1§j1§n,221,,7"

y¥m>

Stalo sa to isté, ako pri dokaze Vety 1.7. Ozna¢me M = {b;,,...,b;.} a tvrdime, Ze toto je hladana
mnozina. No vskutku je. Z algoritmu jasne plynie, Ze B’ N M = () a taktiez si mozte uvedomit,
7e B'U M je bazou V (ak rozmyslania a uvedomovania este neméte dost, tak si uvedomte, ze
kebyze zvolime int bazu B, tak dostaneme ini mnozinu M, ale vzdy s rovnakym poc¢tom prvkov,
a taktiez Ze pre jednu bazu B nemusime dostat vzdy len jednu mnozinu M). O
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PozNAMKA 1.9. Plati zaujimava vec, a to, ze L(B') N L(M) = 0 (t4 nula napravo je nula),
ktora plati i obecne, teda ak mame nejakt bazu, ktort rozdelite na dve mnoziny, tak ich linearne
obaly budd mat spoloénu tiez len nulu. Mimochodom si uvedomme este, zZe v ziadnom pripade
neplati rovnost L(B' U M) # L(B') U L(M) (toto teda plati, a plati to napriklad aj preto, Ze
L(B')U L(M) vobec nie je vektorovy priestor).

Dokézme ale prvi ¢ast poznamky. Pre spor predpokladajme, ze Jv # 0 také, ze v € L(B') N
L(M). Potom v mozme napisat ako L.k. mnoziny B’ a tiez ako L.k. mnoziny M. Teda

v = ZCTb/L &v= Zdibji = 0= Zc,b; — Zdlbh
i=1 i=1 i=1 i=1
No kedze BBNM =0, musi ¢; =0,d, =0,i=1,...,m, k=1,...,r. No potom ale v = 0, ¢o je
spor s predpokladom. No a Ze 0 je v oboch lin. obaloch je hadam kazdému zrejmé.
2. Matice a linearne zobrazenia

(META)DEFIN{CIA 2.7. Nech m,n € N. Maticou m X n rozumieme ,schéma“ o m riadkoch a
n stipcoch vyplnené elementami z R resp. C. (i, j)-ty element (1 <i < m,1 < j < n) tejto matice
je na i-tom riadku a j-tom stlpci.

PozNAMKA 2.10.

a) Ak sa pytate, preco to je prave tak, a nie naopak (teda preco matica 2 x 3 mé dva Riadky
a tri Stlpce), tak vedzte, Ze preto, lebo R je v abecede skor ako S. Anglicky hovoriaci
kolegovia ale majt namiesto riadku "Row’ a namiesto stipca ’Column’, no vyuzivaji podobnt
argumentaciu: riadky ida skor, lebo R je v abecede neskér.

b) Matice m x n zna¢ime M (m,n,R) resp. M(m,n,C). Matice mozme napriklad oznacovat
velkymi latinskymi pismenami (napr. A). (i,j)-ty element matice oznacujeme a';, priCom
vzdy plati, Ze index viac napravo oznacuje v ktorom stipci sa dany element nachadza. Piseme

A= (ah) =0 Ay =dl

J7j=1,...,n

Matice vieme séitavat a dokonca aj nédsobit ¢islom (ked si to definujeme nasledovne): Nech
A,B € M(m,n,R) ar € R. Potom stfet A+ B = C je tiez matica, patriaca do M(m,n,R)
taka, ze

cij ::aij—&—bij, V(i,j) € {1,...,m} x {1,...,n}

Podobne rA = D je matica v M (m,n,R) taka, ze

d:=ra’, V(i,j)€{l,...,m} x{1,...,n}

c) Matice s takto definovanym sc¢itanim a nésobenim ¢islom tvoria vektorovy priestor (t.j.
spliiaji axiémy vektorového priestoru, ¢o si moézte overit). Je evidentné, ze nulovy prvok
(ozna¢me Q) je matica

0 ... 0

0 ... 0
Dimenzia dim M (m,n,R) = mn, napriklad aj preto, Ze mnozina
{Bli=1,...,m,j=1,...,n}

je bazou, kde “ E je matica, ktora ma viade okrem prvku na i-tom riadku a j-tom stipci,
ktory je jednicka, samé nuly.

13



DEFINICIA 2.8. Teraz si definujeme eSte su¢in matic. Nech A € M (r,s,R) a B € M(s,t,R).
Potom stéin AB = C' je matica typu r X t, pricom

S
;L - o
= Zalkbj, V(i,5) € {1,...,r} x{1,...,t}
k=1
Treba poznamenat, Ze ndsobenie je velmi sugestivne definované!

PozNAMKA 2.11. Takto definované nasobenie odpoved4 nasobeniu podla obrizka.

«

TVRDENIE 2.11. Z takto definovanych operécii plyna tieto vlastnosti: VA, B,C € M(r,s,R) :
1) komutativnost séitania: A + B = B 4+ A a vlastnost nulovej matice: A+ Q= A

2) asociativita s¢itania: (A+ B)+C =A+ (B+C)

3) distributivnost nasobenia voéi séitaniu napravo: A(M+N) = AM+AN, VM, N € M(s,t,R)
4) distributivnost nasobenia vo¢i séitaniu nalavo: (A + B)M = AM + BM

5) asociativita nasobenia: (AM)P = A(MP), VP € M(t,u,R)

DOKAZ. Prvé dve vlastnosti plyni trividlne a dokazovat ich nebudeme. Dalsie tri plyni tiez
trividlne ale dokdzeme si ich. Ozna¢me lavi stranu rovnosti 3) L, pravi R, potom

(L)Z = Zaik(m’;v + n’;) = Zaikm’;- + a%n’? = Za’km’} + Z aikn@v = (AM)ZJ + (AN)ij = (R)’J
k=1 k=1 k=1 k=1

Podobne sme chopni dokézat aj rovnost 4) a nakoniec teda rovnost 5):

()5 = D (AM)p =3 (Z aizmlk> =2 a (Z mlkp’§> = d{(MPY, = (R). O
B =1 k=1 =1

k=1 k=1 \l=1
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5. prednaska z linearni algebry
30. ¥jen 2007

PozNAMKA 2.12. (k Tvrzeni 2.11 z pfedchozi pfednasky)

1)

2)

Strukturu, splitujici vlastnosti z tvrzeni 2.11 vySe nazveme komutativnim okruhem (angl.
ring)

IPOZOR! Nésobeni matic neni komutativni, tj. AB # BA.

Napt.

0 1) (0 0 10

0 0 10 0 0

#

0 0\ (0 1)y _(0 0

10 0 0/ \0 1
Relace (AB)C = A(BC) “naznacuje” ze M (n,n;R) by mohla byt grupa, ale jelikoz zatim
nevime, co to je, nastava cas tento pojem zavést.

GRUPA. (G,-," ! e), e € G je mnozina, na které je definovana binarni operace
GxG—G, (a,b)—a-b
a plati:

1) Ya,b,ce G:(a-b)-c=a-(b-c) (asociativita)
2) de€ GVa € G:a-e=e-a=a (existence neutrdlniho prvku)

3) Vae GJa' € G:a-d =e (d se nazyva inverze a)

Vektorové prostory, jak jsme je definovali kdysi davno v prvni prednésce, jsou rovnéz grupa,
dokonce Abelova (t.j. komutativni grupa pro vSechna a,b € G spliujici a - b = b - a), ale
vzhledem ke séitani. Matice (vzhledem k ndsobeni) Abelova grupa nejsou, protoze jejich
nasobeni neni komutativni. Dalsi nekomutativni grupou je multiplikativni grupa kvaterniont
(H\ {0},,7*,1). To, e kvaterniony obecné nekomutuji, mozno vidét uz jenom na ij =
k # ji = —k. Tedy i kvaterniony maji inverzy, kterou skonstrujujeme podobné jako u
komplexnich ¢isel.

Inverze je pro kazdé a jen jedna, pro spor necht a’,a” jsou inverze k a. Pak a-a’ = e = a-a”.
Po vynésobeni a’ zleva a pfezévorkovani (a’ - a)-a’ = (a’ - a) - a”, tudiz o/ = o”. Stadi uz
jenom dokéazaf, Ze levé a pravé inverze se rovnaji:

a-ap=e [ar-
ar-(a-ar)=ayp -e

(ap -a)-ar =ar,

aRr = ay, (R
1.0
e je pro matice zfejmé jednotkovd matice 1 = : -, : | protoze 1-A=A-1=A
0 1
00
Inverze k nulové matici O = | : -. : | neexistuje, protoze by muselo platit 0-0=1=

0 0
O =1, coz je spor. Nula krat cokoliv zkratka ztstane nulou.

POKRACOVANI POZNAMKY
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4) Zavedeme mnozinu GL(n;R) jako mnozinu vSech matic n x n, které maji inverzi, tj.
GL(n;R) = {A € M(n,n;R), A mé inverzi}. Z vlastnosti v tvrzeni vySe je ziejmé, Ze
GL(n;R) je grupa, fikdme ji obecna linearni grupa (angl. general linear group).

DEFINICE 2.9. Necht V' je vektorovy prostor koneéné dimenze, B = {by,---,b,} a B’ =
{b},--- b} jsou baze V. Pak matici M € M (n,n;R), sestrojenou postupem niZe nazveme matici
prechodu od baze B k béazi B’.

postup: B je baze, takze kazdé b; € B’ lze vyjadiit jako Lk. {by, -+ ,b,}, tj.

n
=Y bim’, j=1,....n
i=1

Matice M = (m;);zll Z je pak matice pfechodu. Vsimnéte si, ze kazdému b odpovidéa sloupec
matice.

MiniPozndmka: samoziejmé jsme si mohli matici prechodu zavést ,opacéné, t.j. b7 = > m@bi,
pricemz by jsme museli také zménit nasu konvenci psani indexi u vektori bdze doli, resp. u vektord
soufadnic nahoru. Visledkem by bylo, Ze vektoru b by v matici pfechodu odpovidal j-ty Fddek.

PozNAMKA 2.13.

1) Matice pfechodu je uréena jednoznac¢né, jelikoz a protoZe soufadnice vektoru viéi dané bézi
jsou podle Lemmatu 1.8 jednoznacné.
PRIKLAD 2.6. Jaka je matice prechodu v IR? od baze B = {(0,2), (1,0)} k B’ = {(1,2),(0,1)}?
Podle postupu vyse ma byt

(1,2) = (0,2)ml1 + (1,0)m21 = (m2172m11) = m11 = 1,m21 =1
1
(0,1) = (0,2)mY, + (1,0)m% = (m%,2m3%) = m}, = 5,m22 =0
1 1
— 2
Tedy M = <1 0

n n
my o Mo,

ticové nasobeni, pricemz tentokat jsou maticovymi elementy nejen Cisla, ale také vektory.
Také si dejté do paméti, ze matici pfechodu v tomhle pripade nasobime zprava.

my eoml,
2) Z definice nahote plyne, ze (b],...,b,) = (by,... ,bn)'< Do ) Pozor, pouzivime ma-

3) Bud V v.pkd., dimV =mn, v € V a B baze V. Pak v = Y. bv' a (vl,---,0") jsou
soutadnice v vi¢i B. Podle timluvy budeme soutadnice napsané do sloupce znacit

DEFINICE 2.10. Nechf A je matice A € M (n,n;R). A~! nazvu inverzi k A, pokud AA~1 = 1.

PozNAMKA 2.14. Tj. (AA™!)} = 1% = 6% (to je funkce Kroneckerovo delta, je rovna 0 pro
i # j alproi=j). Jinak feceno
n
Zaik(a_l)]} =0’
k=1
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1’:

TvrzENT 2.12. Bud V v.p.k.d., B a B’ baze V, M = 1] " je matice piechodu od B
/1
k B, v € V. Pak [v]gr = M~ '[v]g. Tj. pokud [v ( ) a zaroveni [v]p :< : ), potom
vt = (ML) jvﬂ (tady nésobime inverzni matici zleva).

DUKAz. Podle definice b} = Z bimij. Zéaroveni Z b’jv'j =v= Z b;vt, takze

ZZb m'; = Zb vt = Zb (Zm Ry —" > = 0, neboli L.k prvkt B je nulova. Jelikoz je

j=11i=1
ale B baze (a tedy 1 n.), musi byt jeji nulova Lk. nutné trividlni. Takze

n
. .
vt = g m'v',
i=1

tedy [v]g = M[v]p a po vynasobeni obou stran M ! zleva vychazi, ze opravdu

[v]B ZMil[U]B. ]

PozZNAMKA 2.15. Matice pfechodu m4 inverzni matici. Ozna¢me M matici pfechodu od B k
B’ a N matici pfechodu od B’ k B. Tvrdime, %e matice NM je matice pfechodu od B’ k B’.
Vskutku, zfejmé plati (b1,...,0),) = (b1,...,b,)M a (by,...,b,) = (b, ..., 0, )N. Dosadenim ma-
tice (,,fadku®) (by,..., bn) z druhé rovnosti do prvni, dostaneme (b4,...,b)) = ((0%,...,b,)N) M
a kone¢né pouzitim asociativity nasobeni matic (b),...,0)) = (b1,..., b)) (NM). Matlce NM je
tedy z definice matici piechodu od B’ k B’. Z¥ejmé jednotkova matice je taky matice pfechodu od
B’ k B’. Odtud NM = 1, nebot definice matice pifechodu je jednoznacna. Celkové M a N jsou

inevzrni.

DEFINICE 2.11. Nechf V a W jsou v.p. Zobrazeni L z V — W nazvu linearni zobrazeni z V
do W, pokud

Vo, o' €V L(v+v') = L(v) + L)
VreR: L(rv) = rL(v).

PRIKLAD 2.7.

1) V je v.p., ¢ € R je pevné dané &islo. Zobrazeni L : V — V| L(v) :=cv Vv € V je evidentné
linedrni, protoze L(v +v') = c(v +v') = cv + v’ = L(v) + L(v') a L(rv) = ¢(rv) = r(cw) =
rL(v).

o x x v oy . Y
2) Rotace ry, vektorl vy = <y1> a vy = <y2> kolem po¢atku v roviné R? je rovnéz linedrni:
1 2

(9:1 + x2> (cos<p —sin <p> [(xl) (;1:2)]

" =1 . + ,

Y1 + Yo sin @ COSs ¢ U1 Yo

coz je podle bodu 3) Tvrzeni 2.11. rovno 7, (51) + 7, <§2> =1,(v1) + 14(v2).
1 2

3) Predchozi pfipad lze zobecnit na libovolné zobrazeni A z R™ — R™, které vyndsobi vzor
matici A € M(n,n;R). Dikaz opét trivialné plyne z Tvrzeni 2.11.

4) I derivace polynomu % : P — P je linearni, coz plyne z véty o aritmetice derivaci z analyzy.
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5) A jako ptiklad NElinedrniho (t.j. zobrazeni, které NEni linedrni) zobrazeni jim je tieba

translace v R%. Kdyz Ty(v) = v +t, kde t = <i1> € R?, pak zfejmé
2
T.(v+w)=v+w+t

i
Ti(v) + T (w)=v+t+w+t

PozNAMKA 2.16. Kazdé l.z. musi nulu zobrazovat opét na nulu, nebot podle definice 1.z.

L(0-v)=0-L(v) =0.

DEFINICE 2.12. Bud L 1z. 2V — W,V a W vipkd., dimV =n, dimW = m, B baze V a C
béaze W. Matici linedrniho zobrazeni L vii¢i B a C nazveme matici takovych (I2)/=177"" ze

i=1,---,n
L(b) = > ¢l
j=1

Tuto matici budeme oznacovat [L]lc8 € M(m,n;R).

POZNAMKA 2.17. Jinak feceno, (L(by), ..., L(b,)) = (c1,...,cm) - [L]5, .

L(b1> = Z Cilil
i=1

L(b,) = i clt,
=1

PRIKLAD 2.8.

1) Jak4 je matice l.z. L: R" - R™; L(v) =cv, Yo €V, B={(1,---,0),---,(0,--- ,1)}?
Podle poznamky nahotfe ma byt

L((0,---,1)) = (0,--- ,¢) 0 - ¢

2) Jaké je matice l.z. derivace polynomu 2. stupné - % : Py — P, (ve skute¢nosti derivace

zobrazuje na polynomy prvniho stupné, ale budeme se zatim tvérit, Ze to nevime). Béze jsou
B=C={1,z,2%}.

i1:0:0-1+0-3c+0-g[;2

‘? 01 0
—72=1=1-140-24+0-22 0 0 2
;x 00 0
—1:2237:0-1+2-x+0-x2

dx

A opravdu vidime, Ze matice mé nulovy posledni fadek, tedy odpovida polynomu 1. stupné.
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TvrzEN{ 2.13. Necht jsou V,W v.p.kd., dimV = m, dimW = n, B baze V a C baze W,
L:V —>Wlz aveV.Pak

DOKAZ TVRZENE. Stadl ném ukazat, 7e ([L(v)],) = (L [v]g)", kde i = 1,--- ,m. ([L(v)]c)’

muzeme rozepsat jako ([L (Z ijj)} ) coz je diky linearité L rovno ([Z L(bj)vj} c) a to je
j=1 j=1

i e e
) , kde (l’;)j:l n]\i je zmitiovand matice [L]?.

zase podle definice matice 1.z. ([iickl’}v’} —1.

j=1k=1 ¢
Prohozenim sum dostaneme ([Z ck( l];vj)}c) = Z Il = ([L]B [’U]B)Z O
k=1  j=1 j=1
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6. prednaska z linearni algebry
6. listopad 2007

PRIPOMENUT{. V minulé, ¢i pfedminulé pfednésce jsme si zavedli matici. Matice ,,je* v istém
zmyslu linearni zobrazeni. Pokud L : V — W je l.z., B, C baze V resp. W, vektor v € V, pak
[L(v)]c = [L]B[v]5, kde [L]8 je matice linedrniho zobrazeni vii¢i bazim B a C.

Déle pokud M je matice pfechodu od nejaké béze B k béazi B , tj. (b,...,0,) = (b1,...,bp) M,

potom slozky v € V transfromujeme podle ,zdkona“ [v]g = M ~![v]z. Nyni si odvodime, jak se
méni matice linearniho zobrazeni pri zméne bazi.

VETA 2.14. Necht V, W jsou vektorové prostory koneéné dimenze. B, B’ jsou béaze V. C, C’
jsou baze W. (3 je matice piechodu od B k B’. v je matice piechodu od C k C’. dim V = m. dim
W =n. L:V — W je linearni zobrazeni. Potom®:

’

L& =~tLIEs

v Low

Pozndmka: situaci muZeme naznacit ndsledugicim schématem: s Y o

, B—B’ Cc—C
Jednoduse feceno, mame zaddn vektor vzhledem k bdzi B’ a chceme jej zobrazit pomoct linedrniho zobrazent
L a vyjdd¥it ho v bdzi C', pricem# pozndme matici linedrniho zobrazeni vici bazim B a C. A prdvé tato
véta ndm 7ikd, jak si poradit, pokud zndme matice prechodu 3 mezi bdzemi B — B’ a matici prechodu v

mezi C — C’.

DuUKAz. Dikaz provedeme piimo upravenim rovnic. Z definice matice pfechodu miZeme psat:

n e . I .
L(b) = Zl L proi = 1,...,m, kde jsme si oznacili £, = ([L]§)’,, ddle si oznatim £7; =
=

([L]g)ji. Nyni zaénu upravovat levou strany pavodni rovnice: L(b;) = L (kzl bkﬂlz») = sz:l L (by) Bk =

(3 e )4

r=1

n

A
> (Zn: ng)f;j} = TZn: Cr

=1

m n .
<Z E"kﬁ’z). Ted upravime pravou stranu piivodni rovnice: Y ¢ L, =
k=1 =1
n o n n . n ]m
(z ygaﬂi). Tedy dostavime: 3 cr(z ygﬁji) S CT(Z Uk,@’§>.
j=1 r=1 \j=1 r=1 k=1
n . m
Protoze C je béze, proto z predchozi rovnosti vyplyva: v’ L=3 ETkﬂlﬁ, pror=1,...,n. Vy-
j=1 k=1
raz zapiSeme pomoci maticového nésobeni: (V[L]g,/): = ([L]gﬁ)Tz = 4[L)5 =[LE6 = [L)E =
~1 [L]g B. Prvni implikace je opravnend, jelikoz vyraz nam plati pro vSechna ¢, j. Druha implikace
plati proto, ze matice v je invertovatelna, coz jsme si ukézali v poznamke v minulé prednaske. [

PozNAMKA 2.18. Jak souvisi sklddani linedrniho zobrazeni s ndsobenim matic?

TvRrzEN{ 2.15. Necht U, V, W jsou v. p. k. d., L : U — V je linedrni zobrazeni, M : V — W
je linearni zobrazeni, B,C,D jsou poradé baze U, V, W a dimU = m, dmV = n, dmW = q.
Potom plati:
[M o L)3 = [M]3[L]E

DUKAZ. Ozna¢me B = {b1,...,bn}, C = {c1,...,¢cn}, D = {d1,...,dq}. Pro vSechna i =

1Uvédomme si, e matici pfechodu mezi dvéma bazemi B a B’ mizme chapat jako identické zobrazeni véi bazim
B’ a B a jeho matici vii¢i temhle bazim zona¢me [P]g, (pismenko P pre identické zobrazeni volime podle slova
,Prechod*). Nasledujici vztah mezi linedrnim zobrazenim vyjadfenym v rtznych bazich miizme psat elegantiieji
jako [L]E, = [P]S,[LIB[P]E co potom, jako piecteté nasledujici tvrzeni o skladani linearnich zobrazeni bude vidét
jesté lépe.
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1,...,m plati:

n

(Mo L) (b) = M (L (b)) = M (Y e (1)) =

j=1
n n q q n
=3 M) (1LY, = D (D i (1015)") (11, = D an (3 (1015)", (ILIEY”),
j=1 j=1 k=1 k=1 j=1
coz v maticovém zapisu dava Zq: di ([MIS[L]E) kZ Tady vidime definici matice linedrniho zobrazeni

k=1
(ktora je mimochodem jednozna¢né uréend), takze dostavame: [M o L]8 = [M]$[L)E. O

DEFINICE 2.13. Necht L je linearni zobrazeni L : V. — W a V', W jsou vektorové prostory. Pak
nazveme Image (Obraz) linedrniho zobrazeni L takovou podmnozinu W, na kterou se zobrazuje
V. To mtzeme zapsat jako: Im L = {w € W|3v € V : L(v) = w}. A déle nazveme Kernel (Jadro)
linearniho zobrazeni L takovou mnozinu prvkt z V, ktera se zobrazi na nulu. Coz lze zapsat jako:
KerL ={v eV | L(v) =0}

PozNAMKA 2.19.

1) Im L je vektorovy podprostor prostoru V. Mé&jme dva vektory w,w’ € Im L, ptdme se jestli
?
w+w’ € Im L. Z definice obrazu uré¢ité Jv,v’ € V takové, ze w = L(v) a w’ = L(v'). Nyni
mizeme uvazit: w + w’ = L(v) + L(v") = L(v +v'). Ur¢ité v + v’ € V, z &eho dostavame
w+ w’ € Im L. Nyn{ ovéfime nasobeni redlnymi ¢isly: Méjme w € Im L,r € R, ptame ser
?
rv € Im L. Znova v € V : L(v) = w. Potom L(rv) = rL(v) = rw.

2) Ker L je vektorovy podprostor prostoru V. Nejdfive se podivime na séitdni: Nech v, v’ €
?
Ker L. Plyne z toho, ze v + v’ € Ker L ? Skusme L(v +v') = L(v) + L(v') =040 = 0.
?

Obdobné bude postupovat i u nasebeni redlnymi ¢isly: v € Ker L,r € R. Jestli rv € Ker L ?
Z definice jadra ovsem plyne: L(rv) = rL(v) = r0 = 0.

3) DEFINICE 2.14. Méjme linearni zobrazeni L : V. — W. Toto linedrni zobrazeni nazveme
surjektivni pokud Im L. = W. Linearni zobrazeni L : V' — W nazvu injektivni pokud je
L prosté, tj. Yu,v' € V : L(v) = L(v') = v =7,

4) Vira 2.16. KerL = {0} < L je injektivni.
DUKAz. Nejdiive ukdzeme implikaci ,doprava“: Necht Ker L = {0} a v,v" € V tak, ze
L(v) = L(v"). Pak stac¢i ukdzat, ze v = v'. Jelikoz L(v) = L(v'), tudiz plati 0 = L(v)—L(v") =
Llv—2),tedyv—v €eKerL={0}=>v—0v =0=v=0"
Ted dokéZzeme obracenou implikaci: Necht L je injektivni, tedy pro vSechny v,v’ € V plati
L(v) = L(v') = v = v'. Pak nechf v € Ker L. Aby byl ditkaz proveden chci ukézat, Ze nutné
v = 0. Vime, Ze plati L(0) = 0 = L(v), takZe z injektivity dostavame, ze v =0. O

VETA 2.17. Necht V,W jsou v. p. k. d. a L je linedrni zobrazeni L : V — W. Pak
dimIm L + dimKer L = dim V'

DUKAz. Oznaéme dim V = m, déle oznac¢ime dim Ker L = m — n. Zfejmé 0 < n < m. Necht
{bn+1;---,bm} bud baze Ker L (Kdyby m = n, chapme Ze baze neexistuje a vtedy zfejmé Ker L =
{0}). Dle Tvrzeni 1.10 lze tuhle bazi doplnit do celé baze prostoru V. Ozna¢me toto doplnéni
{b1,...,b,} (Znova kdyby n = 0, chidpme, Ze jsme bdzu doplnili o 0 vektorov. V tomhle pfipadé
ztejmé Ker L =V, tedy Im L = {0} a véta je dokdzand uz ted. Proto nasledujici fadky uvazujeme
jenom v pfipade n # 0.). A nyni ak dokézeme, ze {L(b1),...,L(b,)} je baze Im L, bude diikaz
hotov.
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1. Nejdrive dokdzme, ze dand mnozina vektorov Im L generuje.

a) Plati £ ({L(b1),...,L(by)}) CIm L, nebot ak w patii do linedrniho obalu, potom exis-
n
tuji koeficienty ¢;, i = 1,...,n, tak, ze w = > ¢;L(b;). No zfejmé plati, ze w = L(v),

i=1

n
kdeveVav=> ¢b;, tedy w € ImL.

i=1
b) Tak isto ukazeme, ze plati InL C £ ({L(b1),...,L(b,)}). M&me w € Im L. Potom
existuje vektor v € V takovy, ze L(v) = w. Ale protoze v € V| tak existuji i koeficienty

rozkladu v do béze d', i = 1,...,m, tedy v = >_ b;d". Muzeme psat w = L(v) =
i=1

L(; bidi> = 3 L(bo)d' = 3 L(bi)d' € LUL(), -, L(bn)))- Predposlednd rovmost

plati, protoze plati . L(b;)d’ = 0.

i=n-+1
2. Nym ukazeme, ze {L(b1), ..., L(b,)} je linearé nezavisla. Necht existuji koeficienty c; takové,
zZe Z ¢;L(b;) = 0. Potom ale i L(Z b) = 0, tedy Z cib; € Ker L. Jelikoz jsme si na
i=1 i=1
zacatku zvolili bazi Ker L jako {b,41, ... m}, potom ex1stuJ1 koeficienty ¢;, i =n+1,...,m
n
rozkladu sumy do béze, tedy > ¢;b; = Z c;b; = Z cbi=0=c¢;=0,i=1,...,m. Ak
=1 1=n+1 =1
n=m
by n = m, tak rozklad do baze neuvazujeme (Zadné neexistuje) ale potom nutné >  ¢;b; =
i=1
0, coz da znova ¢; = 0, ¢ = 1,...,m. TakZe jediné trividlni linedrni kombinace vektort
{L(b1),...,L(by)} se rovna nule, a tym sme dokézali, Ze st linedrné nezavislé.

Takze dostavame, ze {L(b1),...,L(by)} je baze Im L a tedy dimIm L = n. Odtud snadno
dimKer L +dimImL=m—-n+n=m=dimV.

2 .
PRIKLAD 2.9. Uvazujme V = Py = {Z a;x' a; € ]R} s bazi B = 1,z,22, tedy dim Py = 3.
i=0

Méjme linedrni zobrazeni % : P — Ps. Jeho matice vuci basim B vypada

B 01 0
ENE
Tls 00 0

Ako vypadé jadro a obraz zobrazeni? Ziejmé Ker :L = {f € Po|<L f =0} = Py. Trochu méné
snéze najdeme obraz. Definice pravi Im % = {f € Pal3g € Pa: %g = f} = {f ePs|[fe 732}.
Z analyzy vime, Ze integral polynomu je znova polynom, jenom o stupen vyssi. Tedy Vf € P :
ff € Py. Taktiez Vf € P\ Py : ff ¢ Py. Kedze P; C Po, tak Im% =Ps.
Vidime, Ze dimIm = + dim Ker -1 = dim P; + dim Py = 241 = 3 = dim P,. Ov&Fili jsme tedy
predchozi vétu.
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7. prednaska z linearnej algebry
13. november 2007

MINULE. Minule sme si definovali jadro a obraz linearneho zobrazenia, ukazali si, Ze jadro ako
aj obraz tvoria vektorové (pod)priestory a tiez dokézali velmi uzitoéné tvrdenie

dimKer L + dimIm L = dim V,
kde V je priestor, z ktorého zobrazujeme a L je linedrne zobrazenie.

TVRDENIE 2.18. Nech V je vektorovy priestor konec¢nej dimenzie a L : V' — V je linearne
zobrazenie. Potom L je injektivne (tj. prosté) prave vtedy ked je surjektivne (tj. na) a tym padom
je aj bijektivne (tj. vzdjomne jednoznacné). Teda

injektivne < surjektivne < bijektivne.

DOKAZ.

1.) Ak L je injektivne, tak podla Vety 2.16, ktora zaznela minule, je nutne Ker L = {0} a preto
dimIm L = dimV (kedze dim Ker L. = 0). Ale tiez Im L C V, no nutne plati i rovnost, teda
ImL =V a to je definicia surjektivity. Prec¢o plati nutne rovnost? Keby rovnost neplatila,
tak by existoval vektor v € V & v ¢ Im L a teda by sa dala minimélne jednym vektorom
doplnif baza Im L na bazu celého V (pozri dékaz Tvrdenia 1.10), ¢o by ale znamenalo, Ze
existuju dve baze V s roznym poctom prvkom, ¢o je ale spor so Steinitzovou vetou.

1.) Ak L je surjektivne, tak z definicie surjektivity ImL = V a teda aj dimIm L = dimV, z
¢oho Ker L = {0}, ¢o je ale ekvivalentné s tym, ze L je injektivne.

3.) Ak je L surjektivne resp. injektivne, tak podla toho, ¢o sme si uz dokézali, je L i injektivne
resp. surjektivne a teda je bijektivne. Ak je L bijektivne, tak je z definicie surjektivne a
injektivne. [

DEFIN{cIA 2.15. (Homomorfizmy vektorovych priestorov) Aby sme si trocha pripomenuli stre-
doskolké praktiky ucenia sa memorovacou metédou, zavedieme si nejeden novy pojem:

Nech V, W st vektorové priestory a L : V — W linedrne zobrazenie. L sa tiez nazyva homo-
morfizmus V do W.2 Ak je L tiez surjektivne, hovorime o epimorfizme, ak je injektivne, tak o
monomorfizme, ak je surjektivne aj injektivne, teda bijektivne, tak L je izomorfizmus. Zobra-
zenia do seba (teda ak W = V) sa nazyvaji endomorfizmy a tie, ktoré su naviac izomorfizmy
sa oznacuji automorfizmy.

MiniOdbocka: Slovom homomorfizmus vseobecne oznacujeme zobrazenie medzi algebraickymi strukti-
rami, ktoré v istom zmysle zachovdva ich Struktiru. Napriklad grupovy homomorfizmus zachovdva grupovi
operdciu skladania, ako aj operdciu inverse a tieZ nulovy prvok. Ked hovorime, Ze zachovdva operdciu
skladania, tak tym myslime to, Ze obraz prvku vzniknutého zloZenim dvoch prvkov musi tieZ vzniknut zloZe-
nim obrazov tychto dvoch prvkov. Linedrne zobrazenie medzi vekt. priestormi je teda tieZ homomorfizmus!
Zachovdva s¢itanie vektorov a tieZ ndsobenie prvkom z R(C).

Ak existuje izomorfizmus medzi dvoma §truktiramsi, tak hovorime, Ze si izomorfné. Izomorfné struktiry
st vlastne algebraicky identické (aZ na jemnosti, ktoré neprendsame). Konecnedimenziondlne vektorové
priestory su vSetky izomorfné s R™, teda napriklad oproti grupdm si omnoho ,chudnobnejsie”.

Uvedieme teraz jeden velmi zaujimavy priklad izomorfizmu: Overte, Ze komplexné &isla a + ib su izo-
morfné s maticami tvaru (‘; le)’ kde sc¢itaniu komplexnych cisel zodpovedd scitanie matic a ndasobedniu
ndsobednie matic. Tento fakt sa dd nahliadnit tieZ tak, Ze plati ((1) 51 )2 = (51 _01). Tym pdadom matice
zapisatelné v tvare: a (§9) +b(9 ') sa vdaka pravidldm pre ndsobenie a $¢itanie matic naozaj ,,sprd-
vagu“ ako komplexné cisla. Vsimnite si, Ze komplexne zdruZenému cislu zodpovedd matica transponovand
a velkost komplezného &isla sa rovnd determinantu prislusnej matice.

2Pripadné pochybnosti o zmysluplnosti definicie tohto a nasledujicich pojmov si odlozte az po poznamke na
konci definicie.
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Podobnym sposobom moéime pomocou matic reprezentovat i kvaternidny. Matice o102, 0301 a 0203

spliiagi tie isté vlastnosti ako kvaternidnové jednotky: i2 = j2 = k* = ijk = —1, kde matice o; si
Pauliho matice, ktoré magi tvar o1 = (93), 02 = (973') a os = (§ °y). Moste lahko overit, Ze plati
o102 = io3, pricom &isla mozte cyklicky zamenit. Potom sa dd kvaternion a +ib+ jc+ kd zapisat maticou

a-+ib c+id
ako (—c+id a—ib

dostaneme zdruZeny kvaternidn, resp. jeho velkost.

). Ak maticu transponujeme a komplexne zdruzime, resp. spocitame determinant, znovu

DEFIN{CIA 2.16. Nech V' a W st vektorové priestory koneénej dimenzie a L : V' — W linearne
zobrazenie. Rankom linedrneho zobrazenia, zna¢ime rank(L), budeme rozumiet

rank(L) := dimIm L.

Niekedy sa mo6zme namiesto ranku stretntf i s pojmom hodnost linedrneho zobrazenia, zna¢ime

h(L).

PozNAMKA 2.20. Vieme, ze matica A € M (m,n,R) definuje linedrne zobrazenie A : R — R™
s predpisom x — Az. Aky je rank(A4)? Ak si uvedomime, ako stvisi Im .4 s maticou A, tak na
otézku Tahko zodpovieme. Ak oznacime stlpce matice:

ay ... Ay, y

tak si uz lahko uvedomime, ze obraz A definovany, ako ImnA = {y € R™|3z € R" : y = Az} sa
da zapisaf tiez ImA = {y e R™|Fz e R" : y = > | a;2'} = L({a1, ..., a,}). To ale znamena, Ze
rank(A) = dim £({a1,...,an}). Z istych dévodov si zadefinujeme tiez rank matice ako

rank(A) :=dim L({a1,...,an}),

a teda plati rank(A) = rank(A). Toto minitvrdenie (ku ktorému sme postupne dosli) neplati iba
pre zobrazenia A : R™ — R™, ale v8eobecne pre akékolvek lin. zobrazenie L medzi dvomi v.p. (s
bézami B a C), teda plati: (rozmyslite)

rank(L) = rank ([L]?)

Vidime, Ze ak zobrazenie vyjadrime voci roznym bdzam, prislusné matice budd mat rovnaky rank. To
je ale celkom zrejmé, lebo ak vyndsobime maticu reguldrnou maticou, vzniknutd matica zodpovedd matici
zloZeného zobrazenia, pricom skladame s bijekciou.

Ako spoéitame rank matice (a teda aj rank lubovolného li. zobrazenia)? Sta¢i ndm najst bazu
lin. obalu stipcov matice, ¢o docielime bud zdlhavym algoritmom 1.1 (pripomenieme, Ze tento
algoritmus vedel vybratf z mnoziny vektorov lin. nezavislit podmnozinu, ktord generovala ten samy
priestor), alebo sofistikovanym Gaussovym algoritmom (ktory urcite pozné azda uz kazdy stre-
doskolak), ktory nam dokaze pomocou stipcovych tprav® upravit maticu na Gaussovsky tvar, v
ktorom stipce matice budi lin. nezavislé, ale stipcové tipravy nam zaruéia, ze budi generovat ten
samy priestor!

3. Vektorové priestory so skalarnym stacéinom.
DEFIN{CIA 3.17. Nech V' je vektorovy priestor nad telesom R(C) a b je zobrazenie b: V x V —

R(C). Dvojicu (V, b) nazgvame vektorovy priestor so skalarnym sti¢inom prave vtedy ked si splnené
nasledujice axiomy:

3Alebo pre niekoho mo#no prijemnejsich tprav riadkovych, ktoré pouzijeme na maticu transponovani. Ak sa
ale nebodaj pomylime a maticu transponovat zabudneme a tym riadkovymi Upravami spocitame rank matice
transponovanej, vysledok bude aj napriek tomu vzdy spravny! Onedlho si naozaj dokdzeme vetu, Ze rank matice je
rovny ranku matice transponovane;j.
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1. Vz,y,z € V: blx +y,2) =b(x, z) + by, 2),
2. Va,y € V,¥r e R(C) : b(rz,y) = rb(z,y),

3. Vr,y € V: blx,y) = by, ),
4. Ve eV : b(z,z) >0,
5. Vx eV : blx,z) =0=x=0.

PozNAMKA 3.21. V pripade redlneho skaldrneho siu¢inu (vtedy je nutne V nad R) je axiém
3. splneny prave vtedy ked b(z,y) = b(y,x). V pripade komplexného skaldrneho stGéinu si treba
uvedomit, Ze b(z,z) € R lebo z 3. axiému mame b(x,z) = b(x, z), takze moézme hovorif o neza-
pornosti. Piaty axiém nazyvame tiez nedegenerovanost. Z prvych troch axiémov vyplyva ista
linearita. Zvolme si pevné y € V' a ozna¢me zobrazenie b, : V' — R(C) definované ako z +— b(z,y).
Vidime, Ze sa jedna o linedrne zobrazenie. Hovorime, Ze b je lineadrne v prvej premennej. Zo
symetrie v redlnom pripade vyplyva

blx,y+rz) =bly+rz,z) =by,x) +rb(z,x) =blz,y) + rb(z, 2),

teda b je linedrne v oboch premenych hovorime o bilinearite. Pozrime sa na to, ¢o sa deje v druhej
zlozke v komplexnom pripade

b(x,y +rz) = by +7z,7) = by, x) + rb(2, 2) = by, x) +Tb(z, x) = b(x, y) +Tb(x, 2).

Zobrazenie skonstruované ako y — b(z,y) nazyvame potom antilinedrne a teda hovorime, ze b je
antilinedrne v druhej premennej a to vSetko preto, lebo ¢islo vytykame s pruhom. Komplexny ska-
larny stcin je teda v prvej premmennej linedrny a v druhej antilinedrny a tto vlastnost nazyvame
sesqiulinearita.

.....

FZV1XV2X~~~XV;€4>R((C),

ktoré je linedrne vo vSetkych premennych. Takéto zobrazenie nazyvame multilinearna forma.
Slovicko ,forma“ znadi to, Ze sa jedna o zobrazenie do R(C). Ak zobrazujeme z V', tak hovorim o
linedrnej forme, ak z V x V' (& obecne V; x V3), tak sa jedné o formu bilinedrnu. Ako uvidime, ma
zmysel hovorit $pecidlne i o forméach sesquilinearnych, ktoré st v prvej premmennej linedrne a v
druhej antilinedrne. Redlny skaldrny si¢in je teda bilinedrnou formou (komplexny sesquilinedrnou),
ale spliiuje i dalSie vlastnosti, ktoré bilinedrne formy spliiovat nemusia.

Uvazujme teda bilinedrnu formu B : V X V, a nech {b1,...,by} je bdza konecnedimenziondlneho V.
Potom tvrdime, Ze zobrazenie B je uréené sadou cisel a;; = B(b;,b;) a maticu A = (ai;) nazgvame
maticu danej bilinedrnej formy. Je to vskutku pravda, lebo nech si zoberieme lubovolné prvky v,w € V so
stiradnicami (v'...v™), resp. (w'...w™), tak z linearity dostdvame B(v,w) = > viagjw?. Pre vseobecni
bil. formu mozu byt pruky a;; lubovolné. Ak ale okrem bilinearity formy poZadujeme napriklad symetricnost,
tak must nutne platit i a;; = aj;, teda A = AT (matica A je teda symetrickd). Nakolko i skaldrny sicin
je bilinedrna forma (wvaujme zatial len redlny pripad), tak i ten je tak isto uréeny sadou (redlnych) éisel
mi; = b(bi, b;). No skaldrny sucin spliia okrem bilinearity a symetricnosti i pozitivitu Y # 0 : b(x,z) > 0,
a teda redlna matica M = (m;) musi byt v istom zmysle Specidlna. Triedu matic, ktoré takto definuji
skaldrny sicin, nazyvame pozitivne definitné matice (tieto matice definuji obecne komplexny skaldrny
sucin, o ¢om si povieme zachvilu, takZe my teraz uwvaZujeme redlne pozitivne definitné matice). Ako takdto
Specidlna matica vyzerd? Plati, 3¢ M sa dd zapisat ako M = AT A, kde A je matica, ktorej stlpce si linedrne
nezdvisle vektory, ¢o plati aj opaéne, teda matica tvaru AT A definuje skaldrny sucin. Preco tomu tak je
nie je asi celkom trivialne, uvddzame to len preto, aby ste mali akust predstavu o tom, ako vyzerd skalarny
sucin v nagdirsom slova zmysle. Teda redlny skaldrny sicin sa dd vidy zapisat ako b(v,w) = Zij vimgjw? .
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PrIKLAD 3.10. UvaZujme vektorovy priestor R™. Je zobrazenie b : R” X R™ — R s predpisom
b(z,y) := >, z'y" skaldrnym stéinom? Podla predchddzajiiceho textu teda staci zistif, ¢i jednotkovd
matica je pozitivne definitnd.

Overme teda axiémy skalarneho stcinu.

Linearita:

b(z,y +1z) = Zx (y+rz) Zm ‘—&—rzi):En:xiyi—f—rixizi:b(x,y)+rb(x,z).

i=1 i=1

Symetricnost:

Zx Yyt = Zylx’ = b(y, ).

=1

Pozitivnost:

Vo #0: b(x,x) Zx’xz>0

PrIKLAD 3.11. Uvazujme vektorovy priestor C". Ndjdeme na tiom nejaky podobny skalarny stéin,
ako v redlnom pripade? Co by sa stalo, keby sme volili b(z,y) := > i, x'y*?

Skisme bez toho, aby sme vyskiusali overovat jednotlivé axiomy, prist k tomu, Ze by to fungovat nemohlo.
Vyssie sme dosli k tomu, Ze komplexny skaldrny sucin je sesquilinedrna forma, ¢o je de facto bilinedrna
forma s vytgkanim s pruhom v druhej zlozke. UvaZujme teda V konecnej dimenzie s bdzou {b;} a dva
vektory v a w so siradnicami (v*) a (w'). Zo sesqulinearity skaldrneho stucinu ale dostdvame, Ze b(v, w) =
D) v'b(bi, bj)wi. Nemdme ale plni volnost pri definovani zloziek b(bi,b;) a musime ich znova volit tak,
aby boli splnené i ostatné (okrem sesquilinearity) aziomy skal. sicinu, ¢o nds znova vedie k pozitivne
definitnej matici. Teda b(u,v) je skaldrny sucin prdve ked matica M = (myj), kde mi; = b(b;,b;), je
pozitivne definitnd. Ak by ste si chceli takito maticu skonstruovat, tak skiste maticu v tvare M = A" A,
kde A md lin. nezdvislé stipce a * znaci hermitovské zdruZenie (A* = ﬁ) Uvazte, Ze pozitivne definitnd
matica must byt hermitovskd (m.; = T;;), o je istd analdgia symetrickej matice v redlnom pripade.
Vsimnite si, Ze nami skonstruovand poz. definitnd matica hermitovskd je.

Jasne teraz vidime, Ze hore navrhnutd definicia skal. sucinu nebere ohlad na antilinearitu v druhej
Zlozke. Vskutku b(z,ry) = > 1, z'ry’ = rb(z,y). Jednd sa teda o spor s tretim aziomom. Ako sme uz
spomenuli, treti axidm je esencidlny, ak chceme vobec hovorit o nejakej pozitivnosti, lebo inak nemdme
zaruéené, Ze vyraz tvaru b(x, ) je redlny, ako vidime aj na nasledujicom priklade.

Vskutocnosti takto zavedeny skal. sti¢in by mal fatalne dosledky. Zoberme si priklad C? a
vektoru = (1,1). Spoc¢itajme b(z,z) = 1 — 1 = 0. Taktiez by sme mohli dostat napriklad pre
vektor y = (1 +1,0) komplexni ,velkost“ vektora.

No uz krajsie by vyzeral skalarny sucin definovany ako b(z,y) := > i, x'y’. T4 z nds, co citaji
(¢i pisu) tieto minipozndmky uZ vedia, Ze takto definovand sesquilinedrna forma je skaldrny sucin, lebo
sme sa uZ presvedcili, Ze jednotkovd matica je pozitivne definitnd.

Overme ale posledné tri axiémy (je to pou¢né!):

(Kvézi)Symetri¢nost:
n n
=Yty =)yt =b(y, ).
i=1 i=1

Pozitivnost:

Vo #0: bz, x) mel En:|xi|2>0.
i=1

PozNAMKA 3.22. Nasli sme teda jeden skaldrny sucin v redlnom i komplexnom pripade (ktory je
natolko Standardny, Ze sa oplati ho vnimat). No v skutoénosti ich existuje nekoneéne mnoho (tolko,
kolko je pozitivne definitnych matic, ak stéle hovorime o kone¢nedimenziondlnych priestroch).
Zanedlho si ukdZeme, %e nech méme skalarny stcin akykolvek, vZdy sa ndm podari najst bazu
takd, ze ak voci nej vyjadrime stiradnice vektorov, skalarny sicin nadobudne toho jednoduchého
(tandardného) tvaru.

26



VETA 3.19. (Cauchy-Schwartzova nerovnost v readlnom pripade) (V,b) bud vektorovy priestor
so skalarnym stcinom nad R. Potom plati

Vu,v € Vi |b(u,v)| < [Jull[|v]]

kde symbolom || -|| zna¢ime ||u|| = \/b(u, ). Neskor uvidime, Ze takto mozme definovat normu
indukovanu skaldrnym stc¢inom.

DOKAZ. Je dobré si uvedomit, ze tato vlastnost je (okrem iného aj) désledkom pozitivnosti.
Teda ak by sme nemali tito podmienku, niekedy by sa nam skuto¢ne podarilo definvat skal. suéin
tak, ze napriklad pre nejaké u,v € V by platilo b(u,v) = 2 a b(u,u) = b(v,v) = 1. TakZe teraz uz
vieme, ¢o urcite pri dokaze pouzijeme :-). Plati:

VtE€R: 0 < blu+tv,u+tv) = blu,u) + 2tb(u, v) + t>b(v,v).

Pokial v # 0, tak sa jednd o kvadratickii nerovnicu, lebo potom nutne b(v,v) # 0. V opa¢nom
pripade sice o kvadratickii nerovnicu nejde, ale CS nernost je splnend trividlne, lebo b(u,v) =
b(u,0) = 0 (to, Ze posledné rovnitko plati, si rozmyslite, ak chcete). Kvadratickd nerovnica, nakolko
b(v,v) > 0, modZze byt splnend pre vSetky ¢ € R, ale iba v pripade, Ze diskriminant je nekladny.
Teda

0 > 4b(u,v)? — 4b(v, v)(u, u),

¢o je splnené prave vtedy, ak plati CS nerovnost. [J
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8. prednaska z linearni algebry
Cauchy-Schwartzova véta
20. listopad 2007

Zopakujme vzorecky Re(z) = 252 a Im(z) = 4% pro viechna z € C.

Necht (V,b) je komplexni vektorovy prostor se skaldrnim souéinem. P¥ipomeiime, Ze b(u,v) =

b(v,u) pro kazdé u,v € V. Odtud plyne pro kazdé r € C je b(u,rv) = b(rv,u) = rb(v,u) =

7b(v,u) = Tb(u,v), tj. z pravé slozky se vytykd sdruzené ¢islo, tj. b je linedrni v prvni a ,anti-
linearni“ v druhé sloZce, tj. sesquilinearni, jak jsme jej nazyvali na prednasce. Defiuyjme normu
[| - || indukovanou skaldrnim soucinem b. Pro v € V polozme ||v|| := 4/b(v,v). Ziejmé plati
llrv]| = /b(rv,rv) = \/r7b(v,v) = V/rF|jv|| = |r|||v|| pro kazdé r € C a v € V. Tj. z normy se
vytyka absolutni hodnota.

VETA 3.20. Necht (V,b) je komplexni vektorovy prostor se skaldrnim sou¢inem. Potom pro

kazdé u,v € V plati

[b(w, )| < [ful[ []o]]-

Navic rovnost nastava pravé tehdy, kdyz {u,v} je linedrné zavisla.

DUKAZ.

A. Nejprve dokazme prvni ¢ast.Uvazme ve vété zminéné dva vektory u,v € V a pro kazdé
A € R se zabyvejme Au + v. Z vlastnosti 4) sk. s. plyne, ze 0 < b(Au + v, Au + v). Upravujme
pravou stranu. Z linearity sk. s. v levé slozce a z vlastnosti, Ze z pravé slozky se sice vytyka
opruhované (komplexné sdruzené) komplexni &islo, ale v nasem piipadé A = )\, dostavame

0 < b(Au+v, u+v)=0bAu, \u+v) + b(v, \u +v)
= b(Au, A\u) + b(Au, v) + b(v, Au) + b(v,v)
= N2[u])? 4+ Ab(u, v) + Ab(v, u) + |[v]|?
= N?[ul[* + A((u, v) + blu, v)) + ||v]|?
N?|ul[? + 2ARe(b(u, v)) + [|v]|”

Celkem mame

0 < A[Jul[* + 2ARe(b(u, v)) + [[v]*. (1)

Dostali jsme tedy nerovnost platnou pro vSechna redlnd A. Vsimnéte si, ze v pripadé sk. s. nad
realnym v.p. se predchoi nerovnost redukuje na tu, kterou jsme dostali v dukazu minulé véty,
tj. pfi diikazu Cauchy-Schwartzovy nerovnosti pro realny v.p., nebot b(u,v) = Re(b(u,v)),
nebot v redlném piipadé je b: V x V — R.

Napisme jesté rovnost pfidruzenou k nerovnici (1)
0 = N?[Jul|* + 2ARe(b(u, v)) + [[v]|*. (2)

Rozlisme dva pfipady

1. u = 0. Tehdy nerovnost (1) nen{ kvadratickd nerovnost. Ale b(0,v) = 0 = ||0|| ||v|], tj-
dokazovand nerovnost plati.

2. u # 0. Z toho, ze sk. s. dvou stejnych vektort je nula (tehdy a) jen tehdy, kdyz je
tento vektor nula, plyne, Ze nerovnost (1) je kvadratickd. Ze stfedni skoly je zndmo,
ze kvadratickd nerovnost je splnéna pro vSechna realna c¢isla A pravé tehdy, kdyz je
jeji diskriminant nekladny. Tj. 0 > D = 4Re(b(u,v))? — 4||u||?||v||?, odkud dostavame
|Re(b(u,v))| < ||ul|||v]], ¢imZ spise

Re(b(u,v)) < [lul] [Jo]], 3)
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nebot pokud je inkriminovand ¢ast nezdpornd, je rovna své abolutni hodnoté, a pokud
je zaporna, dostavame nerovnici trivialni, totiz Ze zaporné ¢islo je mensi nebo rovno
nezapornému soucinu norem napravo.
My vSak mame dokézat [b(u,v)| < ||ul|||v||. Bude tedy nutné pfijit s rafinovanym (ale
pouze pomocnym) ¢ — viz nize. RozliSme v ramci nasi volby u # 0 jesté néasledujici
podmoznosti.

a) b(u,v) = 0. Zde opét neni co dokazovat, nebot Cauchy-Schwartzova nerovnost plati

trividlne.
b) Pro b(u,v) # 0 definujme ¢ := |ZEZZ;\ Ziejmé
1=[¢]*=¢C (4)
Zkusme spocitat: b((u,v) = (b(u,v) = %b(u,v) € R, nebot obecné plati
Zz € R pro kazdé komplexni ¢islo z. Shrnuto dostavime Re(b(Cu,v)) = b(Cu,v),
nebot se jedna o redlné ¢islo. Pisme |b(u,v)| = % = (b(u,v) = b(Cu,v) =
Re(b(Cu,v)). Tj. celkem
b(u,0)] = Re(b(Cu, ). 5)
O tomto vyrazu vsak jiz né&jaké informace mame. Nerovnost (3), kde namisto u
pisme (u, dostava tvar Re(b(Cu,v)) < [|Cull[|v]| = [¢|[[ul[l[v]| = [|ull[[v]], kde jsem
uzili rovnosti (4). Dosadime-li do (5) za levou stranu pravé ziskanou nerovnost,

dostaneme
1b(u, v)| < [[ull[[v]],

¢imz je prvni ¢ast dikazu hotova.

B. Nyni se vénujme druhé c¢asti.

1)

Jedna implikace je zfejma4, a sice: pokud je {u, v} l.z., potom plati rovnost. Zkusme toto
dokézat explicitné. Necht {u,v} je l.z. Jsou dvé moznosti u = 0, a tehdy dokazovand
rovnost zjevné plati, nebo u # 0. Tehdy ovSem linearni zavislost uvazované mnoziny im-
plikuje, 7e existuje A € C, Ze Mu + v = 0. Spoctéme |b(u,v)| = |b(u, —Au)| = || |[u]|?> =
[M[|wl] |ull = [ull]] = Aul| = [|u|]]|v]], kde jsme uzili, Ze norma komplexniho é&isla je
stejnd jako norma ¢isla sdruzeného a opacéného (s opaénym znaménkem). Navic jsme
jesteé uzili, jak se vytyka z normy.
Nyni dokazme, Ze plati-li v Cauchy-Schwartzové nerovnosti rovnost, potom je uvazovana
mnozina l.z. Postupujme obracené vzhledem k dtikazu prvni ¢asti véty (éast A). Nejprve
si vSimnéme, Ze b(u,v) = 0 je opét nezajimava, nebot diky tomu, Ze pfedpokladame
rovnost dostneme, Ze ||u|| ||v|| = 0, coz implikuje u = 0 nebo v = 0, tj. v obou p¥ipadech
je {u,v} Lz. Nyni se zabyvejme situaci, kdy je b(u,v) # 0, tj. je mozné definovat
pomocné ¢ jako vySe. Pfipomeiime, Ze v pribéhu éasti (A) jsme dostali |b(u,v)| =
Re(b(Cu,v)) > ||Cul| ||v]] = ||ul| ||v||. M&-li platit rovnost, dostavame, Ze

Re(b(Cu, v) = [[Cull [[v]]. (6)
Napi$me nyn{ misto (2) rovnici A?||Cul|? + 2Re(b(Cu,v))A + ||v||?> = 0. Diskriminant v
tomto pifpadé je D = 4Re(b(Cu,v))?—4||Cul|?||v||?. Vzhledem k rovnosti (6) dostavame,
7e diskriminant je nula, a proto nyni uvazovana rovnice m4 alespoii jeden koten (dokonce
pravé jeden, ale to neni dilezité). Uvédomme si, Ze uvazovana rovnice je nic jiného nez
b(A u+v, \u+v) = 0. Jelikoz jme pravé dokazali, Ze rovnice mé FeSeni, miizeme psat,
ze existuje A1, ze b(A1Cu + v, \;Cu + v) = 0. Pokud skaldrni souéin stejnych vektorii je
nula, je uvazovany vektor nula, tj. dostavame

MQOu+v=0,

tj. {u,v} je lz., c.b.d.
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9. prednaska z linearni algebry
27. listopad 2007

POzZNAMKA 3.23. V redlném piipadé navic plati, Ze rovnost |b(u,v)| = [Jul|||v|| implikuje li-
neérni zavislost (diikaz stejné jako v komplexnim piipadé). Vychazime z toho, Ze redlny piipad
splnuje ,stejné“ axiomy jako komplexni.

b(u,v) = b(v,u) = b(v,u)

DEFINICE 3.18. V je vektorovy prostor. b : VxV — R je skalarni souin. Zobrazeni || || : V — R
definované ||u|| = 1/b(u, u) nazvu normou indukovanou skaldrnim sou¢inem.

DEFINICE 3.19. || || nazvu normou pokud Vu,v € V,r € R plati:
D) Ju+ wlf < flufl + [Jvl

2) [lroll = [r{lol

3) v =0 = v=0

TvrzeNi 3.21. (Trojahelnikova nerovnost) V' je vektorovy prostor. b: V x V — R je skalarni
soudin. || || : V' — R je norma indukovand skaldrnim soucinem. Pak:

[lu+ wl] < Jlull + [lv]|

DUKAZ. b(u+v, u+v) = b(u, u+v)+b(v, u+v) = b(u, u)+2b(u, v)+b(v,v) = ||ul|®+2b(u,v)+||v||?
Z Cauchy-Schwarzovy nerovnosti vime, ze: b(u, v) < |jul|||v|| TakZe pro cely vyraz dostavame:
b(u+v,u+v) < [Jul® + 2llull[Jo]| + ||
lu+ ol < (Jull + [lvl)?
lu + ol < flull +[loff O

Stejné zni veta i pro komplexni skaldrny soucin a dokazuje se taky stejne, akordt je potreba si uveédomit,
Ze pro z € C plati: Re(z) < |z|.

TVRZENI 3.22. V je vektorovy prostor. b: V x V' — R skaldrni sou¢in. Pak norma || || : V — R
indukovana skalarnim soucinem je norma.
DUKAzZ.

1) |lu+v| < Ju|l + ||v]| uz bylo dokézéno. Viz trojihelnikova nerovnost.

2) |lrv]] = |r|||v|| dokdZeme Gplné snadno: ||rv|| = \/b(m,rv) = \/r2b(v,v) = |r|||v]]

3) 0= |v|| = v/b(v,v) = b(v,v) = 0 a z vlastnosti 4 skal. soucinu pak plati, ze v =0 O

POzZNAMKA 3.24.

1) || || je norma indukovand skaldrnim soucinem b, pak skaldrni souéin jde v redlném piipadé
spocitat z normy podle polarizaéni formule:

1
b(u,v) = 5 (Ilu+vl* = [ful® = [|v]|*)

nebot 1 (b(u+uv,u+v)—b(u,u) —b(v,v)) = 1(b(u, u) +2b(u, v) +b(v,v) — b(u, u) — b(v,v)) =
2(2b(u, v)) = b(u,v).

2) Existuji normy, které nejsou indukované skalarnim soué¢inem. Napt || || : R2 = R ||(z,v)| =
x|+ [y

30



a) DokéZeme, Ze se opravdu jedné o normu. Tedy ovéfime vlastnosti normy.
(,y) + (@ ) = (@ + 2"y + o) = |z + 2" + |y + /|
a po uziti trojihelnikové nerovnosti mizeme psat:

I(,y) + (@ )l < lal + 2"+ lyl + [y = (@ 9)] + 1@ )]

Nyni ovéfme druhou vlastnost:
[r(z, vl = [[(rz,ry)l| = [rz| + [ry[ = [r[(Jz] + [y]) = |7[([(z, »)]])
A konecné tieti vlastnost:
0=|(z. )l =lz[+|yl = |z[=y|=0

b) Pfedpokladdme, Ze norma je indukovand néjakym skaldrnim souéinem a chceme odvodit
spor. Pokud je norma indukovana skaldrnim soucinem, bude pro ni platit polarizac¢ni
formule. Tedy:

b((1,-1),(2,1)) = %(II(&O)II2 =@ =D =) = %(32 -22-3%) =2

1

b((2,2),(2,1)) = %(II(4,3)II2 = 12217 = 12 DIP) = 5(7* - 47 = 3%) = 12

B((3,1), (2,1)) = 3(16,2)I ~ I3, DI ~ 2, V) = 572 ~ 47~ 8) = 12

Ale 7z linearity skalédrniho souéinu by mélo platit, ze: b((1,—1),(2,1))+b((2,2),(2,1)) =
b((3,1),(2,1)), coz o¢ividné splnéno neni a mame vytouzeny spor.

DEFINICE 3.20.

* Bud (V,b) vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem. Potom {f;,7 € I} C V nazvu ortogo-
nalni systém pokud Vi,j € I,i # j plati b(f;, f;) =0aproVieI: b(f;, fi) #0

* {fi, i € I'} nazvu ortogonalni bazi, pokud je ortogonalnim systémem a zaroven bazi.

* {fi, i € I} nazvu ortonormadlni bazi, pokud je ortogonalni bazi a pro Vi € I plati, ze

b(fi, fi) = 1.

TvrzENI 3.23. V je vektorovy prostor {f;, ¢ € I} je ortogonélni systém. Pak {f;, i € I} je
linedrné nezavisla.
DUKAZ. Pro spor méjme {f;, i € I} linedrné zavislou, takze 3{ci,...,cx} € R*\{0,...,0}
takova, Ze:
cfit+efat. .. +epfr =0

A ted vezmeme postupné vSechna j € {1,...,k} a vynasobime pfedchozi rovnost vektorem f;.
Dostaneme:

c1b(f1, fi) + oo+ eib(fy, f5) + -+ ewb(fi, f;) =0

Podle definice ortogonality ihned vidime, Ze skalarni souciny ve vSech ¢lenech kromé b(f;, f;)
vyjdou nulové, takze se ndm rovnice zredukuje na tvar:

kde skaldrni soucin je nenulovy, takZe abychom dostali nulu musi byt nutné nulové c;. Jelikoz
jsme toto provadéli pro vSechna j € {1,...,k} (jak je zminéné vyse), dostdvame trividlni linedrni
kombinaci a vektory jsou tedy linedrné nezavislé, coz je spor s predpokladem [J
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TvRzENI 3.24. (Pythagorova véta) (V,b) je vektorovy prostor se skalarnim souinem a || || je
norma indukovana skaldrnim souéinem. {f;};cs je ortonorméalni bézi tohoto vektorového prostoru

(VweV:v=>3 1" fiv)). Pak

n

lol)* = >~ (v)?

i=1

[0]|? = b, v) = b(z fi' Y fjvj) =SS b £y
i=1 j=1

i=1 j=1

DUKAZ.

Dle definice ortonormalni baze je b(f;, f;) = d;; (Kroneckerovo delta), takze:

n

lol? =) dyie? =Y vie' =Y (v;)* O
=1

i=1 j=1 i=1

DEFINICE 3.21. (V,b) je vektorovy prostor se skaldrnim sou¢inem M C V je jeho podmnozina.
Pak
M+ ={veV|Vme M: blv,m) =0}

nazvu ortogonalni doplnék mnoziny M.

Napf.: Ortogonélni doplnék mnoziny M = {(1,0,0)} vybrané z vektorového prostoru R? je
M+ ={(0,y,2)| y € R, z € R)}. Jinymi slovy feceno, hleddme vSechny vektory z daného vekto-
rového prostoru kolmé na mnozinu M.

TvrzeNi 3.25. (V,b) je vektorovy prostor se skaldrnim sou¢inem. M, N C V. Pak

1) M+ je vektorovy podprostor V

2) MCN=N+tCMt
3) L(M)*+ =M+
DUKAZ.
1) ve M+, we M*, r € Ra chceme, aby v +w € M+, rv € M*. Pre viechny m € M plati:

a) b(v+ w,m) = b(v,m) + b(w, m) oba séitance jsou dle definice ortogonalniho doplitku
nulové, takze pak musiiv +w € M+
b) b(rv,m) =rb(v,m)=r-0=0=rv € M+

2) Chci aby kazdy vektor z N+ byl obsazen i v M~*. To, 7e vektor v € N+ znamena, 7e
b(v,n) =0, Vn € N. Ale mnozina M je podmnozinou mnoziny N, takZe tim spis b(v,m) = 0
pro Vm € M a tedy vektor v € M.

3) Musime dokézat dvé inkluze

a) M C L(M)= L(M)+ C Mt viz vyse.
b) Je M+ C L(M)*? Kdyz v € M*, tak chceme, aby v € L(M)*, ¢im myslime, Ze
Yw € L(M) : b(v,w) = 0. Z definice linedrniho obalu:

k
wEE(M):Hcl,...,ckeRtaké,iew:Zcimi,kdemiEM, 1=1...k

i=1

Smeéle dosadime:

k k k
b(v,Zcimi) = Zcib(v,mi) = Zci -0=0 O
i=1 i=1 i=1
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ALGORITMUS 3.2. (Gramm-Schmidtova ortonormalizace)
INPUT: {vy,...,0} CV
OUTPUT: {fi,..., fi}, ze {fi}}_, je ortonormélni systém a dale plati:

LA Sfis--os fi}) = LEv1, - vk })

Bez Gjmy na obecnosti mizeme piedpoklddat, ze {vi,..., v} je lindrné nezdvisla, protoze si
takovou mnozinu muZzeme z té pivodni vzdy pfipravit aniz bychom zménili linedrni obal (Napiiklad
pomoci Gaussovy eliminace nebo Algoritmu 1.1).

POSTUP:

1) f{ =
2) fy=wva+ A3 f]

ale demu se rovna A\i? Pozadujeme, aby skaldrni soucin b(f5, f1) =0
b(’UQ, f{)

0= bloz + M f1, 1) = bloz, )+ ML 1) = M = s

3) fi=uvs+ A1 +A3S3
a opét chceme, aby byl tieti vektor kolmy na vsSechny predchéazejici. Mame tedy dvé pod-
minky:
b 1 b !
PYRNLICEEE AR C LS5 )

b(f1, /1) b(f3, f3)

b(f3, f1) =0
b(f3, f2) =0

Postup je stejny jako v predchéazejicim pfipadé, jen predpokladame ortogondlnost ¢arkova-

nych vektort (Tedy, Ze napi.: b(f3, f1) = 0).

4) Opakujeme dale algoritmus, pfi¢emz obecné vyjadieni:

b(vjafil)

Jj—1
f]/-:ijrZ)\;-f{; kde )\;.:—b( 0
i=1 i i

5) Provedeme normalizaci:

T
L=

VETA 3.26. (Spravnost Gramm-Schmidtovy ortogonalizace)

Dokézeme, ze vystup algoritmu, tj.: {f;}i_; je ortonormalni baze prostoru L({vy ...v,}). Jeste
pfed tym, nez za¢neme cokoliv dokazovat si uvedomme, ze vektory {f;}7_; viibec umime zestrojit.
Na konci ortogoliza¢niho procesu jsme vektory f/ nanormovali na jedni¢ku, co umime jenom
tehdy, kdyz ich velikost je nenulova, tedy kdyz jsou nenulové. Jelikoz predpokladédme linedrni
nezavislost mnoziny {v; ...v,} kterou ortogonalizujeme, nemize nastat, ze néktery z vektorti f/
by byl nulovy. Z konstrukce téchto vektort by to znamenalo, Ze jsme nasli netrividlni linearni
kombinaci (minimalné jednicka pfed v;) vektord {vy ... v, }.

a) Ukazme, Ze nas systém {f;}7_; je ortonormalni, coz znamend ze vSechnu dva rtzné vektory
v systému sou na sebe kolmé, a Ze norma kazdého vektoru je jednicka.

(i) Pokusime se nejdiive dokazat, Ze systém je ortogonédlni. Ortogondlni je pravé tehdy,
kdyz i jejich libovolny nenulovy nasobek je ortogonélni. Tedy specialné kdyz vektory
{f!}7_ jsou ortogondlni. No z konstrukce je naprosto zrejmé, ze ortogonaliza¢ni relace
vektory spriuji (tak jsme ich predce zestrojovali). No pro uplnost to jeste dokdzeme
matematickou indukci:
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1) Ovéfeni indukéniho pfedpokladu pro k = 1: f{ =v; #0 = {f} je ortogonalni
systém.

2) Dokézeme, 7e {f/}F1] je ortogonalm system kdy# predpokladame, ze {f/}%_; jsou
ortogonalni. Dokazeme to pro k = 1,. — 1. Takze pro 7 < k muzeme psat:

k
b !
(fk+1af b(vg41 — Z (I)vk+1f) fj,f)

j=1
" b(v k+1, o , b ,
b(vk+1, f, Z f’) b(f}, f]) = bksr, ) = Y b(vesa, £])55;
Jj=1 j=1
nebot podle indukéniho predpokladu plati b(f}, f) = b(

piSeme na:

7, f1)dij, takze vztah pre-

b(vit1, fi) — b(ves1, fi) =0

¢imz jsme dostali pfesné to, co jsme chtéli, tedy, ze vektor f;, 11 Je vskutku kolmy
na vSechny vektory jemu predeslé, které jsou taky podle indukéniho predpokladu
kolmé mezi sebou. Ostéva uz jenom dodat, ze b(f}, f;) # 0, na ¢emz jsme se uz
dohodli.

(if) Ted si zostava jeSte uvédomit, ze normovaci proces v patém kroku Gramm-Schmidtové
ortogonalizace nam vektory nanormoval. Z vlastnosti normy plati

_ AN

173l = i

TakzZe celkem mtzeme psat:
b(fi, f;) =0i, ,5=1,...,7 = {fi}i=1 je ON systém

b) Chceme dokazat, Ze nas systém je baze prostoru L({v; ... v, }), tedy, Ze je linedrné nezavisly a
prostor generuje. Linearni nezavislost plyne trivialné z pravé dokazané ortogonality. Dokazme
tedy, ze prostor doopravdu generuje:

1) LHf1---fr}) € LHw1...v.}) plyne trividlng, protoze f; € L{v1...v.}).

(i) Jelikoz vektory sou linedrné nezdvislé, tak plati dim L({f1 ... f.}) = r, coz je ale také
rovno dimenzi dim £({v; ...v,}). Tedy s ohledem na (i) zfejmé plati L({f1... fr}) =

L({v1...v.}).

Tedy jsme celkem dokézali, ze {f;}7_; tvori ortonormalni bazi prostoru L({v; ...v,}).

34



10. predndska z linearni algebry
4. prosince 2007

DEFINICE 3.22. Necht V je v.p. a W/, W jeho podprostory. Definujeme W' + W" := {z €
Vi3 € W/,32x" € W” : © = 2’ + 2"} a vzniklému vektorovému prostoru (proé¢ jde vibec o
vektorovy prostor?) budeme fikat soucet v.p.p. W' a W”. Pokud navic W' N W" = {0}, tak
piseme W’ @& W" a fikdme tomu direktni soudet.

LEMMA 3.27. Necht V := W @ W’. Potom vSechny v € V se daji zapsat jako v = w + w’, kde
we W aw € W pravé jednym splisobem.

DUKAZ. Z definice urcité existuje minimalné jeden rozklad v. KdyZ v = w+w’ = u+u’, potom
plati w —u = v’ — w’, pficemz ale w —u e Wau' —w e W tedyw —u=v"—w =0=w=
v&w =u. O

PRIKLAD 3.12.

)V =R W = {(2,0,0)z € R}, W’ := {(0,y,0)]y € R}, tj. W a W” jsou osy z
a y, takze maji spoleénou jen nulu. Jejich direktnim souctem je prekvapivé rovina zy -
W' e W" = {(z,y,0)|z,y € R}.

2) Vi=R3 W = {(2,0,0)|z € R}, W := {(a,b,0)]a,b € R}, tj. osa = a rovina zy. Jejich
sou¢tem, ktery neni direktni, vznikne W’ + W" = {(a + z,b,0)|a, b,z € R} = W".

PozNAMKA 3.25. Soucet dvou podprostort je stejny, jako linedrni obal jejich sjednoceni, tj.
W'+ W" = L(W'UW"), nebot:

DaeeW+W' =sz=2'+2"52 eW 2" eW'=sz=0'+2" € LW UW")

ii) Stejné tak x € LW’ UW") jde zapsat jako

VR

k !
x = E Tl + E djaff, zp e W all e W' =
i=1 j=1
k 1

Z =2 e W' & Zdjx”j =z’ eWw”

i=1 j=1

VETA 3.28. 3Necht (V,b) je v.p. se skaldrnim soucinem a ma kone¢nou dimenzi (v nekoneénych
dimenzich tato véta obecné neplati), dale W je v.p.p. V. Pak plati:

) WeWwt=Vv

2) (WHt=w

3) Vi ={0},{0}+ =V
DikAz.

1) i) DokdZeme direktnost souctu, tj. W N W+ = {0}. Piedpokladejme, 7ze x € W a zaroven
x € W+. Protoze x je z W+, plati Yy € W : b(x,y) = 0, specialné pro piipad, ze y = .
A z definice skalarniho sou¢inu b(z,z) = 0=z =0.

ii) Z definic plati W @ W+ C V.
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iii)

ii)

I

1)

Dokéazeme, e V C W @ W,
Zvolime bazi {wi,...,w,} podprostoru W a uzijeme na ni Gramm-Schmidtovu orto-
gonalizaci, ¢imz dostaneme {fi,..., f-}, ON bazi W. Nech tedy = € V a definujeme 2’
jako
T
= Zb(w, fi)fi, ziejmé ' € W

i=1
Ted se presvédéime, ze x” := x — 2’ patii do W+. Musi tedy platit, ze Yy € W :
b(z”,y) = 0. Kdyz y € W, tak ho mtzeme zapsat jako

ychifi, ¢ eR

=1

Pak

r

b y) = blw = 3 b, [5)f5, )¢ fi)

i=1
Povytykame sumy a dostaneme:

T T

oy) =Y eb(m, fi) = DD b, )b [ fi).
=1

j=1i=1

Jak uz vime, b(f;, ;) je 0;;, ¢imz se vyrusi jedna suma

=3 el fi) = Y bl £i) = 0.
i=1 i=1

takze opravdu kazdé z € V jde zapsat jako 2’ + 2" tak, ze x’ € W,z" € W+,

Dokazeme, ze W C (W)t Kdyz w € W a w' € W+, tak z definice W+ plyne
b(w,w') = 0, nebot w’ € W+ musi byt kolmé na viechny vektory z W. Jenomze to
potom znamend, ze kdyz w € W, tak je také kolmy na vSechny vektory z W, coz ale
dava w e (WH)+

Doké4zeme opa¢nou inkluzi, tj. (W)t C W. Uz vime, z2e W @ W+ =V arovnéz W+ &
(W+)+ = V. Obecné plati dim W & W’ = dim W + dim W’ (dtikaz bude za chvilku),
takze dim W + dim W+ = dim V = dim W+ + dim(W+)* = dim W = dim(W+)+. A
jelikoz maji W a (W+)+ stejnou dimenzi a navic W je podmnozinou (W)=, tak musi
byt nutné stejné, tj, W = (W+)+

{0}+ =V, nebot
i) V2{0}+
ii) V' C {0}, nebot Vv € V : b(v,0) = 0.
V+ = {0}, protoze vime, ze {0} =V = ({0}1)t =V ={0}. O

Pri poslednim dukazu jsme pouZili uz dokdzanou druhou ¢dst véty, no moznd jsté postrehli, Ze v oném
dikazu bylo usito predpokladu konééné dimenze, ale to, fe V' = {0} plati i pro dimenze nekonecéné,
takze pro dplnost wvddime i jing dikaz: v € V: = v € V&VYw € V : b(v,w) = 0 = b(v,v) = 0 =
v=0.

PozZNAMKA 3.26.

1) V nekoneénych dimenzich obecné Véta 3.28 neplati, ale plati (W)t = W, pticemz W O W

je uzavér W.
Koho by to zajimalo, tak uzdvér mnozZiny je nejmensi uzaviend mnozina topologického prostoru,

ktera danou mmnoZinu obsahuje. Co to znamend si muZete dohledat treba na Wikipedii, nds to céekd
az za dlouho.
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2) Ted ptichézi slibovany dikaz, ze dim W’ & W” = dim W’ + dim W”. Zvolime {c;}¥ ; a
{dj}é-zl jako baze W’ a W' a tvrdime, Ze jejich zjednoteni je bazi W' ¢ W".

i) {ci}f U {dj}é»:l je L.n., nebot kdyby jejich Lk. byla nulovd, tak

k 1 k l
Z’yici —I—Z(dej =0= Z'Yici = —Z(dej
i=1 Jj=1 =1 Jj=1

Jelikoz ale W N W' = {0}, tak Y0 | 7ic; = — Y5, 09d; = 0= ' =67 =0, Vi, j.
Tedy {c;}5_y,{d;};_, jsou opravdu Ln.
ii) Ted staci dokazat, ze {c;}j_; U {d;};_, generuje W' & W". Kdyz z € W' & W, tak
uréité x =2’ +2”; ' e W,z e W,
k
{ci}k_| generuje W' = 2/ = Z’yici

k !
i=1 . ,
l x:x’+x":Z’yZCi+Z5]dj,
{dj}z»:l generuje W' = 2" = Z(dej =t =t
j=1

takze {c;}j—; U {d;};_; opravdu generuje W' @ W".

DEFINICE 3.23. Mé&jme matici A € M (m,n;R). Pak definujeme matici AT € M (n,m;R), pro
kterou plati, ze (AT)ij = Aji7 Vi, j a budeme ji fikat transponovana matice A.

VETA 3.29. Necht A € M (m,n;R). Pak rank(A) = rank(A7).

DUKAZ. Zavedeme zobrazeni f : R® — R™; f(z) := Az, a fT : R™ — R"; fT(2) .= ATz, a
budeme zkoumat Ker f.

1 1 1,1 1,.n 1
ajy ... a x ayxt+ ... talx (at, )

s+

, o1 , ,
m " atxt+ ... +ala" (a™, x)

Kde a' je i-ty fadek A a (-,-) obvykly skaldrny soucin v R". Takze x € Ker f pravé tehdy, kdyz

(a',2) =0,¥i =1,...,m, neboli x € {a',...,a™}+.
Nyni se podivdme na Im f7" a pokusime se dokézat, ze Im f7 = L({a!,...,a™}).
| AV
fT(Z) = | at a™
| ‘ ™

1) Nejspis inkluze Im f7 C L({al,...,a™}). Nech tedy y € Im f7. Potom uréuté 3» € R™ :

y = fT(x). Zapisme tenhle vektor do kanonické baze {e'}™, tedy x = Zaiei. Pak y =
i=1

ff(x) = fT (Zaiei) = ZaifT(ei). Vektor fT(e?) je ziejmé a’, takZe jsme zapsali y jako
i=1 i=1
Lk. a’ a inkluze je dokazana.

2) Opaéné inkluze £({a',...,a™}) C Im fT se dokazuje naprosto stejné, ale z opa¢né strany,
takze v rychlosti:

m m m

Zaiai = ZaifT(ei) — 7 (Z: aiei) — (T (x)
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Takze celkem nam z vyzkumu Im f7 a Ker f vyplyva, ze 2 € Ker f pravé tehdy, kdyz = €
{at,...;am}* = (L({al,...,a™}))* = (Im f)+. Tudiz Ker f = (Im f7)+.

Podle Véty 2.17 v nasem piipadé plati dimKer f + dimIm f = n a podle Véty 3.28 rov-
néz dimIm f7 + dim(Im f7)* = n. Z toho jednoduse zjistime, ze rank(A) = dimIm f = n —
dimKer f = n — (Im f7)* = dimIm f7 = rank(A7), ¢imz slavnostné dospiviame k vysledku, ze
rank(A) = rank(AT). O

PozNAMKA 3.27. Pii Gaussové eliminaci jsme (aZ do ted neopodstatnéné) mozné provadéli
radkové upravy, i kdyz jsme méli provadét sloupcové. Tato véta nam to koneéné ospravedlnila,
takZe jsme vsechno délali spravné a mutzeme klidné spat.

4. ReSeni soustav rovnic.

VETA 4.30. (Frobenius) Mé&jme matici A € M(m,n;R). Pak rovnice Az = b, b € R™ ma
alespoil jedno FeSeni pravé tehdy, kdyz rank(A) = rank(AlD).

V tychto textech jsme zvldst definovali rank matice a rank linedrniho zobrazent - rankem matice myslime
dimenzi linedrniho obalu jej sloupcu, rankem zobrazeni dimenzi jeho image-u. KdyZ uwvazZujeme linedrni
zobrazeni A : R™ — R™ s predpisem x — Az, kde A je matice, tak jako jsme si uz nekolikrdat wvedomili:
rank(A) = rank(A) (plati moznd méné trividlné i pro obecné linedrni zobrazeni a jeho matici vici nejakym

bdzim). Tedy rankem matice rozsirend myslime rank(A[b) = L({a',...,a™, b}), kde a’ sou sloupce matice
A.

DUKAzZ.

1) Budeme piedpokladat, ze Az = b mé alesponi jedno feseni ¥ = (z!,...,2"), coz zapiSeme

| |
1 ...

takze vidime, Ze b je Lk. {a',...,a"} a tudiz b € L({a},...,a"}). Z toho je ziejmé, Ze
dim L({a',...,a"}) = dim L({a',...,a" b}) = rank(A) = rank(A|b).

2) DokéZeme obracenou implikaci, pfi¢emZ budeme postupovat obracené, nez v pfedchozim pii-
padé. Pfedpokladdme, 7e rank(A) = rank(A[b) = dim L({a',...,a"}) = dim L({a},..., a", b}),
z ¢ehoz plyne, ze b je Lk. {a',... a"}

n
i
b= g x;at,
i=1
tedy & = (21,...,Ty) je ziejmé feSenim Az =b. O

PozZNAMKA 4.28. Pfi feSeni rovnice Ax = b postupujeme takto:

1) Nalezneme partikularni FeSeni, tj. alesponl jedno feseni
Axp =b.
2) Pokusime se vyfesit homogenni rovnici Az, = 0 a dostaneme obecné homogenni Feseni.
Nejlépe je najit bazi celého Ker A, jelikoZ je to vektorovy prostor a tym ho plné uréime.
3) A obecné FeSeni je souctem partikularniho a homogenniho, tedy
{z|Az = b} = {zp + zp|z), € Ker A}
protoze jednim smérem je to ziejmé a kdyz Az = b, potom A(x — z,) = 0, tedy

r—xp € Ker A= dzp, € KerA: o =) + .
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11. predndska z linedrnej algebry
11. december 2007

5. Determinanty

PozZNAMKA 5.29. S determinantami ste sa mozno uz na cviceni stretli - pomocou determinantov

je mozné pocitat orientované objemy n-rozmernych rovnobeznostenov (uréenych n-vektormi)* v

n-rozmernom priestore a tym napriklad (heuristicky) urc¢it linedrnu (ne)zavislost vektorov.

5.1. Permutécie

Predmetom délezitosti stivisiacim s determinantami st permutacie a grupa permutacii. Pomo-
cou nich determinant definujeme a nasledne sa permutéacie dostani do mnohych viet (a dokazov)
o determinantoch. Preto naslednujtce slova si mozte zobraf k srdcu :-).

DEFINicIA 5.24. Nech n € N. Kazda bijekciu (zobrazenie prosté & na)
o:{l,....,n} —={1,...,n}
nazveme permutaciou. Mnozinu vSetkych tychto permutécii zna¢ime &,,.

PozNAMKA 5.30. Na urdenie permutacie ako zobrazenia moézme pouzif vypis jej prvkov, tj.
nasledujica tabulka ¢isel, kde v hornom riadku piSeme prvky z defini¢ného oboru a pod danym
prvkom ¢ sa v druhom riadku nachadza o(7)

(ol oty o)

PrIKLAD 5.13. Uvedme jednoduché priklady, teda uk4zme si, ako vyzerd mnoZzina vSetkych
permutacii mnoziny o n = 1, 2 a 3 prvkoch. Ak n = 1, tak v mnoZine sa objavi iba identicka

permutacia
o — 1
7\

(12 (12
91=11 92) 27 \2 1

V pripade n = 3 dostavame 6 prvkov
(1
g3 = 3

3 N
3) %67 1

V pripade n = 2 st to

w w
N———
qQ
(V)
Il
N\
[N
N W N
_ W
N————

NN DN
W N =N
N
N———

PozZNAMKA 5.31.

1) Pre pocet prvkov mnoziny vSetkych permutacii n-prvkovej mnoziny plati to, ¢o ak nie koli
ni¢omu inému, tak uz len koli ndzvu mozme cakat, a to #6,, = n!

4Uzitim determinantov sa da poéitat i objem k-rovnobeZnostenu v n-rozmernom (n > k) priestore, a to tak,
ze si rovnobeznosten orotogonalne sprojektujeme do vSetkych k-rozmernych rovin ,natiahnutych® nad k-prvkovou
mnozinou kanonickych vektorov, spo¢itame objemy tychto (je ich (2)) k-rovnobezZnostenov teraz uz v k-rozmernom
priestore (rovine) pomocou determinantu a nakoniec uzijeme ,,Pythagorovu® vetu.
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2) Ak o(i) =i, tak v zapise pomocou ¢ = (---) mozme pre zjednodusenie vynechat stipec (%)

K2
a zépisom o = (}$) automaticky rozumieme o = (13 %).

3) 0 € 6, je mozné skladat pomocou skladania zobrazeni o, ¢iZze mame prirodzene zavedna
bindrnu operaciu, ktord priradi dvom prvkom o,7 € &,, znova prvok o o1 € &,, (kedze
zlozenim dvoch permutécii, je znova permutacia - bijektivne zobrazenie). Oznacme este e =
id (identické zobrazenie) a nakoniec inverzné zobrazenie k permutacii o ako o~! (ktoré
existuje pre vSetky permutécie), pricom zrejme o~! = ("(11) "(22) - ‘T(H”)). Tieto oznadenia a
poznamky nie€o predznamendvaja a to nieco je formulované v nasledujicej vete.

VETA 5.31. Stistava &, = (S,,,0,7 1, e) tvori grupu (pozrite si pripadne znova definiciu grupy).

DOKAz.

a) Ako sme uz povedali, operéicia skladania je o : &,, x &,, — &,, a ostdva nadm overit asosia-
civnost (vyrazom typu o o 7(¢) implicitne myslime (o o 7)(7)):

a(7(p(i)))
o (7(p(i)))

¢o plati pre i = 1,...,n, takze skutotne oo (1o p) = (co7)op.

oo (rop)i) = ol o pli)) =
(c.07) 0 pli) = 7 0 7(p(i))

b) Zrejme e je skutocne jednotkovy prvok grupy v zmysle, Ze 0 o e = e o 0 = ¢. Naoza]
ooe(i) = o(e(i)) =
eoo(i) = e(o(i)) =

L. o 0! skutoéne nijde inverzny prvok k prvku o € &,

o o(i) =i
oo (o(i))) = o(i)

(o(i) pre i = 1,...,n prebieha celt mnozinu). Teda c oo ' =0 loo=id=c. O

c¢) Operéacia inverze ~

ot oo(i)

coo Y(o(i))

Tymto sme teda (snad tplne presvedéivo) ukazali, ze {S,,,0,e,7! } je grupa, ktorti nazyvame per-
mutaéna grupa (pripadne symetricka grupa®). V skuto¢nosti prave symetricka grupa je tou
najprirodzenejSou grupou; napriklad kazda grupa je izomorfna nejakej podgrupe nejakej symet-
rickej grupy S(X). Prave §tdium morfizmov grupy do nejakej podgrupy symetrickej grupy nam
vie o grupe mnohé (alebo aspoil nieco) povedat - ¢o sa presved¢ime zachvilu sami, akondhle si
definujeme znamienko permutacie.

POZNAMKA 5.32.

1) Zanedlho sa nam zide fakt, a sice, ze (07) ™! = 7710~ (kde koliecko pri z4pise pre pohodlnost
vynechdvame).

2) Predchadzajuci fakt plati i vo vSeobecnej grupe. Uz sme to pouzivali pre matice, ktoré maja
inverziu: (AB)~! = B~1A~!. Toto lemma mo7me dokazat tak, Ze overime, %e 7~ 'o~! je lavd
inverzia k o7 (a to vyuzitim iba vlastnosti grupy). Teda skutoc¢ne

(7o Yor) =1 o lo)r=1"ter =¢

KedZe lavé inverzia je v grupe len jedna a (o7)~! je lavad (mimochodom i pravd) inverzia

(ako sme ukazali), tak skutoéne dostavame 77101 = (o7) L.

5V pripade pojmu symetrickej grupy sa uz nemusime obmedzovat na konkrétny tvar a kone¢nost mnoziny z a
do ktorej st jednotlivé prvky grupy zobrazenim. TakZe ak X je lubovolna neprazdna mnozina a S(X) mnozina
véetkych bijekcii na X, symetrickou grupou nazyvame grupu S(X) = (S(X),0,idx, ™).
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*DEFINiCIA 5.25. 6 Permutaciu ¢ € &,, nazveme cyklus, ak

o= Z‘1 (2R jl e ]k
(S S S U 'O )
pre vhodné {i1,...,im} C{1,...,n}ta{j1,...,Jx} €{1,...,n} pricom {i1, ..., im}{j1,...,Jk} =

Dam+k=n.

*POZNAMKA 5.33.

1) Mézme si zaviest eSte jednoduchsie (ale stéle jednoznacne urcujice) znacenie permutéacii
pomocou cyklov (vid nasledujicu vetu o tom, Ze kazda permutacia sa d vyjadrit ako zloZenie
disjunktnych cyklov). Cykly moézme namiesto

11 92 by J1 ot Jk L . .
. . . . . isat ako (4199 --- 1
(22 3 1 J1 ot jk) P ( 1 m)

Cize napriklad

U:G - Z>=(132)o(45):(132)(45)

a to je vlastne to isté ako napriklad (321)(45).

2) Taktiez mozme predchddzajice zndzornit graficky. Napriklad cyklus (13 2) zndroznime tak,
Ze na obvod kruznice pravidelne rozmiestnime prvky (¢isla) 1, 3 a 2 tak, aby boli v tomto po-
radi idac v smere hodinovych rudiciek a pripadne dokreslime Sipky od 1 k 2 atd. Permutaciu
(132)(45) potom znazornime ako zlozenie dvoch ,kruznic“.

*PRIKLAD 5.14. Cykly vieme spajat a rozpajaf; majme permutéciu zlozent z dvoch disjunkt-
nych cyklov a skiisme cykly spojit a nasledne rozpojit. Overte, Ze:

(14)0(123)(45) = (12345), (14)0(12345) = (123)(45)

*TVRDENIE 5.32. Kazda permutaciu o € 6,, je mozné napisat ako zloZenie disjunktnych cyko-
lov. Pod disjunktnymi cyklami myslime cykly také, ze pre kazdé dva cykly (i1, ..., ix) a (j1,-- -, jm)
plati, ie {i17 . ,Z']c} N {jl, e ;jm} = (Z)

DOKAZ.

a) Najdime v obecnej permutéacii o € &, nejaky cyklus. Zoberme si lubovolny prvok p €
{1,...,n} a uvazujme nekone¢ni postupnost prvkov

a’(p), ot(p), *(p), o>(p), ... kde o =gocgo--r00, d'=e¢

k

Kedze 0% (p) € {1,...,n}, pre Vk € Ny, urcite sa po chvili prvky budi musiet za¢at opakovat,
tj. existuje (i,7) tak, Ze o'(p) = o’ (p) a samozrejme i # j a volme dvojicu tak, Ze i < j.
Zoberme si taka dvojicu (4, j), Ze j je najmensie (a ¢ je lubovolné, ale mensie ako j). Tvrdime,
7e nutne i = 0 (a teda ¢/(p) = p). Pre spor nech i > 0. Kedze (0!)~(c?(p)) = p, tak
dostaveme

o' (p) = (")t od?)(p) = (0") (o7 (p)) = (¢') (o' (p) = p
6 Ak uvidite niekde tito hviezdicku, tak nesledujtca ¢ast na prednaske nebola a nie je preto nutné to vietko

vediet. Ale napriek tomu (snad) ni¢ v texte nie je zbyto¢né - prave ohviezdickované Casti vdim moézu pomoct text
lepsie pochopit ¢i sa napriklad dozvediet i nie¢o naviac. Taktiez text napisany malou italikou je len pre zaujemcov.
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kde prvé rovnitko je vdaka rovnosti medzi funkciami a predposledné vdaka o’ (p) = o*(p).
Takze mame, ze 07 ~*(p) = p = 0(p), takze dvojica (0,j — i) je dvojica s mensim j —i < j,
¢o je spor. Polozme r := j. TakZe postupnost

p, o(p), a*(p), .-~ ;0" (p)

je postupnost, v ktorej sa ziadne dve ¢isla neopakuju a ak by sme pokracovali, tak dostdvame

2r—1(

o"(p) =p, " (p) =a(a"(p)) =0(p), ... ,0*" " (p) =" (p), ...

postupnost stale sa opakujtcich r ¢isel.

b) Volme g € {1,...,n}\{p,o(p),...,0""*(p)}. Ak by to bola mnoZina prazdna, tak sme skon-
¢ili a permutéciu ako jeden cyklus vyjadrili. Nech teda g zvolime. Uplne rovnakym postupom
ako v bode a) najdeme 1’ tak, Ze v postupnosti

q, o(q), o*(q), ... ;o
sa ziadne dva prvky neopakuju a 0" ~1(q) = q.

c¢) Takto postupujeme, az kym nedostaneme prazdnu mnozinu (¢o sa moze stat maximélne po
n opakovaniach)

d) Ostéva ukdzat, Ze sme nasli naozaj disjunktné postupnosti a Ze moZzme koneéne pisat

o= (p, a(p), o), ... .o (D)) (a o(q), *(q), ... .o "H(a))...

Overme pre prvé dva cykly (rovnakd argumentéicia sa pouZije pre hociktoré dva). Pre spor
predpokladajme nedisjunktnost, teda ze existuje také I, m, ze o'(p) = 0™ (¢) a0 <I<r—1la
0<m <7r'—1. Akl > m, tak znova ¢!~ (p) = q a teda mame, 7ze ¢ € {p,o(p),..., 0" (p)},
¢o je spor s vyberom q. Podobne ak | < m, tak tiez ¢!~™(p) = q, pricom ak formalne
umociiujeme na zéporné ¢islo, znamens to prislusny pocet inverzii o 1. Uréite existuje n € N
také, ze 0 < | —m +nr < r — 1. Ak poéitame o'~ (p) = o'~ (™" (p)) = o'~ (p) = ¢,
tak znova mame q € {p,o(p),...,o" " *(p)}, o je spor. O

DEFIN{CIA 5.26. 0 € &,, nezveme transpoziciou, ak existuju 4,5 € {1,...n,} a i # j tak,

zeo(i)=jaoc(j)=tiapreVk € {1,...,n} : k #i & k # j plati o(k) = k. To znamen4, Ze
transpozicia ,vymeni“ dva prvky a ostatné neha napokoji. Inak povedané, o je transpozicia, ak je
cyklom typu (4, ) (teda cyklom dlzky 2).

PoOzNAMKA 5.34. Trividlnu permuticiu e povazujme (v zmysle nasledujicich tvrdeni) za zlo-

Zenie nula transpozicii. Tiez si uvedomme, Ze inverznd permutécia k transpozicii (7, j) je zas ona
sama.

TVRDENIE 5.33. Kazdt permutéciu o € &,, je mozné zlozit z transpozicii.

DOKAz. Dokaz prevedieme indukciou. Pre n = 1 a n = 2 je tvrdenie trividlne (jednotkova

transpozicia v oboch pripadoch je zlozenim nula transpozicii). Predpokladajme teda, Ze tvrdenie
pre pripad ¢ € &,,_; plati. Vezmime teda o € &,,. Bud

a) o(n) := j, = n. Potom definujeme permutéciu ¢’ € &,,_1, pricom o’(i) = o(i) pre i =
1,...,n —1, a je ju mozné zapisaf ako zlozenie [ transpozicii 7, ako ¢’ = 7{m5...7/. Ak
definujeme 7, pre k =1,...,1 ako 73,(i) = 7,(¢) pre i = 1,...,n — 1 a 74(n) = n, tak celkom

trividlne dostaneme, %e 0 = 71 ... 7.

b) alebo o(n) := j, # n. Potom definujeme permuticiu 6 = (j,,n)o, pre ktort uz plati
&(n) = n a v zmysle predchadzajiceho bodu ju vieme zapisat ako zloZenie transpozici, ¢ize
i0=(jn,n)"16 = (jn,n)d je zlozenim transpozici. O
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** Prichddzame k slubovanej ¢asti o znamienku permutdcie. Motivdcia zavedenia moéZe byt nasledujica:
Bolo by prijemné najst grupovy morfizmus ¢ (skor epimorfizmus) z grupy Gpn do dvojprvkovej grupy (td
existuje len jedna a vyzerd napriklad ako ({1,—1},-,1,71) alebo ako (‘~52) Takto by sme mohli permutdcie
rozdelit do dvoch skupin - tie ktoré sa zobraznia na 1 a tie ktoré na —1. Automaticky dostdvame ¢p(oT) =
&(0)d(T) a dalie prijemné veci ako podgrupu’ permutdcit, ktoré sa zobraznia na 1, rovnaky pocet prokov
v oboch skupindch,. .. KaZdopddne pre determinanty a podobné zdleZitosti je prave zmanienko permutdcie
velmi podstatné.

Podme teda v zmysle motivdcie ndjst spominany morfizmus grip.

DEFIN{CIA 5.27. Majme mnozinu &,, vSetkych permutécii o : {1,...,n} — {1,...,n} a mno-
zinu vietkych (redlnych) polynémov n-premennych®, ozna¢me ju R[zy,...,z,]. Realny polyném
n-premennych mozme chapat ako funkciu na vektorovom priestore R™. Takze napriklad zapis
frz+y), kde x,y € R" ar € R ma dobre definovany zmysel. Dalej kazdej permutacii o € &,, pri-

radime zobrazenie R[z1,...,z,] — Rlz1,...,z,], ktoré znac¢ime o, teda o — o, a jeho posobenie
na polyném f zapisujeme ako f +— o - f a definujeme ho tak, ze
o-f=fowp(g)

kde ¢ : &,, — GL(n), teda ¢(g) je invertovatelné® linedrne zobrazenie na vektorovom priestore
R™. Toto zobrazenie volime tak, aby platilo ¢(70) = ¢(0)o@(7) (vSimnite si prehodenia). Existuje
mnoho zobrazeni, ktoré toto spliiuji, ale my si vyberieme prave zobrazenie také, ze pre maticu
[¢(0)] linearneho zobrazenia voéi kanocikej béazi plati [¢(0)]i; = do(;);, Co mozme zapisat i ako
[p(0)] = P?0)) ¢o je matica, ktora ma vSade nuly okrem miest (i,0(i)), i = 1,...,n, kde st
jednicky. Ako ilustrativny priklad uvedieme:

0 01
U:(é ? Z>€63:>[§0(0')]: 100
01 0

Mozte lahko overit, ze skutoéne plati p(70) = ¢(0) o ¢(7) (vyuZite faktu, Ze sGfin matic dvoch
zobrazeni je matica zloZzeného zobrazenia a potom ndsobte matice alebo si uvedomte rovnost
2?21 00(i)j07(j)k = Or(o(i))k)- Tymto sme teda definovali, comu sa rovna o - f.
Ak sa vam celd tato konstrukcia zda byt komplikovand, tak vedzte, Ze nejde o ni¢ inée ako o
to, ze polyném f sa po zapodsobeni permutaciuou o zobrazi na polyném o - f, pre ktory plati
o f(x1,...,x0) = fop(a)(wy,...,xn) = fle(0)(@1,. .-, 20)) = f(To(1), s To(n))

takZe sme toto pdsobenie mohli definovat jednoducho ako

ag- f(ml, e 75571) = f(xa(l)a v 7xa(n))
Uvedme este priklad: nech 0 € &3 a0 = (12 3). Uvazujme teda nejaky polyném troch premennych,
napriklad f(z,y,2) = 22 + 2y + y. Potom pre o - f plati

o-flx,y,2) = fly,z,2) =2® +yz + 2

LEMMA 5.34. Dolezita vlastnost tejto konstrukcie je
(ro)-f=71-(o-f)

DOKAZ. Dokaz je vdaka tomu, ako sme si zaviedli posebenie - veelku jednoduchy. Poditajme
teda

(1) - f = fo(p(ra)) = fo(p(o) op(r)) = (fow(a)) op(r) =7-(fop(o)) =7-(0-f)

7A to dokonca normalnu ako pri jadre lubovolného morfizmu.

87j, nejaktt podmnozinu mnoziny vsetkych funkcii f : R — R

9To, Ze uvazujeme zobrazenie do mnoziny GL(n) a nie do obecnej mnoziny vietkych linedrnych zobrazeni mozte
interpretovat tak, Ze na druhti spominant mnozinu nemame takd peknt znacku. No st na to i iné, viac menej
zbytoéné dovody.
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Dékaz by sa dal robif aj podobne tpravou varazu (70) - f(21,...,%n) = [(Tr(o1))s- - Tr(o(n)))s
¢o by mohlo byt komplikovanejsie. [

** Skonstruovali sme teda akciu grupy S, na mnoFine X = R[z1,...,zn], tj. morfizmus z grupy S, do
symetrickej grupy S(X). Preco symetrickej grupy? Zrejme zobrazenie e- je identita a kazdé zobrazenie typu
o musi byt prosté - existuje k nemu inverzné zobrazenie o~ - v zmysle, Ze 07" -0 = (07 0)- = e =id a
tieZ je na - inak by nemohlo platit o -0~ - = id, takZe skutoéne zobrazujeme do S(X) a zobrazenie o — o-,
ako sme sme ukazali, je naviac morfizmus.

Ak by sme nasli polynom A taky, Ze mnozina {o- Ao € &,} by bola pripadne dvojprvkovd (napriklad
+A) tak mame spominany morfizmus do dvojprvkovej symetrickej grupy (nad dvojprvkovou mnoZinou),
tj. grupy dvoch zobrazeni o1(A) = A, p1(—A) = —A a p2(A) = —=A, p2(—A) = A. Iné zobrazenia mozné
nie stu: —A sa nemoZe zobrazit na iny polynom ako A a tieZ vietky zobrazenia si prosté.

DEFINicIA 5.28. Ozna¢me symbolom A nenulovy polynom o n premennych (A € Rlzq,...,z,)),

ze plati
VoeB,:0-A=+A & d6€6,:6-A=-A

PozNAMKA 5.35. Existenciu tohto polynému dokdZeme neskor.

DEFINicIA 5.29. Nech A je polyném z predchédzajtcej definicie. Definujeme znamienko per-
mutécie o € &,, ktoré znacime sgn(o) tak, ze

sgn(o)=+41 < o-A=A
sgn(o)=-1 < o-A=-A

LEMMA 5.35. Pre V7,0 € G, plati sgn(ro) = sgn(r) sgn(o).

DOxkAz. Najskor si uvedomme, Ze plati - —A = —o - A, ¢o je zrejmé z konstrukcie zobrazenia
o+ na polynémoch!®. Mézme teda pisaf

sgn(7o)A = (10)-A=71-(0c-A)=7-(sgn(oc)A) = sgn(r) sgn(o)A O

*TVRDENIE 5.36. Existuje zobrazenie sgn : &,, — {1, —1} tak, Ze V7,0 € &,, plati sgn(ro) =
sgn(7)sgn(o) a 36 € 6, : sgn(s) = —1.

DOKAZ. Tymto zobrazenim je préave nami skonStruované zobrazenie z Definicie 5.29, cize
sgn : o — sgn(o). Vsetky vlastnosti vyplyvaja bud priamo z Definicie 5.28 polynému A alebo
z Lemmatu 5.35. Pre dokondenie celej konstrukcie treba este najst nejaky polyném splitujici pod-
mienky z definicie A, k ¢omu sa onedlho dostaneme. [

**V 2mysle tjchto minipozndmok (kde sa na permutdcie pozerdme skér ako na prvky grupy) méZme
teda zobrazenie sgn : &, — {—1,1} chdpat ako epimorfizmus medzi prislusngmsi grupami a v skutoénosti
sa teda nejednd o nic¢ iné, ako o hladany morfizmus do dvojprvkovej grupy, ktory teda vieme ndjst, ak
ndjdeme polynom A (polyndm s dvojprvkovou orbitou). No toto zobrazenie je nezavislé ma polyndme,
kedze pre takyto epimorfizmus je znamienko uréené poctom transpozicii, ktorymi vieme dani permutdciu
vyjadrit (kedZe, ako ukdZeme, transpozicie maji nutne znamienko zdporné), ¢o je predmetom nasledujiceho
turdenia.

TVRDENIE 5.37. Nech sgn je zobrazenie s vlastnostami z Tvrdenia 5.36, teda nie nutne skon-
Struované pomocou nasho polynému A. Ak ¢ ide zapisat ako parny (sudy) pocet transpozicii, tak
sgn(o) = 1. Ak permutéciu ide zapisat ako neparny (lichy) podet transpozicii, tak sgn(c) = —1.

10No musi to platit nezavisle na konstrukcii zobrazenia, pokial vieme, e sa jedna o morfizmus: ukizeme, ze plati
o-+A =sgn(o) £ A (teda ide ndm o to, omu sa rovné o - —A, pri¢om zrejme to uréite bude +A a chceme zistit
to znamienko), omu je tak preto, ze (07 1o) - £A = £A a teda nutne o - A = £A = o - —A = FA.
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Ekvivalentne mozme tvrdenie modifikovat: zobrazenie sgn priradi transpozicii vzdy zaporné zna-
mienko.

PozNAMKA 5.36.

1) Implikécie v Tvrdeni je mozné obratit. To je ale zalezitostou logiky a nie linedrnej al-
gebryll. ..

2) Ak sa ndm podari ndjst polyném A a tym konefne dokonéif dokaz Tvrdenia 5.36 a doka-
Zeme Tvrdenie pred poznamkou, tak dostaneme, Ze parita (parnost/neparnost) je pre kazda
permutaciu nemennd! Tj. bud sa d& dand permutédcia zapisat len pomocou parneho poctu
transozici{ alebo len neparneho, ked7e znamienko permutécie je urdené jednoznacne (funkcia
mé vzdy len jednu funkéni hodnotu). Z tvrdenia tiez priamo vyplyva jednozna¢nost funkcie
sgn, tj. existuje prave jedno zobrazenie z Tvrdenia 5.36. Dokonca je mozné ekvivalentne de-
finovat znamienko permutéacie ako sgn : o +— (—1)", kde n, je poCet transpozicii, ktorymi
sa d& permutécia zapisat a tGto definiciu modzme pouzit i v pripade permutacii obecnych
mnozin (teda nie nutne &islenych ako v nagom pripade).

3) Pomocou transpozicii mézme znamienko permutédcie i pocitat. No moZnoze existuje este
vhodnejsi sposob: znamienko permutacie o spoéitame ako sgn(c) = (—1)* kde k, je pocet
cyklov v rozklade permutdcie na disjunktné cykly, ktoré st parnej dlzky (transpozicia ma
dlzku 2). Tato skutoénost nahliadneme Iahko tak, Ze cyklus dlzky n sa d4 vyjadrit ako n—1
transpozicii. Napriklad

(12345) = (12)(23)(34)(45)

DOKAZ TVRDENIA.

1.) Pripad o je mozné zapisat ako parny pocet transpozicii. Sta¢i ndm skimat vSetky permutécie
tvaru o = (j1, k1)(j2, k2) (pricom ji # ki & jo # ko). KaZd4 permutécia sa potom dé zapisat
pomocou takychto dvojic.

a) Najskor si vezmime pripad j; = j2 & k1 = ka. No potom o = (j1, k1)(j1, k1) = e a
o(e) =1, lebo

o(e) = a(ee) = o(e)a(e) = 1 =o(e) to(e) = a(e) ta(e)a(e) = o(e)

lebo inverzia k o(e) (¢o je uréite +1) urcite existuje.
b) V pripade, Ze j; = jo & k1 # ko (to samé ako j; # jo & k1 = ko, kedZe (a, b) = (b, a))

si uvedomime rovnost

(J1, k1)(d1, k2) = (1, k1) (K1, k2) (1, k1)(K1, k2)

napriklad tak, Ze overime, ¢i danému ¢islu napravo zodpoveda to isté, ¢o nalavo. Napri-
klad ¢islo ko sa najskor zobrazuje (ideme zprava) na j; a po zloZeni permutdacie s tou
nalavo sa zobrazi na ki. Podobne napravo sa najskor ¢islo ks zobrazuje na k;, potom
na ji, potom sa nezmeni na nakoniec sa zobrazi na k;. Takto overime ostavajice dva
cisla.

Teda mame

sgn(o) = sgn((j1, k1)(j1, k2)) = sgn((j1, k1)(k1, k2))* =1

1 Obmenou prvej implikicie dostaneme, #e ak sgn(c) # —1, tak nutne permutéciu nejde zapisaf pomocou ne-
parneho poctu transpozicii. Ale tiez plati sgn(o) # —1 < sgn(o) = 1 a ak nejde permutéciu zapisat pomocou
neparneho poctu transpozicii tak ju ide zapisat pomocou parneho poc¢tu tranzozicii, lebo vzdy existuje ¢islo n € Ny
také, ze permutéciu ide zapisat pomocou n transpozicii. Celkovo dostdvame, ze sgn(o) = 1 implikuje, Ze permutéaciu
ide zapisat pomocou (len) parneho poctu transpozicii.
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¢) Nakoniec pripad ji, k1, jo, k2 vSetky rozne. Znova mozte overit, Ze

(J1, k1) (g1, k2) = ((J1, k1) (d1, k2))((k2, j1)(k2, j2))

Vyuzijeme bod b) a mozme pisat
sgn(o) = sgn((j1, k1)(j1, k2)(k2, ji)(k2, j2)) =1-1=1

I1.) Pripad, Ze o ide zapisat zloZenim nepérneho poc¢tu transpozicii. Z definicie zobrazenia sgn
vieme, ze musi existovat & € &,, tak, ze sgn(é) = —1. Podla bodu I.) vieme, Ze 6 nemdze byt
zapisatelnd zlozenim parneho poctu transpozicii a teda je zapisatelnd pomocou neparneho
poétu transpozicii. Plati 0 = 66 1o a uréite 6 1o je zapisatelné pomocou péarneho poétu
transpozicii (67! dostaneme napriklad tak, Ze zmenime poradie transpozicii permuticiu
tvoriacich). Potom

1

sgn(o) = sgn(66 'o) =sgn(6)sgn(6 o) =-1-1=-1 O

TVRDENIE 5.38. Polyném A n premennych definovany ako!?

Alxy, ... Tp) = H (xj —x;) = (w2 — 1) (23 —21) - - (T — 21)

1<i<j<n

(553 —.Z‘g)"'(l‘n —562)

(xn - xn—l)

splia Definiciu 5.28.

DOKAZ. Nech 0 € &,,. VSimnime si, ze v polynéme sa kazda dvojica premennych vyskytuje
spolu v zétvorke prave raz (je ich tam teda (g)) a teda ak za x; dosadime z,-1(;), tak jediné, co sa
moze stat je, Ze polyném zmeni znamienko (Ziadna z dvojich tam ani nepribudne ani neubudne).
Permutécia meniaca znamienko bude urdite napriklad & = (12).

*POZNAMKA 5.37. Tento polyném mozme chépat iba ako pomocnt konstrukciou na dokazanie,
Ze parita poctu transpozicii je nemennd. Znamienko podla neho nepocitame (aj napriek tomu, Ze
by to $lo - znamienko permutacie sa potom rovné sgn(c) = (—1)% kde i, je pocet tzv. inverzii,
tj. pocet dvojic (i, 7) takych, ze i < j& o (i) > o(j)) a celkovo pod definiciou znamienka si moézme
skor predstavif spominant ekvivalentnii definiciu s po¢tom transpozicii.

** Skutocne plati uZ naznacené, a to, Ze pocet permutdcii s kladnym a zdporngm znamienkom je rov-

naky? Skimajme vietky pdrne permutdcie (ktoré tvoria v S&n podgrupu, oznacme ju teraz ako A, ). Zoberme
st prook T ¢ A, a definuyme B, := {70|o € &,}. Turdime, Ze #B, = #A, a Ze Bn, = G\ Ay, teda, Ze
B, su vietky nepdrne permutdcie. Skiste ukdzat, Ze zobrazenie T — TOo je prosté a Ze lubovolni nepdrnu
permutdciu vieme zapisat ako To, kde o € A, (vyuZite fakt, Ze v grupe md kaZdy prvok inverziu).

5.2. Determinanty: definicia a zakladné vlastnosti

DEFINicIA 5.30. Polyném v n? premennych Ti5, 1,5 = 1,...,n tvaru
Z Sgn(0)$1a(1)l‘2a(2) * Tng(n)
ceS,

nazveme determinat'®. Pre A € M(n,n,R) definujem det A (determinant matice) ako determi-

nant, kde dosadim z;; := a';, kde A = (a*;);7"7,.

12Tento polyném sa dostane ako Vandermondov determinat Vandermondovej matice n x n, ktory ma prave n
premennych. Permutécia premennych v polynéme zodpoveda permutécii riadkov v matici, ¢o, ako zanedlho zistime,
zodpoved4 zmene determinantu prave o sgn(o).

13Blizsie poradie premennych v argumente nie je potrebné Specifikovat - budeme hovorit skér o determinante
matice a tam bude vsetko jasné.
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PozNAMKA 5.38.

1) Vsimnite si, Ze determinat mé zmyslel len pre Stvorcové matice.

2) Neskor si este ukdzeme, ako tato abstraktnd definicia stvisi so spominanymi objemami.
Teraz len poznamenajme, Ze ten savis sa skryva préve v tom ¢initeli sgn(o) a ide tam préave
o to, ze potrebujeme priradit danej permutécii premennych znamienko podla toho, kolkymi
transpoziciami sme k nej dosli.

PRIKLAD 5.15. Spoéitajme determinant matice typu 2 x 2
det A — (@11 012 _ _
et A= = sgn(e)airaszs + sgn((12))aizaz = arjiase — ajzag
az1  G22

U prvkov matice nie je v tomto momente, ked hovorime o determinantoch, nutné rozlisovat medzi
indexami hore/dole/napravo/nalavo - to sa ndm zislo vtedy, ked sme o maticiach hovorili v kontexte
linearnych zobrazeni.
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12. predndska z linedrnej algebry
18. december 2007

MINULE. Minule sme si zadefinovali determinant matice, k comu sme potrebovali pojem permu-
tacie a znamienka permutacie. Permutéciu v definicii vyuzivame na zapis istého vyberu n ¢initelov
n? premennych v kazdom séitanci. kazdej permutécii priradime znamienko podla toho, kolkymi
transpoziciami sme sa k nej mohli dostaf, pri¢om tento pocet je vidy bud parny (sudy) alebo
neparny (lichy).

VETA 5.39. Nech A € M(n,n,R). Potom plati det A = det A”".

DOKAZ. Budeme upravovat rozpisany vyraz det AT, pricom transpozicia znamend: (AT);; =
(A)j; pre Vi,j =1,...,n. Takze dostdvame:

det AT = Z Sgn(o)aa(l)la‘o’(l)2 © Qo (n)yn = Z sgn(g)alafl(l)a&f*l@) ©Qpe—1(n)

ceS, oceG,

= Z Sgn(0_1>a1afl(1)a2071(2) T Qpo—1(n) = ZSgn(a_l)a1rl(1)a2rl(2) " Opo—1(n)
ce6G, -1

= Z Sgn(al)amqnaza/(z) Clpor(n) = det A
o'e6,

V prvej rovnosti sme vyuzili definiciu transpozicie; v druhej sme domyselne poprehadzovali v
(komutativnom) sucine ¢leny tak, ze napriklad na prvé miesto sme dali vzdy ¢len z prvého riadku,
pricom v kazdom séitanci sa v nejakom stipci (konkrétne v o~!(1)-vom) vzdy zobrazime na prvy
riadok; v tretej sme vyuzili fakt, ze sgn(o) = sgn(o—1); v Stvtej sme len zapisali, Ze s¢itavame cez
mnozinu vietkych o~ 1...; v piatej sme premenovali o' na ¢’ a uvedomili si faktu, Ze dans o—!
je v sume vzdy iba raz a tiez, ze 0! obieha celtt mnozinu &,,.'* [J

VETA 5.40. (linearita determinantu) Determinant matice mozme pretransformovat ako funkciu
riadkov resp. stipcov matice. Tvrdime, Ze tato funkcia je linedrna v kazdom riadku, resp. stipci.

Teda ak maticu A zapiseme symbolicky ako A = (a1, as,...,a,), kde a; su riadky, resp. stipce
matice a funkciou det(ay, ..., a,) myslime prislusny det A, tak mozme pisat Ve € R
det(as,...,a; +cal,... a,) =det(ay,...,a,,...,a,) +cdet(as,...,a;,...;an), Vi=1,...,n

DOkAz. Dokaz je veelku Tahky. Staéi uzit definiciu determinantu (dokaz spravime pre riadky,
pre stipce sa potom naviac vyuzije predchadzajice tvrdenie dvakrat):

det(as,...,a, +caf,...,a,) = Z sen(0)a16(1) - - (T iy + €Ay -+ Ano(n)
SIS

= Z sgn(o)aiy(1y - aga(i) e Ope(n) Z sgn(o)aiy(1y - agg(i) e O (n)
cES, oeB,
"

=det(ay,...,a,,...,a,) +cdet(ay,...,a;,... a,) O

PoOzZNAMKA 5.39. (dva dosledky)

%

1) Napisme predchadzajtce tvrdenie trosicka obecnejSie a teraz pre zmenu v maticovom tvare
pre stIpce:

m
all e Zy:l cVa’lji “ee aln all “ee a’lji o aln

m
det = Z ¢, det
v=1

m v
anl e Z]/:l Cl/a'nl e ann anl ... anl e ann

MSkutocne: Vo' € S,3l0’ 1 € Gp:e=0'0'"1 =0’ = (¢/71) 1
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2) Ak je stipec, resp. riadok nulovy, tak je determinant nulovy, teda

ai e 0o --- A1n
det | =0
a'n,l DRI 0 DY an'n,
VETA 5.41. Co sa stane s determinantom ak ,zpermutuje stipce, resp. riadky? Nasledujtce:

Nech 7 € &,,, A € M(n,n,R) a pouzime zapis A = (a1,...,a,), kde a; sa stipce, resp. riadky.
Potom (A’ oznacuje ,zpermutovani“ maticu)

det A" = det(ar(1), ar(2), - - - @r(n)) = sgn(7) det(ay, ag, ..., a,) = sgn(r) det A

DOKAZ. Dokaz prevedieme pre stipce (pre riadky dostaneme znova trivialne uzitim Vety 5.39).
Znova determinant na lavej strane rovnosti rozpiseme podla definicie a upravime:

det A" = Z Sgn(g)alT(a(l)) <2 Qnr(o(n)) = Sgn(T) Z Sgn(TU)alTo’(l) -+« nro(n)

cEG, €S,
= sgn(1) Z SgN(T0)A176(1) - - - Anro(n) = 580(T) Z sgn(0')a157(1) - - - Anor(n)
TO o'eG,
= sgn(7) det A

Znova je potrebné si uvedomit, ze 7o ak o prebieha celit mnozinu &,, ju ,,prosto prebieha celd tiez.
Teraz pre zmenu to poriadnejSie overme. Checeme teda ukézat, Ze pre dané ¢’ € &,, vieme najst
prave jedno o € &, tak, 7e 0/ = 70 (x). MdZme sa presvedéit, ze prvok o = 77 1o’ uréite spliia
(¥). No je jediny? Nech existuju teda dva prvky o1 a o9, ze spliiaju (*). Potom teda 70y = 709
a ked pravii i lavti stranu zlava zlozime s 771, tak dostaneme rovnost 7=1(701) = 771 (703), ale
skladanie zobrazeni je asociativne, takze nutne o1 = g5. [

PozNAMKA 5.40.

1) Pri vymene dvoch stipcov, resp. riadkov determinant zmeni znamienko (jedné sa o transpo-
ziciu; transpozicie maji znamienko —1).

2) Determinant matice s dvomi rovnakymi stipcami, resp. riadkami je nulovy. Nech i-ty a j-
ty stlpec, resp. riadok je rovnaky. Potom podla bodu 1) pri permutécii (i,5) dostaneme
det A’ = —det A, ale zroven det A = det A’ a to je mozné len vtedy, ak det A = det A’ =0

3) Pri¢itanim Tubovolej linedrnej kombinécie stipcov, resp. riadkov matice k danému sipcu, resp.
riadku, pricom v danej L.k. dany riadok resp. stipec obshaknuty nie je, tak sa determinant
nezmeni. Fakt je désledkom bodu 2) ako aj Vety 5.40 o linearite determinantu. Teda:

n
air - 01t Zu;éi Ca1y - Qln a0 G 0 Qln
det | : = det

n
an1 e QApq + Zl/;él CyQny e QAnn an1 PN Qi P Apn

4) 15 Odvodili sme teda (okrem inych) nasledujtice vlastnosti determinantov: linearita v kaz-
dom riadku, zmena znamienka pri prehodeni dvoch riadkov, ¢i z toho vyplyvajica zmena
determinantu o znamienko permutédcie pri obecnej permutécii a tiez si mozme uvedomit, ze
determinant jednotkovej matice je 1. No postupovat sme mohli aj opac¢ne. Hladat funkciu
det : M(n,n,R) — R tak, zZe je multilinedrna v riadkoch, antisymetrickd voéi vymene dvoch
riadkov a det 1 = 1. Tato funkcia koniec koncov méa prave tie vlastnosti, ktoré by sme poza-
dovali od objemu rovnobeznostenu, ,natiahnutého“ nad vektormi tvoriacimi riadky matice

15 Nepovinna“ poznamka
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typu M (n,n,R). Spominand linearita je zékladnou vlastnostou objemov (pre konkrétnost
uvazujme objem v dvoch rozmeroch - kreslite). Antisymetriu nahliadneme tak, Ze uréite ak
sa dva vektory tvoriace rovnobeznosten opakuji, jeho objem je nula, teda ak poc¢itame objem
(objem znaéime ako det(...)) rovnobeznostenu tvaru
0= det(al,...,ai_l,ai +aj,...,aj_1,aj +ai,...,an)
=det(ar,...,a;,...,a5,...,a,) +det(ar,...,aj,...,a;,...,a,)
tak dostavame
det(ar,...,ai,...,a4,...,a,) = —det(ar,...,a;,...,,...,an)
pre Vi < j. Nenehajte sa zmiast zdpornymi objemami - tie st priam Ziaduce, kedZe zrejme
0 = det(0, ag,...,a,) = det(ay,as,...,a,) + det(—aq,ag, ..., ay)

Da sa z tychto vlastnosti funkcie det dojst spitne k Definicii determinantu 5.307 Odpoved
je d& a modzme sa o to i pokusit: Majme teda maticu A a funkciu det s predchadzajicimi
vlastnostami. Mozme teda pisat

det A = Z A1py O2py - - - Onp,, det(€py, pyy. ..y €p)
P1;--5Pn
kde sme vyuzili multilinearitu a zapis e; znamena kanonicky vektor s jedni¢kou na i-tom
mieste. Definujme zobrazenie m,, . : {1,...,n} — {1,...,n} predpisom 7, ,, (i) = p;
a znamienko tohto zobrazenia sgn(m,, . ,.) tak, Ze je to £1 ak to je parna resp. neparna
permutacia a 0 v ostatnych pripadoch (teda ak to nie je zobrazenie prosté < nie je na).
Potom zrejme mozme pisat

det A = Z A17(1)A27(2) - - - Anm(n) sgn(ﬁ)
PlseesPrn
kde dolné indexy u mp, . p, (¢) pre jednoduchost nepiSeme. Ak v sume nepiSeme nulové ¢leny,
tak konecne dostaneme
det A = Z SEN(T)A17(1)A27(2) - - - Cr(n)
TeES,
¢o je presne tvar determinantu v jeho definicii.

DeFINicIA 5.31. Nech 4,5 € {1,...,n}. Definujeme algebraicky doplnok (i, ;) k matici A €
M(n,n,R) ako

a1 NN arj—1 a1j+1 PPN A1n
i Qy— A;—15— A;—14 Ay —
L (_1\it+d i—11 i—1j—1 i—1j41 i—1n
Ay = (=1)"det | " Y Y ‘
Q411 -0 Qi415—-1 0 Aip1541 oo Qiddn
[07°%} ce Apj—1 Apnj+1 [N Apn

VETA 5.42. Dolezitym néstrojom ako spoéitat (,riedke”) determinanty méze byt prave jeho
rozvyjanie podla vhodného riadka, resp. stipca (pripadne s pomocou uzitia bodu 3. v prechadza-
jlicej poznamke). Rozvyjat determinant podla i-tého riadka resp. j-tého stipca znamné vyuzit
nasledujtcu rovnost

det A =ajnli + -+ ainlin
resp.
det A = alelj + -4 anjAnj

ktora je predmetom tohto tvrdenia.

DOKAZ. Nabudtce. O
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12. predndska z linearni algebry
8. leden 2008

VETA 5.43. Bud A € M (n,n,R) regularni. Pak plati:
det A = x1;A1; + 22j A0 + ...+ Tpj Ay rozvoj podle j-tého sloupce

det A =xz;10i1 + 2000+ ...+ T;nlin rozvoj podle i-tého fadku

DUKkAz. Ditkaz sta¢i provést jen pro rozvoj fadku, protoze pokud se ndm toto povede dokazat,
budeme védét, ze véta plati i pro sloupce diky det A = det AT.
Urcité mtizeme napsat, ze plati:

/ / /
det(z;;) = clain + oo+ ... + L Tin

Kde c’j je polynom, ktery vzniké tak, Ze se napise cely determinant a ¢leny které obsahuji prvek
x;; se daji k sobé a tento prvek se vytkne (rozmyslete si, jak je mozné, ze v zadném ¢lenu nebude
zaroven napiiklad x;1 a x;2). V zévorce ndm pak zbyde polynom ¢j. V celém dikazu ndm ted
ptijde o ovéfeni faktu, ze tento polynom je roven A;;.

Dosadme do determinantu: x;; = 1, ;5 = 0 Vk # j. Dostaneme tak:

T11 Z1,5—-1 15 T1j41 T1in
det| 0 0 1 0 0 |=¢
Tnl Tn,j—1 LTnj Tnj+1 Tnn

Na to, pro¢ plati tato rovnost prijdete celkem snadno. Ze vSech séitanci, které tvotri determinant
této matice jsou totiz nenulové jen ty, které obsahuji jedni¢ku. A protoze jsou nasobené jednickou
je vysledkem pravé jen tento polynom. Oznacme si vySe uvedenou matici symbolem [J. Bude platit:

T1; T11 Tin
T2; T21 Tan
det(D):sgn(T)det .................... — sen 1 2 ... 7—-1 3 det(D’):
! 1 0 ... 0 2 3 ... 4 1
Tnj Tnl Tnn

Kde 7 je cyklickd permutace. Jednoduse si ovéfite, Ze jeji znaménko je (—1)7~1. [0’ je tentokrat
matice uz s permutovanymi sloupci. VSimnéte si, ze mezi sloupci napravo od sloupce z;; chybi
j-ty sloupec! Permutace ho dostala na prvni pozici! Podobné si zavedeme permutaci 72, kterd nam
trochu zamicha s radky:

1 0 0
| .’Elj 11 o T1n ‘ ‘ T11 e Tin
= (—1)3_1 sgn(re)det | o5 X211 ... Top | = (_1)J_1(_1)l_1 det
.................... Tpl .. ZTnn
xng Tnl Tnn

Opét je tfeba si uvédomit, Ze v posledni matici chybi j-ty sloupec a i-ty fadek.

11 e T1in
= (71)j+i det e = Aij z definice Azy O

Tnl . Tnn
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VETA 5.44. Necht A € M(n,n,R) a det A # 0. Pak existuje A~! a plati:

Ay Az oo A
detA | ....covvvv i,
Aln A277, Ann
Pozor na prohozené fadky a sloupce!
DUKAZ. Ovéime, Ze plati:
Zaiink = 5jk det A (1)

i=1
j=k: > a;jA;; = det A viz minuld véta (rozvoj podle sloupce)

J# ks > a;jAy = 0 nebot zde se jedné o rozvoj determinantu matice, kterd ma v k-tém sloupci
znovu j-ty sloupec a z vlastnosti determinantu vyplyva, Ze musi byt nulovy.

Ozna¢me maticu symbolom A, ktorda mé prvky (A);i = Aji. Pocitajme, ¢omu sa rovna maticovy
stcin AAT:
n n

(AAT)jk = Z(A)jz(AT)zk = Z(A)JZ(A)]“ = iaﬁA]ﬂ‘ = 6jk det A

i=1 i=1 i=1
Totéz se da vyjadrit jako:
T

A=1
det A

AAT = det A1 =

’ v s . . — T
Coz znamend, ze A mé inverzi rovnou: A~ = dﬁt +- O

VETA 5.45. Necht A, B € M(n,n,R) jsou matice. Pak det(AB) = det A - det B

DUKAZ. 7 definice maticového ndsobeni je leva strana rovna:
n n
Zilzl @15, 051 .. Zinzl a1i b, n
n n
doti—1Gniybiyt o D00 i b

Kde i1 .. .17, jsou rizné sc¢itaci indexy. To mtizme napsat i jako

n n
a1l a2 Q1n Zi2:1 a1izbis2 .- Zin:1 a1i, bi,n
:det< b11 + boy + -+ b1, : ) =
n n
anl an2 Ann Zig:l Aniqy bi22 e Zin:1 Ang,, binn

Nyni mtzeme pouzit vlastnost multilinearity determinantu a psat:

n n
n 14, Zi2:1 atiybia ... Zin:l ati, bi,n
= E bill det ( : :
in—1 n n
“ Aniy Ei2:1 Anisbia .. Zinzl Ani,, iy
n n n a1y e aiq,
= E biy1 E byt E bi,,n det
=1 =1 in=1 iy oo Qi

co dostaneme tak, Ze pouZijeme stejny postup na vSechny sloupce sum. Uvédomme si, Ze vSechny
s¢itance v sumé, kde se ¢o i len dva indexy (i; a ix) rovnaji, sou nulové. V opa¢ném pripade je
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zobrazeni j — %; je permutace. Mzme tedy misto determinantu psat nasledujici, kde si zavedeme
znaménko nec¢eho, co neni permutace jako nula. Tedy:

1 9 ail . e A1n
= E biy1 ... bi,nsgn (z ; .n)det : : =detB-det A O
. . 1 2 ... : :
11 3

an1 .- - Ann
VETA 5.46. Necht A € M(n,n,R). Existuje-li A~! pak det A # 0.
DUKAz. Kdyz existuje inverzni matice, tak plati:
det A-det A=t =det(AA ') =detl =1
Z toho plyne, 7e det A # 0 a navic vime, Ze det A=! = (det A)~*. O

PozZNAMKA 5.41.

a) Véty 5.44 a 5.46 spole¢né fikaji, Ze A ma inverzni matici (tj. je regularni) pravé tehdy kdyz
det A # 0. Navic Véta 5.44 ndm dava postup na vypocet A~! a Véta 5.46 nam umoziuje
jednoduse spocitat determinant inverzni matice.

b) Plati nésledujici ekvivalence
A~ lexistuje < det A # 0 < rank(A4) = n < dim(Im(A)) = n < dim(Ker(4)) =0

Doporucujeme ctenari, aby si uvedené ekvivalence, které shrnuji nase dosavadni znalosti o
determinantech, zkusil dokazat. Je mozné, zZe se objevi v nékteré ze zkouskovych pisemek.
Prvni ekvivalence je uz dokdzana (viz prvni bod této pozndmky). Zkusme tieba vyrok:
A~ lexistuje & rank(A) = n:

To, 7e existuje inverzni matice znamend, 7e AA~! = 1 takze Vy € R" : AA~'y = y neboli
kazdé y ma pii zobrazeni pomoci matice A sviij vzor A~1y, coz znamend, ze A je surjektivni
= dim(Im(A4)) = n = rank(A)

A naopak: rank(4) = n = dim(Im(A4)) = n & dim(Ker(4)) = 0 = A je surjektivni &
injektivni. Inverzni matice potom existuje, kedZe miizme skonStruovat inverzni zobrazeni
predpisem: A~y = x < y = Ax, pficemz A™! je linearni zobrazeni. Plati A='A = AA™! =
J, takze matice A™! je skuto¢né inverzni k A.

Prti dtkazech se hojné vyuziva Vét 2.16, 2.17 a 2.18.

VETA 5.47. (Cramerovo pravidlo)
A € M(n,n,R), det A # 0. Pak rovnice Az = b, Vb € R™ méa pravé jedno feseni a sice:

a% oobt a}l
2! det | .o
, a} b" an
T = : kde z* = n
R det A
xn

Determinant v ¢itateli ma nahrazeny i-ty sloupec pravou stranou rovnice.
DiUKkAz.

a) Af pro spor existuje vice FeSeni xg, x1 takovych, Zze zo # x1. Z ¢ehoz vyplyva:
Axg=b& Azx; =b = A neni injektivni = det A =10

Podle poznamky, ¢imz mame spor s predpokladem.
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b) Rovnice mé uréité feSeni (inak zas spor s pfedpokladmi). Bud tedy z( jediné feSeni rovnice
Az = b. Vynéasobme tuto rovnici zleva inverzni matici (o které vime, Ze existuje) a dostaneme:

A Y Azg = A1

o — A_lb

Inverzni matici ale umime vyjadrit pomoci algebraickych doplik:

L (A Aum . 21 Ajab;

= : : h= ——— :
det A : : det A n
JAN P A W, ijl Ajnb;
A tyto sumy uz ndpadné pfipominaji pfedpis z prvni véty této prednasky, tudiz jsou urcité
determinanty nasledujicich matic:

o = A_lb

T det A

coz jsme méli za kol dokézat. [

6. Zbytky

DEFINICE 6.32. Necht A € M (n,n,R) pak stopou matice A (znac¢ime Tr(A)) nazvu ¢islo:

TvVRzZEN{ 6.48. At A, B € M(n,n,R) Pak
Tr(AB) = Tr(BA)

DUKAZ.

n n

Tr(AB) =Y (AB);, =) Y a' ;= Y V', => (BA), =Tx(BA) O

i=1 i=1 j=1 j=1i=1 j=1

POzZNAMKA 6.42. (Dusledky tvrzeni)

i) Tr(Q1AQ) = Tr(A), protoze Tr(Q *AQ) = Tr(AQ~1Q) = Tr(Al) = Tr(A)

ii) Toto by nas mohlo pfivést na myslenku definovat stopu linedrniho zobrazeni. Méme-li f
linedrni zobrazeni vi¢i bazi B a matici A tohoto zobrazeni, Fekneme, ze Tr(f) = Tr(A).
Definice je korektni, protoze z prvniho bodu této poznamky vyplyva, Ze stopa zobrazeni je
invariatni vici zméné bazi, a proto jednoznacné.

iii) Determinant se také zachovava:

det(Q 'AQ) = det Q' det Adet Q = (det Q) ! det Adet Q = det A
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DEFINICE 6.33. (Ortogonélni projekce)
(V, b) bud vektorovy prostor koneéné dimenze se skaldrnim souc¢inem. Dale W C V, dim W = n.
Py nazvu ortogonélni projekci V na W pokud Vx € V:

Pw(x) = b(x,e:)e;, kde {e;}7; je ON béze W

i=1

Spoditat ortogonalni projekci vektoru na podprostor znamena urcit si libovolnou bézi tohoto
podprostoru, ortonormalizovat ji pomoci Gramm-Schmidtova algoritmu a pouzit vySe uvedeny
VZOorec.

VETA 6.49. (Vlastnosti projekci) (V,b) bud vektorovy prostor koneéné dimenze se skaldrnim
sou¢inem. W C V. dim W = n. Py je prislusné projekce. Pak:

1) (x— Py(x) e W, Vo e V.
2) Py nezavisi na vybére ON béaze ve W.
3) Pw(z) =z, Vz e W.
5) P2, =

6

)
) P

4) Py (x) =0, Vo € W.
)
) Projekce je linedrni zobrazeni.
)

7) Pre Vz,y € V plati: b(Pw(z),y) = b(x, Pw(y)). Ak B je ortonormaln{ béze, tak [Py |5 =
([Pw]E ) - projekce m4 symetrickou matici vii¢i ortonormalni bazi.

DUKAZ.

1) Necht {e;} ; je ON baze ve W. Necht w € W a w’ jsou jeho soufadnice vii¢i nasi bazi.
Pocitajme

bllw = P (z),w) = ble,w) = o Fw (e be e;)w' —Zsz ej)b(es, e )w'
=1 j=1
= Zb(m, e;)w' — Zb(x’ ew' =0

2) Necht {e;}7; a {f;}}—; jsou dvé ON baze ve W. Necht Py, (z) a Pva(x) jsou projekce vektoru
x spoctene pomocou prvni resp. druhé baze. Upravennn dostavame, ze

(z — Py (x)) — (x — Pfy(x)) = Pl (z) — Py ()

kde leva strana nalezi do W+ a prava do W, coz znamen4, Ze to je nulovy vektor (protoze
zrejmé WL N W = {0}).

3) Necht vektor z ma soufadnice x* viiéi bazi {e;}?_;. Pocitejme

ZZb ej,e;)ex’ —Zezx =z

=1 j=1

4) Ztejmy diisledek definice - ak x € W+ tak b(x,w), Yw € W, specielné pro vektory ON baze.

5) Stadi si uvédomit, Ze Py () € W a spomentf si na bod 3).
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6) Vyplyva z toho, ze skaldrni soucin je (v prvni zlozke uréité) linedrni. Tedy vyraz typu b(z1 +
ca,e;)e; se rovnd b(xy, e;)e; + +cb(xa, e;)e;. Mizete tedy snadno diikaz dokonéit.

7) Druha ¢ast tvrzeni je dusledkem prvni, tj. ze b(Pw(z),y) = b(zr, Pw(y)). Dokdzme tedy
nejspis tenhle disledek: Ozna¢me matici [P]g jako P a souradnice vektort x a y vuci bazi
B jako z° a y’. Potom vzhledem k ortonormalité baze B plati

b(x, Pw (y Zx

ale také

e P 9) = W) ) = PPy’ = (P,

4,3

Co to znamena? Jelikoz vztah, ku kterému jsme dosli, a sice
S R
>Ry =3 @' (P
2% 2]

plati pro vSechna vektory z,y, tedy pro vSechna ¢isla m LY E R, tedy specieliie i pro z° =
y) = 0 pro viechny i,j kromé i = k a j = [, piicemz zF = y' = 1. Touto specielni Volbou
dostavame rovnost (P)kl = (PT)k. Kdybychom porac¢ovali, dostaneme celkem P = PT.

Nyni staci ovéfit rovnost b(Pw (z),y) = b(x, Pw (y)). Pocitejme:

n n n

b(Pw (x),y) = b(z b(z,e)e;,y) = Z bz, €)b(y, e;) = b(, Z by, e;)ei) = bz, Pw (y)) O

i=1 i=1 i=1
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