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1 Uvod.

V obdobi 1991 - 1995 publikoval R. Penrose a jeho spolupracovnici sérii krat-
kych sdéleni zabyvajicich se otdzkou globélni definice twistorii na (obecné kiivych)
prostorocasech pomoci poli se spinem 3/2. Metoda, kterou k tomu pouzivali, byla
obdobou popisu naboji v teorii elektromagnetického pole, nazyvaji ji ”kalibra¢ni
volnost druhého druhu”.

Tato kratka sdéleni byla otisténa v neformalnim casopise Twistor Newsletter,
ktery slouzi k orientaci v déni v twistorové skupiné. Clanky jsou proto psany velmi
hutné a dsporné, s cilem podat jen minimalni stru¢nou informaci. Casto byvaji o
diskutovanych otazkach publikovany plnohodnotné ¢lanky v jinych ¢asopisech. Dis-
kuze o kalibra¢ni volnosti druhého druhu a jejim vyuziti v twistorové teorii neméla
pokracovani v rozsahlejsich textech, a zistala tedy bez podrobnéjsiho komentare
snad proto, Ze se odpovéd na poloZenou otazku nepodafilo zatim v plné obecnosti
nalézt. Zminéna kratka sdéleni obsahuji obvykle jen velmi stru¢ny nastin fakti bez
dalsiho odtivodnéni.

Na druhé strané, v diferencidlni geometrii se v posledni dobé vénovalo mnoho
usili jisté radé posloupnosti konformné invariantnich operatort na varietach s danou
konformni strukturou (t.j. na varietach, kde je zaddna pouze konformni t¥ida met-
logie takovychto komplexii byly nejprve popsany v teorii nekonec¢nédimenzionalnich
reprezentaci a podle jejich objeviteli se dnes tradi¢né jmenuji Bernstein-Gelfand-
Gelfandovy rezoluce (BGG-rezoluce, popt. BGG-komplexy). Tento velmi zajimavy
a dilezity vysledek je neocekavané ve velmi tizkém vztahu k otazkam, které studoval
R. Penrose a jeho kolegové.

Cilem prace bylo pochopit, doplnit a srozumitelné vylozit konstrukci naznace-
nou v uvedenych ¢lancich a zaroven odtvodnit platnost v nich obsazenych tvrzeni
(¢lanky neobsahuji ani naznaky dikazi pouZivanych tvrzeni). Podstatnou souc¢asti
nastroji uzivanych v dikazu byla vyse uvedend BGG-rezoluce pro zakladni spinoro-

vou reprezentaci a jeji realizace uvnitt de Rhamovy posloupnosti spinorhodnotovych
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differencialnich forem na prostorocasech (tj. v dimenzi 4). V praci se podafilo pfesné
formulovat exaktni posloupnost na plochém prostoroc¢ase (véetné opravy nékterych
nepfesnych tvrzeni v ¢lanku) a podat aplné odiivodnéni toho, Ze je rezolventou.

Na konformné plochych prostorocasech je exaktnost BGG-rezoluce zakladni in-
formaci, kterd by poskytovala moznost interpretovat twistory jako kalibra¢ni volnost
druhého druhu. Aby bylo mozné formulaci rozsitit na obecnéjsi tfidu ¢asoprostori,
nabizi se prostory v rezoluci zmenSovat pomoci dalsich pozadavki (typicky pomoci
lorentzovsky invariantnich diferencidlnich operatori prvniho ¥adu). Tento zpisob,
navrzeny ve vysSe zminéné sérii ¢lanki, je pouzivan i v predlozené préci, v niz se
navic podarilo zménit formulaci pouzivaného komplexu tak, aby byl exaktni rezo-
luci nejen v plochém pripadé, ale také na vSech konformné plochych prostorocasech
s nulovou skalarni kfivosti.

Prace je rozdélena do osmi kapitol, pricemz prvni z nich tvoii tvod. V druhé
kapitole jsou uvedeny nezbytné definice a véty tykajici se Cliffordovych algeber. V
t¥eti kapitole je definovana Spin- a Pin-grupa. Ctvrta kapitola se vénuje kone¢né-
rozmérnym reprezentacim Spin-grupy, jejichz prvky tvori zaklad pro tzv. spinorovou
algebru. Pata kapitola pojednava o metodé abstraktnich indexii zavedé R. Penrosem
a W. Rindlerem v [6], s jejichz pomoci lze efektivné zachazet se spinorovou alge-
brou. Sest4 kapitola obsahuje aplikaci metody abstraktnich indexd na rovnici pro
nehmotnd pole o spinu s = 1. Jsou predstaveny pohybové rovnice pro nehmotnéa pole
s obecnym spinem. V sedmé kapitole jsou shrnuty zékladni geometrické pojmy po-
stihujici pojem cCasoprostoru a pseudoriemannovy variety se Spin-strukturou. Osmé
kapitola je vénovana popisu exaktni rezoluce twistorového prostoru na konformné
plochych prostoracasech s nulovou skalarni kiivosti, tj. definici posloupnosti urc¢itych
spinorhodnotovych vnéjsich diferencidlnich forem definovanych na ¢asoprostorech a

dikazu jeji exaktnosti.



2 Cliffordovy algebry.

Uvod. Proces hledani novych &iselnych oborti, zobeciiujicich realna a komplexni
¢isla vedl k objevu kvaternioni, oktonionii, Cayleyovych ¢isel, Grassmannovy alge-
bry a riznych druhi (bi)spinort (Majoranovych, Diracovych & Weylovych). Pfi-
rozené sjednoceni nékterych téchto snah tvoii Cliffordovy algebry, které umoznuji
jednotny pohled na tuto problematiku. O vyvoji jednotlivych vySe zminénych ¢isel-
nych obort (téles, algeber, G-moduli) viz Lounesto [7].

V této kapitole budeme definovat Cliffordovy algebry, dokazeme jejich unicitu a
existenci a na jejim konci uvedeme nékolik izomorfizmii Cliffordovy algebry s jinymi

algebrami.

Definice 1: (Cliffordova algebra)

Necht V' je komplexni (redlny) vektorovy prostor dimenze n € N a () symetricka
bilinedrni forma na V. Par (A4,1), kde A je komplexni (redlnd) asociativni algebra s
jednotkou 1 ai:V — A je homomorfizmus vektorovych prostorti, nazveme Cliffor-

dovou algebrou kvadratické formy (V, @), pokud
1. i(v).i(v) = Q(v,v) a zdroven

2. Pro kazdou asociativni algebru B s jednotkou 1 a homomorfizmus j : V' —
B, pro n&jz j(v).j(v) = Q(v,v), existuje pravé jeden homomorfizmus algeber
p : A — B respektujici j = pi (slucitelnost). Cliffordovu algebru oznacime

(CLff(@),7)-

Poznadmka:

1. Kazdy homomorfizmus vektorovych prostori ¢ : V' — A splhujici podminku

ad 1 v definici 1 nazveme kvadraticky homomorfizmus.
2. Vlastnost algebry popsanou ad 2 v definici 1 nazveme univerzdlni vlastnosti.

3. Cliffordova algebra je tedy inicidlni univerzalni objekt vSech kvadratickych

algeber.



Umluva: JelikoZ budeme vesmés vzdy uvazovat vektorové prostory nad télesem
komplexnich resp. redlnych ¢isel, jejichz charakteristika x # 2, coZ ndm umoznuje
uzivat polariza¢ni formuli, nebudeme rozlisovat mezi symetrickou bilinedrni a ji aso-
ciovanou kvadratickou formou, nebot v tomto pripadé jsou vzajemné jednoznac¢né

preveditelné.

Lemma (Unicita Cliffordovy algebry):

Cliffordova algebra je urena jednozna¢né, a7z na izomorfizmus, tj. jsou-li
(ClLff'(Q), 7)), (Clif f(Q), ) dvé Cliffordovy algebry téze kvadratické formy (V, Q),
potom existuje izomorfizmus algeber p : Clif f(Q) — Clif f'(Q) splinjici pj = j'.

Dukaz: Z definice Cliffordovy algebry aplikované pro (Clif f(Q), j) plyne, Ze exis-
tuje homomorfizmus algeber p : Clif f(Q) — Cliff'(Q), Ze plati: pj = j'.
Aplikujeme-li tutéz definice pro Clif f'(Q), dostaneme existenci p' : Clif f'(Q) —
Clif f(Q), ze p'j' = j. Z vySe uvedenych relaci (slucitelnosti) plyne:

j=p'3" = p'pj resp.

j'=pj=ppry

tj. celkem: pp'j’ = j' resp. p'pj = j. Ziejmé pp' resp. p'p je endomorfizmus al-
gebry Clif f'(Q) resp. Clif f(Q) sphujici slucitelnost. Dik univerzalité Clif f(Q)
resp. Clif f'(Q) existuje jediny homomorfizmus Clif f(Q) resp. Clif f'(Q) do sebe
spliwjici sluéitelnost. Protoze identita na Clif f(Q) resp. na Clif f'(Q) je (slucitel-
nost spliujici) homomorfizmus algeber, dostaneme dik unicité pp’ = id|ciif s () resp.
p'p = idjciifs(q), odkud plyne, Ze p je izomorfizmus (zrovna tak jako jeho inverze

0, c.b.d.

Lemma (Existence Cliffordovy algebry):
Pro kazdou kvadratickou formu (V, Q) existuje jeji Cliffordova algebra (Clif f(Q), 7)-

Diikaz: Existence Cliffordovy algebry se dokaze nasledujici konstrukci: Necht
I(Q) =< v®v — Q(v,v)|[v € V > je oboustranny idedl v tenzorové algebie
TV)=CeVe(VeaV)es(VeV®V)+.. vektorového prostoru V. Definujme
Clif f(Q):=T(V)/I(Q). Necht 7 : T(V) — Clif f(Q) je projekce na faktorprostor.
Definujme j :=ni: V — Clif f(Q), kde i : V' — T(V) je kanonické vnoreni vektoro-

vého prostoru do jeho tenzorové algebry. Vysledek této konstrukce, tj. (Clif f(Q), 7),
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je Cliffordovou algebrou kvadratické formy (V, @), nebot:

1. j(v).j(v) = mi(v).7i(v) = i(v) ® i(v) mod I[(Q) = v ® v mod I(Q) = Q(v,v).
Zbyva ukazat univerzalitu:

2. Necht A je asociativni algebras 1 al:V — A je kvadraticky homomorfizmus,
tj. l(v).l(v) = Q(v,v). Madme dokazat unicitu homomorfizmu p : Clif f(Q) — A,
sluéitelného s pj = 1. Bud p' : Clif f(Q) — A, p'j = [ dalsi homomorfizmus algeber.
Odtud plyne: | = p'j = pj, tj. p a p' se kryji na j(V). Jelikoz j(V) =V a prvky V
generuji Clif f(Q), je p = p' na celé Clif f(Q).

Lemma:

Pro kazdou Cliffordovu algebru (Clif f(Q),j) kvadratické formy (V,Q) je homo-
morfizmus j monomorfizmus. (Budeme jej nazyvat vnoreni vektorového prostoru do

Cliffordovy algebry.)

Diikaz: Nejdiive dokdzeme injektivitu pro j explicitné definované vyse uvedenou
konstrukei Cliffordovy algebry pomoci tenzorové algebry T'(V). JelikoZ j je ho-
momorfizmus vektorovych prostort, staci ukéazat, ze j(v) = ORightarrowv = 0.
Plati 0 = j(v) = mi(v), pravé kdyz i(v) € I(Q), a proto existuji r,s € T(V), ze
i(v)=r® (vev—Q(v,v)) ®s. Diky tomu, 7e i(v) ma homogenitu 1, dostaneme,
r=0Vs=0Vv®uv =0, odkud i(v) = 0, coz dik injektivité 7 : V — T(V)
implikuje v = 0. Pro obecnou Cliffordovu (Clif f'(Q), j') algebru kvadratické formy
(V,Q), dik lemmatu o unicité Cliffordovy algebry vime o existenci izomorfizmu
p:Clif f(Q) — Clif f'(Q) s kanonickou Cliffordovou algebrou Clif f(Q), popsanou
konstrukei v ditkazu pfedchoziho lemmatu. Pokud by j' : V. — Clif f'(Q) nebyl
monomorfizmus, existuje 0 # w € V, Ze j'(w) = 0. Dik slucitelnosti izomorfizmu p
dostaneme 0 = j'(w) = pj(w). Jelikoz j a p jsou monomorfizmy a w # 0, dostaneme

SpOr.

Poznédmka: Necht (Clif f(Q),7) je Cliffordova algebra kvadratické formy (V, @)
a dim¢V = n, pak dimc Clif f(Q) = 2". Navic Clif f(Q) je generovana mul-
tiplikativné mnozinou j(V') spolu s relaci Q(v,v) = v.v. Spc. pokud {e;}i=1,. . je

(Q—)ortonormalni baze V', potom: e;.e; +e;j.e; =0, pro i # j a e;.e; = Q(e;, €;).
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Poznadmka:

1. Pro (V,Q), kde V je komplexni vektorovy prostor koneéné dimenze a Q) = 0,
dostaneme, ze Clif f(Q) ~ A"V jako vektorové prostory.

2. Pro V := R?, realny vektorovy prostor dimenze 2, a Q(z,y) = —z* — y?
je Cliff(Q) ~ H, kde H je algebra kvaternioni. Ovéfme tento fakt: Bazi
R—modulu H je {1,4, 4, k}. Definujme pfifazeni 1 — 1,7 — e1,j — €9,k —
e1.eo. Ovéfme, Ze pfifazeni je homomorfizmus algeber: i? = —1 +— —1 = e;.ey,
podobné pro zbylé prvky. 15 = k — ej.eq, jk = 1 — e = eg.e;.eg =
—eg.69.67 = e1, nebot e;.e; = —1 a.t.d. VySe popsany homomorfizmus je
izomorfizmus, nebot dimenze této algebry je 22 = 4, t.j. rovna dimenzi kvater-
niontl jako R-modulu, a z definice izomorfizmu na bazi plyne, Ze je monomor-

fizmem, coz pro piipad vektorovych prostori implikuje, Ze je izomorfizmem.

3. Pro jednodimenzionalni redlny vektorovy prostor V. = R a Q = —z? je

Clif f(Q) ~ C.



3 Pin- a Spin-grupa.

Uvod. Vlastni Lorentzova grupa, SO(1,3),, hraje fundamentalni roli v teori-
ich, v nichZ se ¢asoprostor modeluje (lokdlné) jako Minkowského prostor. Po Stern-
Gerlachové experimentu (objeveni spinu elektronu) zac¢aly nabyvat na vyznamu tzv.
dvojznacné reprezentace Lorentzovy grupy. Nechceme-li se smifit s dvojznacnosti
néjakého zobrazeni, jsme nuceni zvolit defini¢ni obor tohoto zobrazeni jako dvojna-
sobné nakryti pivodniho definiéniho oboru; Spin(1,3), je dvojnasobnym (a vzhle-
dem k jednoduché souvislosti Spin(1,3), univerzalnim) nakrytim vlastni Loren-
tzovy grupy. Dvojznac¢né reprezentace vlastni Lorentzovy grupy lze interpretovat
jako ”obycejné” reprezentace Spin(1,3),.

V této kapitole budeme definovat jednu involuci a jednu antiinvoluci na Clif-
fordové algebie a pomoci prvni z nich Z,-gradaci Cliffordovy algebry, Pin-grupu
a Spin-grupu. V Cliffordové algebre zkonstruujeme dvoulisté nakryti neutralni ele-
ment obsahujici souvislé komponenty SO(k, (), specidlni ortogonalni grupy SO(k, ).
Na zavér kapitoly uvedeme nékolik izomorfizmiu Spin-grupy s nékterymi maticovymi

grupami.

Definice 2: (Involuce 7 - reverze)

Necht (Clif fop(Q), Jop) je opacnd algebra (s nasobenim znafenym %) k algebfe
(Clif f(Q), ) kvadratické formy (V, Q), tj. Clif f,,(Q) = Clif f(Q) jako vektorové
prostory a nasobeni v Clif f,,(Q) je definovano predpisem z x y := y.z. Zobra-
zeni jo, 1 V. — Clif f,,(Q) definujeme predpisem: j,, := j. Z konstrukce plyne, Ze
(Clif fop(Q), jop) je opét Cliffordovou algebrou kvadratické formy (V, Q). Dik univer-
zalité existuje jediny homomorfizmus algeber 7' : Clif f(Q) — Clif f,,(Q), spliujici
J() = Jop(v) = v'j(v). Definujme v : Clif f(Q) — Clif f(Q) nasledovné: vy := +".

Homomorfizmus v se nazyva involuce v nebo reverze.

Poznamka (Vlastnosti involuce 7):

1. Zobrazeni 7 je antiendomorfizmem algebry Clif f(Q), nebot vy(z.y) =
V(@) =7"(@) ¥ (y) =7 ) (=) = v(y)~(z).
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2. 7 je (anti-)involuce, nebot Vv € V plati v2(5(v)) = v(v(v)) = v(5(v)) = j5(v),

a proto obecnd 72 = id na celé Cliffordové algebfe.

3. Spoctéme, jak se v vyhodnocuje na homogennich komponentach Clif f(V, Q).
V(&) = v(i(e:) = j(es) = ei; v(eie5) = v(ej)v(e) = ejei = —eiey;
v(ei-ej.ex) = vy(ex)v(e;).v(e;) = epeje; = —ejep.e; = —ej.ej.ep. Odtud
plyne, Ze pro kazdy homogenni element v € Clif f(V, Q) homogenity stupné
k, deg(v) = k, plati:

wo={ 1, o,
Definice 3: (Involuce § - inverze)
Pro (Clif f(Q),7) je zfejmé i (Clif f(Q),—j) Cliffordovou algebrou, a proto (dik
univerzalité) existuje jediny homomorfizmus [ algeber, 5 : (Cliff(Q),j) —

(Clif f(@),—7)- Tento homomorfizmus se nazyvy involuce § nebo inverze.

Poznadmka (Vlastnosti involuce 3):

1. Homomorfizmus £ je involuci na Clif f(Q), coZ se ovéfi analogicky pfedcho-
zimu pripadu. Odtud plyne, Ze (8 je izomorfizmus s pravé dvéma vlastnimi

hodnotami +1, —1.

2. Oznac¢me Cliffo(Q) = {z € Cliff(Q)|8(z) = z}, Cliff1(Q) = {z €
Clif f(Q)|8(x) = —x}. Plati, ze Clif f(Q) = Clif f1(Q) ® Clif fo(Q). Tento
rozklad zadava Zs-gradaci na Clif f(Q), tj. z.y € Clif fat+8moda2(Q), kde

© € Clif fa(Q) a y € Clif f5(Q), o, 8 € {0,1}.

3. Dik tomu, ze Clif f(Q) je Zo-gradovand a Clif fo(Q) je jeji suda ¢ast, je
Clif fo(Q) dokonce podalgebrou Clif f(Q).

4. Spoc¢téme, jak se B vyhodnocuje na homogennich komponentich Clif f(Q).
Ble) = B(j(e) = —jle;) = —ei; Blei-e;) = Blei).B(e;) = e;.e;. Odtud plyne,
7e pro kazdy homogenni element v € Clif f(Q) stupné homogenity k, deg(v) =

k, plati:

_J v, deg(v) =0 mod2
Blv) = { —v, deg(v) =1 mod2
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Definice 4: (Pin- a Spin-grupa)

Ozna¢me Ry ; Cliffordovu algebru pro n-rozmérny vektorovy prostor R*, kde n =
k +1, a kvadratickou formu Q = 2} + ...+ 2} — 2}, — ... — z;,,. Grupu generovanou
multipliktivné elementy variet Sp, ' := {z = (z1,...,z,) € R"| — Q(z) = 1} C Ry,
a H,’;Jl = {z = (21,...,2,) € R*| — Q(z) = —1} C Ry, nazveme Pin-grupou a
ozna¢ime ji Pin(k,l). Spin-grupu definujme pfedpisem: Spin(k,l) := Pin(k,l) N
(Re,1 )o-

Poznadmka: Ovéime v definici implicite uvedeny fakt, Zze timto zptsobem obdr-
zime grupy. Uzavienost na nasobeni plyne pro Pin(k,l) z jeji definice. Asociativ-
nost plyne z asociativnosti Cliffordovy algebry Ry ;. Inverzni prvek k a = a;...a, €
Pin(k,1), kde a; € Sg, U Hp\i = 1,...,7, je a;l.art, kde a;t = Qa;)la; je
inverzni prvek k a;, i = 1,...,7, nebot a;'a; = Q(a;) a0, = Q(a;)*Q(a;) = 1,
i =1,..,r. Navic a;' € HY, U S, protoZe a;'a;t = Qa]") = Q(Q(a;) tay) =
Q(a:)°Q(as) = Q(a;)™" = £1, i = 1,...,r, odkud a; ' € Sp;' U Hy;'. Neutrélni
prvek 1 je generovan napf. takto: 1 = aj.a7'. Ad Spin-grupa: uzavienost grupo-
vého néasobeni plyne z toho, ze (Ry,;)o je algebra a Pin-grupa je grupa. Asociativ-
nost a existence neutralniho prvku se dokaze stejné jako v predeslém pripadé. Pro
a € Spin(k,l) = Pin(k,1) N (Rg,)o je i a=' € Spin(k,1), nebot a=' € Pin(k,!)
a B(a™) = Ba;t...a;t) = B(a;1)..08(a; ") = (=) a;t = (=1)"a"!. Jelikoz
a € (Rky)o, je B(a) = a, a proto r je sudé. Odtud plyne, ze S(a ') = a !, diky

cemuz o' € (Rgy)o.

Umluva: Cliffordovu algebru kvadratické formy (V := C*,Q := —(2")? —
(2™)?) oznaéme C, . Pro tento piipad lze definovat Pin- resp. Spin-grupu shodné jako
v pfedchozi definici. Ozna¢me ji Pin(n,C) resp. Spin(n,C). Navic misto Pin(0,n)
resp. Spin(0,n) pisme kratce Pin(n) resp. Spin(n).

Definice 5: (Nakryti (specidlni) ortogondlni grupy)

Pro kazdé z € Pin(k,l) C Ry, definujme \(z) : R¥ — Ry, predpisem \(z)y :=
r.y.y(z),y € RF. Definujme zobrazeni \ piedpisem )\ : Pin(k,l) > z — \(z) :

RED — Ry.;. A nazveme nakryti (specidlni) ortogondini grupy.
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Lemma (Vlastnosti zobrazeni \):

Pro zobrazeni \ plati:
1. Mz) : R — R¥! pro kazdé z € R®', A(z) je endomorfizmus R*!.

2. A je homomorfizmus pfislusnych multiplikativnich struktur na Pin(k,l) a

End(RH).

Dukaz:

1. Nejdfive dokazme druhé tvrzeni. Pro kazdé z;,zo € Pin(k,l) a y € R"
plati Mz1.22)y = z1.22yy(x1.22) = x1.22y7(22).v(z1) = Mxy)(A(z2)y) =
(AMa1)A(22)) (v)-

2. Necht z € Sp,;' UH, ", y € R*. Zvolime-li bdzi {e;}i—1,.n prostoru R
tak, aby © = e;. Nech y = > yie;, kde y; € R, i = 1,..,n. A(z)y =
ryy(z) = er.(X i, viei).er = yier.erer + ey o, yieier = Qer)yier +
er.(O o viei).er = Qler)yier — Qler) > i, yiei, odkud dostidvame, Ze obraz
je v R". (Z vysledku plyne, Ze v eukleidovském piipadé (k = 0,1 =n) je A(z)
zrcadlenim podle roviny kolmé k x = e;.) Pro obecny element a = qa;...a, €
Pin(k,l), kde a; € SpyUH,, 1 =1,..,r, na zakladé prvniho bodu tohoto di-

kazu plati A(a)y = A(ay...a;)y = (A(a1)---A(ar))y = A(ar) (A(a2)(...(AM(a,)y)...)),
odkud \(a)y € R¥!.

Lemma (Spin(k,l), nakryva SO(k,[);):
Homomorfizmus A : Spin(k,l); — SO(k,1), je dvoulisté nakryti Lieovych grup. V
pripadé k +1>4ak=1nebo k+1>3 ak =0 je toto nakryti univerzalni.

Dukaz: Viz Baum [8].

Na zavé této kapitoly uvedme nékolik izomorfizmi, viz Friedrich [9].

Pozndmka: Plati nasledujici izomorfizmy grup:
1. Spin(3,C) ~ SU(2)
2. Spin(4,C) ~ SU(2) x SU(2)
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. Spin(5,C) ~ Sp(2)

. Spin(6,C) ~ SU(4) (Prvky fundamentalnich reprezentaci této grupy se nazy-

vaji twistory.)

. Spin(1,3) ~ SL(2,C). Tento izomorfizmus, jelikoZ se vztahuje problému, ktery

chceme v této praci fesit, dokdzeme v nésledujici kapitole.
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4 Spinory.

Uvod. Ponékud vagné miiZeme ¥ici, Ze spinory jsou objekty, jejichZ vztah ke
grupé SL(2,C) je stejny jako vztah tenzort na Minkowského ¢asoprostoru k vlastni
Lorentzové grupé SO(1,3),.

V prvnim paragrafu této kapitoly budeme definovat spinory jako prvky funda-
mentalnich reprezentaci Spin(4,C).! V druhém paragrafu se zam&iime specidlné na
Minkowského ¢asoprostor, tj. dimenzi ¢tyfi s jednou ¢asovou soutfadnici. Spinory bu-
deme definovat specialni konstrukci, vychazejici z izomorfnosti vlastni Lorentzovy

grupy SO(1,3), s grupou SL(2,C).

§1. SPINORY A REPREZENTACE Spin-GRUPY.

1.1 STRUKTURNI A REPREZENTACNI TEORIE ALGEBRY so(n, C).

Jelikoz pro 1 +1 > 4 je A : Spin(1,1)y — SO(1,1); dvojnisobnym nakrytim
Lieovych grup, tak existuje okoli identity id € U C Spin(1,l)4, Ze Ay je difeo-
morfizmem Lieovych grup. Odtud z definice Lieovy algebry Lieovy grupy plyne, zZe
spin(1,1) ~ so(1,1) je izomorfizmus Lieovych algeber, kde spin(1,1) resp. so(1,1)
je Lieova algebra grupy Spin(1,1)y resp. SO(1,1),. Dik tomu, ze Spin(1,1), je
jednoduse souvislou, staci se pri hledani konec¢nédimenzionalnich ireducibilnich re-
prezentaci Spin(1,l), omezit na reprezentace jeji algebry spin(1,l) (reprezentace
grupy pak dostaneme piislusnym exponenciovanim). Dik pfedchozimu izomorfizmu
spin(1,1) ~ so(1,1) pak dostavame, Ze se sta¢i omezit na reprezentace so(1,[). Pro-
toze reprezentace so(1,l) vzajemné jednozna¢né odpovidaji reprezentacim algebry
so(n,C), kde 1 4+ 1 =: n, sta¢i se omezit na reprezentace so(n,C). Jelikoz algebru

so(n, C) budeme realizovat jinak, nez je obvyklé, uvedme konstrukci explicitné.

Zabyvejme se jen pripadem n =: 2k je sudé.

IDefinici lze rozsitit v nékolika smérech a pfipustit, aby spinor byl libovolny element repre-
zentace Spin(n,C), p¥ipadné uvazovat Spin-grupu pro libovolnou redlnou indiferentni (stéle v8ak
nedegenerovanou) kvadratickou formu (R¥!, Q = (') + ... + (2)2 — (2*+1)2 — .. — (2k+1)2),
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so(n,C) ={X € M(n,n;C)|XTM + MX = 0}, kde

0 I,
M= ( L ) .
Matice X € so(2k,C) jsou blokového tvaru:
A B
x=(& ),
kde B a C jsou antisymetrické a AT = —D. 2

Ozna¢me F; ; matici, kterd méa 1 v pozici (4, j) a na jinych pozicich nuly.

Cartanova podalgebra h,, C so(n, C) algebry so(n, C) je izomorfni R¥, konkrétné:

hn =A{Ei; — Enyin+ill <i <k}

Korenovy systém:

R={+L;+ L;|1 <i#j <k},

pricemz uvazujeme libovolnou kombinaci znamének =+.
Fundamentélni systém kofenového systému: & = {L; — Lo, Ly — L3, ..., Ly 1 —
Ly, Ly + Li}.
Korenova miiz Agr = Z®.
Fundamentalni vahy:
wi =L+ ...+ L;;i < k—2;
wp-1 = 5(L1 + . + Lg_1 + Ly);
wg = 2(L1 + ... + Lyt — Ly)
Vahovd miiz Ay = Z{wy, ..., wk }.
Oteviend Weylova komora C' = {Zf:o a;Lilay > ay > ... > ag_y > |ag|}. Uzavienou
Weylovu komoru zna¢me C.
Nyni zavedme parametrizaci priniku Weylovy komory s vdhovou miizi C N Ayy.

Za mnozinu generatori vezméme linedrné nezavislou mnozinu { L, ..., L }. Soufad-

2Tento tvar vyplyva z toho, Ze jsme misto klasické jednotkové matice, reprezentujici eukleidov-

skou metriku, vzali matici
0 I,
w=(n )
kterd je samoziejmé ekvivalentni (nad C) matici jednotkové, nebot je symetrickd a nedegenerovana.
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nice vektoru mqLq + ... + my Ly zna¢me m = (my, ..., my). Takto miizeme identifiko-
vat priinik C' N Ay resp. C N Ay s mnozinou D definovanou ptedpisem D := {1 =
(M, .,mg)|my > o > mg_1 > |mgl,m; € ZUZ/2,i =1,...,k} resp. s mnozinou
D = {m = (mq,...mg)mq > ... >my_1 > |my|,m; € ZUZJ2,i=1,..,k}.(Prvky
mnoZin D resp. D vyjadiuji soutadnice prvku C N Ay resp. C N Ay.) Prvek m € D
resp. m € D nazyvejme dominaniniresp. strikiné dominantni vahou, ackoliv je tento
nazev vyhrazen pro prvky C N Ay resp. C N Aw.

Citujme fundamentalni vétu teorie reprezentaci o kone¢nédimenzionalnich repre-

zentacich komplexnich jednoduchych Lieovych algeber.

Véta 1: (Unicita a existence)

Necht ¢ je jednoduchi komplexni Lieova algebra kone¢né dimenze, C uzavieni
Weylova komora g, odpovidajici néjaké volbé Cartanovy podalgebry a ¢asteéného
usporadani na mnoziné kotfenil, Ay, vdhovd miiz a Ag kofenovd miiz g. Pro kazdé
a € C N Ay existuje (aZ na ekvivalenci) jedind (koneéné dimenzionalni komplexni
ireducibilni) reprezentace I, algebry g s nejvyssi vahou a. Toto zobrazeni, pfitazujici
kazdé vySe uvedené o piislusnou reprezentaci, je bijekce mezi C' N Ay (mnozinou
striktné dominantnich vah) a mnozinou vSech t¥id vzijemé ekvivalentnich iredu-
cibilnich kone¢nédimenzionalnich reprezentaci. Vahy reprezentace I', jsou takové
elementy A, které jsou kongruentni s @ modulo Ag a lezici v konvexnim obalu

bodi konjugovanych k o pomoci Weylovy grupy.
Dukaz: Viz Fulton, Harris [10].

Umluva: Reprezentaci odpovidajici (jednozna¢né) vaze u € Ay NC znaéme T,
Specifikujme parametrizaci D pruniku C N Ay pro pf¥ipad so(4,C).

Pfedné, fundamentalni systém kotfenového systému je ® = {L; — Lo, L1 + Lo}.

Kofenovd mriz Agp = Z®.

Uzavienou Weylovu komoru C' = {(a1, ag)|a; > |ag|} si lze predstavit jako I. kvad-

rant pooto¢eny o (—m/4) (tj. ve sméru pohybu hodinovych rucicek).

Fundamentalni vahy jsou: w; = (L1 — Ls), wa = 3(L1 + Lo).

Vahova miiz Ay = Z{w;, we}.

Priinik C' N Ay je semigrupou volné Zg-generovanou vektory w;,w,. Parametri-
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zace D mnoziny striktné dominantnich vah C' N Ay je ddna predpisem D = {m =

(my,me)|my > |mg|,m; e ZUZ/2,i=1,2}.
1.2 ROZKLADY TENZOROVYCH SOUCINU I';; ® I's.

JelikoZz se budeme zabyvat tenzorovymi souciny Spin(1,3) -reprezentaci, uvedme
algoritmus, ktery popisuje rozklad tenzorovych soucini I'z; ® I'; (tenzorovy soudin
so(2k, C)-reprezentaci) na ireducibilni komponenty. Algoritmus pfevzat od Bures,
Soucek [11].
Algoritmus pro rozklad reprezentace I'; ® ['; algebry so(2k, C).
Oznatme § := (k—1,k—2,..,0).

1. Pro rozklad I';z; ® I'; napis vSechny vahy k reprezentace [';; véetné nasobnosti.
2. Spolti 7 := 6 + 7 a pricti ji k vaze k.

(a) Pokud je vysledek v D, odedti 6 a jdi k 3.

(b) Pokud je vysledek v D — D, vyiad jej a jdi k 4.

(c) Pokud vysledek neni v D, aplikuj o € W (Weylova grupa Lieovy algebry
s0(2k, C)), abys obdrzel element D. Pokud je na hrané (¢ D — D), vyfad
jej ajdi k 4.

3. Vysledna vaha k+7 je nejvyssi vahou reprezentace vystupujici v rozkladu

[ ® . (Pokud byl uzit bod 2 (¢), mohou se nékteré vahy vzajemné vyrusit.)

4. Pokud nebyly vycerpany vSechny vahy I';, jdi k 2 a misto ”vaha” uvazuj ” dalsi

vaha”; jinak skonci.

Aplikujme tento algoritmus pro so(4,C). V tomto p¥ipadé je 5= (1,0).
Umluva: Nechf V je standardni reprezentace so(4,C), tj. V je jako vekto-
rovy prostor izomorfni C* a akce so(4,C) je tautologickd. Jeji nejvyssi véha je
(1,0) = 5. Viechny véhy reprezentace V jsou: (1,0),(0,1),(-1,0),(0,—1). Tato
reprezentace je ireducibilni, a proto V' =~ I';y. Vahy prostoru /\2V jsou soucty
po dvou riznych vah reprezentace V, tj. (1,1),(1,-1),(-1,1),(-1,-1),(0,0), po-

sledni s multiplicitou dva. Nejvyssi vahou je (1,1). /\2 V' neni ireducibilni, jak tomu
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bylo v ptipadé V, ale rozpada se podle /\2 V ~Ty; &I 1 (Odtud mj. plyne, Ze

so(4,C) ~ sl(2,C) x sl(2,C), coz se projevi i v nasledujicim paragrafu.) VSechny

vahy reprezentace I'y; jsou (1,1),(0,0), (—1,—1). VSechny vahy reprezentace I'y _;

jsou (1,-1),(0,0),(—=1,1). Oznaéme ST := Fiias

=11
27

1, tzv. (+)-spinorovou

a (—)-spinorovou reprezentaci. (ST a S~ jsou zaroven fundamentalni reprezentace.)

1. Spoétéme rozklady V @ St a AV ® ST.

(a) Nejdfive spoctéme
{(1,0),(0,1), (=1,0), (0, -
(3:3):

i. Za¢némé vahou k = (1,0), 7

vystupuje v rozkladu.

rozklad V ® S*t. m
1)}5 n = (%:%)a T = 54—7}' = (150) + (%a%) =

ii. k=(0,1), 7+ k=21 +(0,1) = (32) € D~ D lezi na hrang, a

proto jej vyradime.
iii. k= (—1,
a proto jej vyradime.
_1)a 7_-'—{_ E = (%: %) + (05 _1) = (%

vystupuje v rozkladu.

iv. k= (0,

Celkem tedy: I''p ® I’

11
222

(b) Dale spotéme rozklad reprezentace AV ®@ St =

0), 7'+k_(% ) +(=1,0) = (3,3) € D— D lezi na hrang,

—3) € D, a proto LA

l\?

(F11®F1 1)@(F1,—1®

['1 1). Postupné rozlozme oba dva tenzorové soufiny v zavorkach.
272

rozloZme prvni zavorku. m

{(la 1)? (0: 0)? (_1

(3:3)-

i. Nejdrive

Ak= (1), F+k=(3+01) =33 €D apotoseT

vyskytuje v rozkladu.

B. k= (0,0), 7+k=(3,1)+(0,0) =
vyskytuje v rozkladu.

C. k= (-1,

na hrané, a proto jej vyradime.

19

(3,1) € D, a proto T

= (1,1, k €

Nh A= (G F =T A= L0+ () =

11
272

1), 7+k=CEN+(-1,-1) =1, -1) e D~ D les
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ii.

Celkem tedy: /\2 VeSt=I3:

Nyni rozlozme druhou zavorku. m = (1,-1), k€

{(1 _1) (050)’(_1:1)}5 no= (%’%)’ T = 5+ n = (1’0) + (%’%) =

—~

t\.’JI»—A
SN—

A. /%’= (L,-1), 7+k=(3,3)+(1,-1) = (3, —3) € D, odtud T’y _

1
2772

se vyskytuje v rozkladu.
B. k= (0,0). Opét dostaneme, Ze I'1 1 se vyskytuje v rozkladu.
C. k= (-1,1), 7+ k= (3,3)+(=1,1) = (3,3) ¢ D. Aplikujeme-li

transpozici (12), dostaneme (2, ) € D. Diky znaménku se vSak v

202

kone¢ném souctu vyrusi s reprezentaci I'1 1, kterou jsme obdrzeli
272

pro vahu k = (0,0).

ol GBP%

1
2172

[N
[N[98]

1
29 ’

2. Provedme obdobné vypocty pro reprezentaci S—, tj. spocitejme rozklady V ®

S~ a \N°®S™.

(a) Nejprve rozlozme V @ S~ = Ty ® F%ﬁ%. m = (1,0), k e
{(1’0)7 (0’ 1)’ (_LO)’ (0’ _1)}7ﬁ = (%’ _%)’ 7= _’+ﬁ = (1’0)+(%’ _%) =
(%a_%)'

1.
il.
1ii.
iv.

Celkem tedy: I'1 o ® F% 1
(b) Rozlozme A’V ® S~ = (T, ® F%’_%) e[l T

i.

k= (1,0, 7+k = (3,-1) + (1,00 = (3,—-1) € D, a proto se

reprezentace I's _1 v rozkladu vyskytuje.

k=(0,1), T—f—E = ( ,—3)+(0,1) = (3,1) € D, a proto se reprezen-
v rozkladu vyskytuje.

= (=1,0), 7+ k= (3, -1 + (=1,0) = (=%,-1) € D — D lezi na
hrané, a proto jej vyradime.
k=(0,-1), 7+k=(3-3)+(0,-1)

hrané, a proto jej vyradime.

(%,—g) € D — D lezi na

a=T11:®Ts 1.
' 2

o=

~1)

Opét rozlozme nejdiive prvni zavorku. m = (1,1)
{(1,1),(0,0), (=1, =1}, 7T = (3,=3), T:= 5 +7 = (1,0) +(
(3 =3).

N[

E e
) =

I

N[
N [—
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A. E:(1,1),7?+E:(3 —%)+(1,1):(g, ) € D, aprotoseT

2 31
27 272

vyskytuje v rozkladu.

B. k= (0,0), 7+ k = (3,—3) + (0,0) = (3,—3) € D, a proto se

r 1 vyskytuje v rozkladu.

1
T2

Ck=(1-1),7+k=C-H+(1,-1)=(¢-3¢D

2 207 2

Aplikujeme-li transpozici (12) se souc¢asnou zménou znaménka,

dostaneme (2, 3) € D, a proto se ['1 1 vyskytuje v rozkladu.
ii. RozloZzme druhou zévorku. V tomto pfipadé je m = (1,—1),E €
{(1’ _1)5 (0’ 0)’ (1’ _1)}’ i = (%’ _%)’ T=0+17= (1’ ) + (%’ _%) =

A k=(1,-1),7+k=(3,—3) +(1,-1) = (3,-3) € D, a proto se

vyskytuje v rozkladu.

ﬂ
[N

_3
2

B. k= (0,0). Tento p¥ipad poskytne stejny vysledek jako pi¥i roz-

kladu prvni zavorky. I' se vyskytuje v rozkladu.

1 1
2 2
C.k=(-1,1),7+Fk= (3,-3) + (-1,1) = (3,2) lezi na hrang, a

proto jej vytradime.

=T el

1 —
T2

Celkem tedy dostaneme I' ; ® F% &) F%,f

[MI[°5
N[

31 1
272 27

Nakonec se zabyvejme jednim izomorfizmem. Dokazeme, ze /\j V ~ /\4_j V,j =
0,...,4, jako reprezentace. Vime, Ze /\j V ~ /\4_j V' jako vektorové prostory. De-
finujme tento izomorfizmus explicitné. Nejprve zavedme péarovani (,) : /\j V x
N7V = N'V, definované (e, f) := e A f = gvol, kde wvol je forma objemu na
V, a nasledné parovani <, >: A’V x A* 7V — C, definované < e, f >:= g. Snadno
zjistime, Ze toto parovani je nedegenerované, a proto zadava dualitu. Navic je toto
parovéani invariantni vii¢i SO(n), nebot rotace zachovéavaji objem. Pro A € SO(n)
plati: (Ae, Af) = Ae AN Af = gvol, kde (e, f) = gvol. Tato invariance se pfenasi na
uroven algeber. Odtud plyne, Ze /\j V ~ /\4_j V' jako reprezentace, j =0, ..., 4.

Véta 2: (Symetrické soudiny spinorovych reprezentaci)
Pro kazdé k,l € Ny je ®*ST ® ©!'S~ ireducibilni reprezentace algebry so(4,C).
Nejvyssi vaha této reprezentace je @ = ((k +1)/2,(k —1)/2).
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Dukaz: viz Bures, Soucek [11].

Poznamka: Prvky téchto tenzorovych soucini se v literatufe nékdy nazyvaji
spinory. My budeme povazovat za spinory ideové tytéz objekty, definované vsak
jinak - viz nasledujici kapitolu.

Dik vypoctim ptedchozich rozkladi, vyse ucinéné tvaze o 1-1 korespondenci
mezi ireducibilnimi kone¢nédimenziondlnimi reprezentacemi Spin(1,1); a so(n,C),
predchozi vété a vété o unicité a existenci mizeme vysledky shrnout v nasledujici

vétu.

Véta 3: (O rozkladech tenzorovych souéini reprezentaci grupy Spin(1,3).)

Plati nésledujici rozklady:

ANVest=_g*t ANVes =5
ANVeSt=S o (@*St®s) ANVeS =Ste (S ®S)
ANVRSt=5t3 (025~ @SH)de*St AN’VeS =5 @ (@5t®S5)® oS-
AN’VeSt =5 & (e*Stes) NVeS =Ste (S ®8T)
A'VeSst=g8*t AN'Ves =S

§2. REPREZENTACE Spin(1,3); poMocCi GRUPY SL(2,C).

Uvod. Tento paragraf miiZe byt vynechan, aniz se porusi navaznost v struktufe
prace. Je v ném realizovano nakryti A pro specidlni ptipad grupy SO(1,3)., které
bylo v predchozi kapitole realizovino méné nazorné a bez nékterych dikazti. Navic
pro reprezentaci Spin(1,3), neni t¥eba uZivat v pfedchozim paragrafu uvedeného
algoritmu, ale jednodnoduchou reprezenta¢ni teorii grupy SL(2,C), jak v tomto
paragrafu ukazeme.

Zkonstruujme univerzalni nakryti grupy SO(1,3), (vlastni Lorentzovy grupy,
tj. linedrnich izometrii redlného Minkowského prostorocasu, které zachovavaji ca-
soprostorovou i ¢asovou orientaci). Libovolnou hermitovskou matici fadu dva 2 lze
jednoznac¢né zapsat ve formé

3+t !4 ix?
H= 1 ) 3 4 )
T —wxt -1’4+

3Tj. matici H ¥4du dva, pro kterou plati HT = H. Vektorovy prostor hermitovskych matic f4du
n oznatme H(n,C).
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kde z!,...,2* € R. Existuje tedy izomorfizmus vektorového prostoru R* a H(2,C).
Tento izomorfizmus oznaéme o, o : R* — H(2,C). Necht A € SL(2,C) (orientaci
zachovéavajici linedrni izovolumina). Pro kazdou takovou matici A definujme zob-
razeni M, : H(2,C) — M(2,2;C) formuli M4(H) := AHAT. Toto zobrazeni je
do H(2,C), nebot (M4(H))" = (AHA"' = AHA' = M4(H). Zobrazeni M, zacho-
vévé determinant matice H, nebot det M4 (H) = det(AH A") = det Adet H det AT =
1det H1 = det H. ZapiSme matici M4(H) ve tvaru

i = (50 T

Pro kazdou A € SL(2,C) definujme zobrazeni Ay : R* — R Ay(z) :=
oY (Mo (x)).

Oznaéme z' := Ay(z). Jelikoz n(Aaz, Aaz) * = (2, 2") = (2™)?—(2"?)?— (2%)?—
(2'*)? = det M4 (H) = det(H) = ()2 — (2%)? + (23)? + (z*)?, tak n(Aa(z), Aa(z)) =
n(z,z), a proto Ay je Lorentzova transformace. Definujme zobrazeni A : SL(2,C) —
SO(1,3) predpisem A : A — Ay4. Zobrazeni ) je epimorfizmus SL(2,C) na SO(1, 3)4
a 2-1, viz Sternberg [12]. Jelikoz SL(2,C) je jednoduSe souvislad Lieova grupa, je

univerzalnim nakrytim 2-souvislé vlastni Lorentzovy grupy SO(1,3):
0—Zy— SL(2,C) — SO(1,3), — 0.
Totéz je pravda pro grupu Spin(1,3),:
0 — Zy — Spin(1,3); — SO(1,3)+ — 0.

Proto Spin(1,3), ~ SL(2,C) je redlny izomorfizmus redlnych Lieovych grup.

Pyi klasifikaci reprezentaci grupy SL(2,C) lze dik jednoduché souvislosti prejit
k Lieové algebre sl(2, C)g. Jelikoz komplexifikace si(2, C)g neni jednoduchd, plati,
ze kazda ireducibilni reprezentace sl(2, C)g je tvaru I'y ® fu, kde I'y, T, jsou repre-
zentace sl(2,C) (jednozna¢né) piislusné k nejvyssim vaham pu, v.

Dik vyse ukdzanému izomorfizmu Spin(1,3), ~ SL(2,C) lze koneénérozmérné
komplexni ireducibilni reprezentace grupy Spin(1,3), klasifikovat pomoci tenzoro-

vych soucinti I'), ® T, komplexnich reprezentaci I',,T', komplexni algebry sl(2,C).

“n je Minkowského metrika tj. symetrick4 bilinedrn{ 2-forma, jejiz matice [1,5] nabyva diago-
nalniho tvaru [ng] = diag(1, —-1,—-1,-1).
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(Na symbolické tirovni nerozliSujeme mezi reprezentaci jednoduse souvislé grupy a
reprezentaci odpovidajici algebry.)

Strukturni a reprezenta¢ni teorie algebry si/(2,C). Lieova algebra si(2,C)
grupy SL(2,C) je tvofena vSemi maticemi fadu dva nad télesem komplexnich ¢isel s
nulovou stopou: sl(2,C) = {4 € M(2,2;C)|Sp(A) = 0}. Algebra je jako vektorovy

prostor C-generovand maticemi

x=(00)
(00,

Matice spliuji relace: [X,Y]| = H,[H,Y] =2X,[H, X]| = -2Y.

Citujme znamy vysledek z teorie reprezentaci algebry sl(2,C).

Véta 4:
Pro kazdou komplexni kone¢nédimenzionalni ireducibilni reprezentaci p algebry

sl(2,C) existuje k € N, ze p ~ ®*S, kde S je fundamentélni reprezentace si(2, C).

Dukaz: viz Fulton, Harris [10].

Poznadmka: 7 pfedchozi véty plyne, Ze reprezentace I', a Fu jsou ekvivalentni
jako reprezentace sl(2, C), nebot jsou téze dimenze a podle véty 4 existuje v kazdé
dimenzi pravé jedna ireducibilni reprezentace (az na ekvivalenci).

Za bézi algebry sl(2, C)g zvolime matice

hl = H, h2 = iH,.’L'l = X,.’L'Q = iX,yl = Y,yQ =Y.

Umluva: Oznaéme reprezentaci r',® T, =: | R
JelikoZz Cartanova podalgebra algebry si(2, C) je jednodimenzionélni, 1ze po volbé
baze vahu p identifikovat s celym nezdpornym &islem p. (Tj. pouzivame jinou kon-

venci nez v minulém paragrafu.) Plati dimc T, = p. Protoze dimg ©FS = k + 1,
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plyne odtud, 7e T'y,; ~ ®*S, nebot v kaZdé dimenzi existuje pouze jedna ireduci-

bilni reprezentace.

Umluva: Oznatme ST :=S,S™ := S reprezentace sl(2,C)g.

Na zékladé vySe dokdzaného izomorfizmu SL(2,C) ~ Spin(1,3) dostavame:

Véta 5: (Reprezentace Spin(1,3);)

Existuje 1-1 korespondence mezi tridami ekvivalentnich komplexnich ireducibil-
nich kone¢nédimenzionalnich reprezentaci grupy Spin(1,3); a mnozinou C :=
{[k,1]|k,1 € No}. Kazd4 takové reprezentace p spliiuje p ~ ©*ST ® ®'S~. Dimenze
této reprezentace je dimp = (k + 1)(1 + 1).

Poznamka: Zizomorfizmu sl(2, C)r a spin(1, 3) plyne, Ze je mozno pfi rozkladu
tenzorovych soucinii reprezentaci algebry spin(1,3) pouzivat Clebsch-Gordanovy

rady. Clebsch-Gordanova fada je nasledujici rozklad na ireducibilni komponenty:

L@l =Ty @ D3 @ . @ Ly 3 @ Dy

Odtud je snadno vidét, ze napf. k rozkladu reprezentace F%,% ® ', ktery jsme
pocitali v minulém paragrafu, lze dospét jednodus$eji. Jedné se o dekompozici ST ®
(ST®ST)=(ST®ST)RS™ =[S  =Tel)esS =MhesS)e[:e
S7)=8"® (©>S*T ® S7), ktera je identicka s dekompozici, kterou jsme obdrzeli v

predchozim paragrafu, viz vétu o rozkladu reprezentaci grupy Spin(1,3)..
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5 Metoda abstraktnich indexu.

Uvod. V této kapitole zavedeme tzv. (Penroseovu) metodu abstraktnich indexii.
Na prvni pohled by se mohlo zdat, Zze namisto toho, abychom pocitali s tenzory
abstraktné (a tenzor povazovali za multilinedrni funkcionél), providdime vypocty ve
slozkéch, a tak se vystavujeme obtiZim s tim spojenym (napf. zéavislosti vysledku
nebo definice na zvolené bazi). Opak je pravdou, metoda abstraktnich indexi sice

indexy pouziva, ale nejedna se o vypocty v konkrétni bazi.

§1. ABSTRAKTNI INDEXY PRO LIBOVOLNOU TENZOROVOU ALGE-
BRU.

1.1 VEKTORY A KOVEKTORY.

1. Necht H™* je libovolny H-modul, kde H je libovolny okruh. Necht H, je jeho
dudl. Necht L = {«, 3, ...,w} je mnozina symboli, kterou pro naSe acely bu-

deme nazyvat mnozinou ndvésti.

2. Pro kazdé ¢ € L definujme H? := H* x {¢}. Pro £ € H* ozname jemu
odpovidajici element v H? symbolem £¢ € H?, definovanym £? := (£, ¢). Pro
£ n? € H? definujme £% +n? := (£ +1)? = ((£ + 1), ¢). Nasobeni definujme
ré? = (r€)? = ((ré), ¢),r € H. S témito operacemi je H? H-modul.

3. Déle definujme Hy pro Hy, H, := Hy x {¢},¢ € L. Necht 1y € Hy, tj.
N = (n,¢) pro n € Hy. Necht £ € H?, ny&? := ny(£%) = n(§) € H. Tato

definice umoziiuje H, povazovat za dudl k H?. Strukturu H-modulu na Hy

definujme analogicky piipadu H?.
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1.2 TENZORY.

Necht p,q € Ny, {a,...,0} C L resp. {\,...,v} C L jsou dvé mnoziny s prazdnym

priinikem o po¢tu prvkid p resp. q. Tenzorem A$S typu Pl nazveme libovolné
H-linearni zobrazeni
A X Hsx H*x ... x H" — H
MnoZinu téchto tenzorii zna¢me HE-. Namisto A$%(Qa, ..., T5, U, ..., WY)

pisme A$9Q,.. TsUA...W". Z tohoto zépisu je vidét, Ze na potradi vektorii nebo
kovektorti nezavisi, nebot jsou vybaveny navéstim, které umoznuje identifikovat je-

jich ”spravnou” polohu. Proto napft.
A Q0 Rs. TsUN. WY = AS R Q... TsU. WY,
Samoziejmé nelze (obecné) identifikovat napf.

A 0Qp R TsUN WY = AS O ReQ,.. TsU WY,

1.3 TENZOROVE OPERACE.

1. Soudet je zobrazeni Hy0 x H~% — H{J definované pro libovolné podmnoZiny

mnoZiny navésti, pro néz {a, ..., 6}N{\, ..., v} = 0. Pro A%, B$0 definujeme soucet
(A0 + B0 Qg . RyUM..WY := AV 0Q ... RsUN . WY 4+ BY0Qq... RsUN.. W,

Takto definovany soucet je zfejmé komutativni a asociativni.

Nyni definujme operaci souc¢inu. Zde se poprvé objevi prednost metody abstrakt-
nich indext, nebot v jejich formalizmu se bude jevit sou¢in komutativni.

2. Souéin je zobrazeni H{ x Hfw — H;‘ﬁg; definované pro libovolnou ¢tve-
fici po dvou disjunktnich podmnozin {a, 0N b e, TH {0, . ¥} mno-

Ziny naveésti L predpisem:

(A 0BG ) Qan Ty By HLUN WY I LY = (AS0 Qo ToUN W) (BY By HLIP...
@Y
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7 této definice lze vidét, Ze soucin je komutativni, coZ se muze jevit paradoxné,
uvazime-li, ze ”invariantni” tenzorovy soucin obecné komutativni neni (A @ B #
B ® A). Je tomu tak pravé dik metodé abstraktnich indexid. Nekomutativnosti v
”invariantnim” pripadé odpovidd v nasem formalizmu zfejmy vztah:

ASB# B A

Soucin je distributivni vici souctu a asociativni.

3. Zdména indexi je zobrazeni H{ — — Hg: definované na kazdém H:: pro
libovolné podmnoZiny mnoziny névésti L, pro néz {a, ...,0} mé stejny pocet prvki
jako {m, ..., 7}, zrovna tak jako {], ..., v} m4 stejny pocet prvki jako {4, ..., ¢}. Navic
neni nutné, aby {«,...,0, A, ...,v} N {m,...,7,0,....,v} = (. Stéle pfedpokladame, Ze
{a,...,0} a {\, .. v} resp. {m,...,7} a {@,...,9} pFedstavuji pary, jejichz ¢leny se v
ramci kazdého paru neprotinaji. Necht o : {«,...,6} — {m,...,7}, 0' : {)\ SV} —

{¢,...,1} jsou bijekce piislugnych mnoZin. Pro A$? definujme A% ,()\) U,(U) formuli

a(a)...0(d) o’ (A o'(v) . pa..d o' (A o (v
Ao Qotay - RoyUT M. W) = A0 Q0 Ro() U7 V.. W7 )

Operace zamény indexi samoziejmé komutuje s vysSe definovanym séitanim i se
soucinem.

Specialni pfipad zamény indext predstavuje permutace indezxi. Tehdy za
{m,...,7} vezmeme {q,...,0} a analogicky za {¢, ..., ¥} vezmeme {A, ...,v}. Permu-
taci indexl vyuzijeme k definici symetrizace resp. antisymetrizace v parech indexi.
Definici uvedme na piikladu. Necht A,z € H,g, definujme B,g € H,p, ktery vznikne
permutaci indextt Ang — Agq € Hop : Bap 1= Aps. Antisymetrizace je definovana
Ajag) = 5(Aag — Bap). Symetrizace Apy := 5(Aas + Bag)-

4. ( 2 )-kontrakce je zobrazeni Hy~ ,‘,55 H{-3 definované pro libovolné ne-
protinajici se mnoziny indexti {c,...,0}, {), ...,v} a navic ani £, ani 1 nejsou prvky
{a, ..., 0} U{A, ..., v}

Jelikoz budeme v dalSim textu potiebovat pouze moduly s konec¢nou bazi,
omezme na$i definici kontrakce na tento pfipad. (Obecné lze definovat kontrakei
pro tenzory, které Penrose nazyva typu II, a v pripadé tzv. Gplné reflexivnich mo-
dulii ukazat ekvivalenci definic.)

Necht 6%, ..., 62 je baze modulu H® (pfedpokladame, ze takova baze existuje), tj.
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6¢ € H*, i=1,...,n, a pro kazdy V* € H® existuji jednozna¢né uréend V1, ... V" €
H, 7e V* = V16§ + ... + V75%(= Vis2). V élenu v zdvorce jsme pouzili sumaéni

konvence.

Poznadmka: Sumacni konvenci jsme dosud v zapisu pomoci abstraktnich indext
nepouzili, ackoliv se jiz nékolikrat vyskytly tytéz indexy v poloze jak dole, tak na-
hote. Aby nedoslo k nedorozumeéni, budeme sumaé¢ni konvenci pouzivat jen pro tu¢né
sazené indexy.
Definujme dudlni bézi {4}, ...,62} C H, k bazi {6, ..., 02}, tj. jeji prvky spliuji:
6003 = (5?, kde (Sf je Kroneckerovo delta (indexy jsou tu¢nél!).
Aeovm

Pomoci téchto bazi definujme ( f’; ~kontrakei tenzoru A%% jako tenzor, ktery

omagime AT, AR = R0

Poznamka: Vysledek kontrakce nezavisi na volbé baze modulu H¢.
5. Komponenty
Necht {62};1.... je bdze H®. Pak komponenty Q4 tenzoru Q%% € 5S¢0 jsou

definovany predpisem

Q4= Qo062 536)...8Y
§2. ABSTRAKTNI INDEXY PRO SPINOROVOU ALGEBRU.

V tomto paragrafu budeme definovat jeden vektorovy prostor, tzv. spinorovy pro-
stor. Ukazeme, Ze tento vektorovy prostor je symplektickym vektorovym prostorem.
Déle zavedeme spinorovou algebru, tj. tenzorovou algebrou spinorového prostoru, a

budeme na ni aplikovat metodu abstraktnich index.

Definice 6: (Spinorovy prostor)

Kazdy komplexni prostor S, na némz existuje antisymetrickd C-bilinearni forma

{,}:8 xS — C, splijici
1. Leibnizovo pravidlo: (Vo,,& € S)({p, v }+{E, o+ {1, €} ¢ = 0) a zéroven

2. (3,9 € S)({y, ¢} #0),
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nazveme Spinorovym prostorem.

Umluva: Nékdy budeme bilinearni formu {, } nazyvat jednoduse soucinem.

Poznamka: Z definice plyne, Ze spinorovy prostor je specidlnim presymplek-
tickym vektorovym prostorem. K tomu, abychom dokazali, ze je symplektickym

vektorovym prostorem, postacuje dokazat nasledujici lemma.

Lemma:

Spinorovy prostor je komplexni vektorovy prostor (komplexni) dimenze 2, dim¢ S =

2.

Dukaz: Necht ¢, ¢ € S splhuji {1, ¢} # 0. Jejich existence je zarucena druhou
podminkou kladenou na spinorovy prostor v jeho definici. Z antisymetrie a bilinearity
plyne, ze {, \p} = M, ¢} = 0. Odtud plyne, ze ¢ a ¢ jsou linedrné nezévislé
vektory. Na druhou stranu, necht & € S je libovolny prvek spinorového prostoru, z

Leibnizovy podminky dostaneme, ze plati:

JelikoZ {¢, v} # 0, dostavame, 7e & je linedrni kombinaci ¢ a ).

Poznamka: ProtoZe prostor S je dvoudimenzionalni, je matice vzhledem k né-

které bazi spinorového prostoru S bilinearni formy {, } antisymetrickou matici 2 x 2.
0 1

-1 0/
Pokud by matice formy {, } byla nulovym nasobkem predchozi matice, nebyla by

VSechny antisymetrické matice typu 2 x 2 jsou nasobky matice e :=

splnéna druhd podminka v definici spinorového prostoru. Odtud plyne, Ze souéin {, }
je nedegenerovany. Z tohoto diivodu je spinorovy prostor nejen presymplektickym,

ale i symplektickym vektorovym prostorem.

Poznédmka (Unicita (S;{,})): Z predchoziho lemmatu plyne, Ze spinorovy pro-
stor S je ve smyslu izomorfizmu vektorovych prostori jediny. Navic matice souc¢inu
je nenulovym nasobkem v predchozi poznamce uvedené antisymetrické matice e.
Odtud plyne, Ze az na volbu baze a nenulovy nasobek je spinorovy prostor (S;{, })

urcen jednoznacné. Alternativné by bylo Ize definovat spinorovy prostor jako aZz na
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izomorfizmus jediny dvoudimenzionalni symplekticky vektorovy prostor nad télesem

komplexnich ¢isel.

Definice 7: (Spinorova baze)
Kazda baze {i,0} spinorového prostoru S se nazyva spinorovou bdzi S, pokud

{t,0} = 1. Existence spinorové baze je dokdzana v nasledujici poznéamce.

Poznamka (Konstrukce spinorové béze): Vezméme 1, ¢ € S, ze {1, ¢} # 0,
necht bez 4jmy na obecnosti je {¢,¢} > 0. Definujme: ¢ := {1, ¢}—%¢ a o=
{9, qﬁ}_%gb. Potom {o, ¢} je spinorova béaze, jak 1ze snadno ovéfit.

Zavedme tenzorovou algebru S spinorového prostoru S. Pouzivejme pro ni me-
tody abstraktnich indexti, popsané v predchozim paragrafu. Za mnozinu navésti
této tenzorové algebry vezméme L = {A, B, ..., Z}. (Pozdé&ji tuto mnozinu rozsifime
o dalsi prvky.) Prvky této tenzorové algebry nazyvejme prozatim spinory, pozdé&ji
definici rozsitime.

e— spinory. Ve formalizmu abstraktnich indexti lze zfejmé souéin {, } : xS —
C identifikovat s néjakym prvkem e p € Ssp. €4p je antisymterickym tenzorem,
nebot z antisymetrie sou¢inu {,} plyne: espt?u? = {t*,uB} = —{uB,t1} =
BjA

—€BAU = —egat?u®B, odkud €45 = —epa. Obraz tenzoru €45 v dudlnim pro-

storu S4B znaéme €45,

Jelikoz soucin {, } je nedegenerovany, zaddva dualitu S* — S, a tak 1ze pomoci
néj zvedat nebo spoustét indexy. Pro £4 € S4 definujme £ := e45E4. Analogicky
pro 4 € Sy definujme n? := B4n,. Protoze souéin {, } neni symetricky, pii zved4ni
¢i spousténi indexi zalezi na jejich poradi. Bézné je uzivana konvence stanovujici, ze
pri spousténi indexu stoji kontrahovany index u € na prvnim misté; naopak pfi zvyso-
vani indexii stoji kontrahovany index na misté druhém. Uzivajice této konvence, do-
staneme pro soucin {, } nésledujici vyjadieni: {x,w} = eapr?w? = kpw? = —kAwa.
Pro libovolny spinor €4 € S4 plati: €962 = €4 = eABep = eABecpg®. Odtud
plyne, 7e 6c” = €*Becp = ecpe®®. Obdobné 65 = ¢“Cepe. Odkud plyne, 7e
(SAB = GAB = —GBA.

Opererace sdruzeni. Az budeme chtit uvést spinory do souvislosti s ¢asoprosto-

rovymi vektory, budeme potifebovat vyjadrit komplexni sdruzeni spinori. Prostor,
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do kterého komplexni sdruzeni zobrazuje, neni shodny s prostorem, ze kterého zob-
razuje, tj. se spinorovym prostorem S. Jinak bychom méli na prostoru S definovanou
realnou strukturu (napf. predpisem, ktery by redlnymi uréil praveé ty spinory &, které
by spliiovaly: € = £), ktera by viak nebyla zachovavana Lorentzovymi transforma-
cemi. Z fyzikalniho hlediska by z perspektivy pozadavku lorentzovské kovariance
neméla smysl.

Pro spinorovy prostor S definujme jeho (anti)izomorfni kopii, kterou znaéme
S4. Antiizomorfizmus nazyvejme operaci sdruzeni. Pouzivame nasledujici oznaceni:

A A = fA, S4 — SA. 7 antiizomorfnosti operace sdruzeni plyne:
MNAT A =X+t VA peCetntes,

kde X resp. 7i je komplexné sdruzené komplexni ¢islo \ resp. p.

MizZeme uvazovat, Ze operace sdruzeni je definovdna i na S A; oznaceni zi-
stane stejné. Jedinym pozadavkem bude, aby takto rozsifena operace sdruzeni byla
(anti)involuci, tj.

¢h=et
Umluva: Vektory prostoru g4 jsme oznagdili §A. Toto znaceni si vynucuje defi-
novat novou mnozinu navésti: L := {4, A,B,B, ..., Z, Z}

Pomoci prostoru S4, jeho antiizomorfni kopie 5S4y jejich dualt vytvorime pomoci

operace zamény indexti a nasobeni celou spinorovou algebru. Uvedme definici spinoru

a spinorové algebry explicite.

Definice 8: (Spinor typu [ Z Z ])
Kazdy multilinearni funkcional

& wiri PR S X X Sp X Spx xSy xS x xSV xSUx .. xSV 5 C

tj. tenzorovou

. pr AB...DEF..H
nazveme spinorem typu [ g s | Tenzorovou algebru Sp,o 705 7y

algebru spinorového prostoru S, vybavenou navic antiinvoluci operace sdruzeni, na-
zyvejme spinorovou algebrou.
Pokud {14, 04} je spinorové baze S4, potom {14, 04},{ta,04},{t 4,04} jsou spi-

norové béze prostortt S4,Sa, S ;.
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Poznamka: Jak bylo uvedeno v kapitole Spinory, lze spinory definovat pomoci
reprezentace grupy Spin(1,3), resp. SL(2,C). Je tomu tak pravé proto, 7e S* je
reprezentaéni prostor fundamentalni reprezentace ST a g4 je reprezentacni pro-
stor fundamentdlni reprezentace S~. Navic z teorie reprezentaci Lieovych grup je
zndmo, ze na reprezentacnich prostorech algebry so(2k,C) lze definovat invari-
antni antisymetricky skalarni soucin. Tento soucin je v naSem piipadé reprezen-
tovan bilinearni formou {,}. Jeji invariance je zfejma z nésledujiciho vypoctu:
{6, 9} = [d]Te[y)] = det ( Z; z; ) , ktery plati az na libovolny nenulovy néso-
bek indiference formy {, }. Uvédomime-li si, Ze prvky grupy SL(2,C) zachovavaji
objem, dostaneme pozadovanou invarianci.

V poslednim oddilu tohoto paragrafu dokdzeme jednu formuli.

Antisymetrické spinory jsou €isté stopy. Leibnizovo pravidlo, které zajistuje
existenci dvouprvkové baze spinorového prostoru S, implikuje rovnost

A

0 = kawTB +waT KB +14k4WE. Provedeme-li zAménu a zvySeni nékterych indext,

dostaneme kw7 (espec® + epcea” + ecaeg®) = 0.

JelikoZ pfedchozi vztah plati pro véechna x4, w?, 7¢, dostaneme:

GABCCD + GBCCAD + CC'ACBD =0.
Spusténim indexu D dostaneme:
€aBEcp + €Bc€ap + €caépp =0
Naopak zdvihnutim indexu C' ziskame:
GACEBD - GBCGAD = GABGCD.

Vynasobime-li tuto identitu ¢cp, dostaneme vztah, ktery pozdéji vyuzijeme:

c
$AB — PBA = €ABPC -

Odtud plyne, ze antisymetrické spinory jsou tzv. Cisté stopy, tj. plati

1

Prap) = §€AB¢CCa

coz je hledana formule.
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Tato formule implikuje:

1
daB = PaB) + PlaB) = PaB) + §€AB¢CC-

§3. SPINORY A CASOPROSTOROVE VEKTORY.

V tomto paragrafu zavedeme tenzorovou algebru ¢asoprostorovych vektort. (Mo-
tivaci k nize popsané definici ¢asoprostorovych vektort nalezneme v paragrafu Re-
prezentace Spin(1,3), pomoci SL(2,C).)

Pro oznaCeni spinori budeme pouzivat mnozinu naveésti L =
{A, AB,B,.. Z, Z} a prostor spinori bude modelovan spinorovou algebrou.
Tenzorovd algebra casoprostorovych vektori vznikne z algebry spinorii sdruzenim
indextt @« = AA,b = BB,..,z = ZZ. Pro oznadeni asoprostorovych vektort
budeme pouZivat mnozinu navésti M := {a,b, ..., z}. Pro oznaceni komponent pou-
Zivejme mnoZinu (nenazyvejme ji mnoZinou navésti, abychom odlisilili jeji tlohu od
tlohy indext, které hraji roli ve formalizmu abstraktnich indexi) N := {a, b, ..., z}.
Analogicky indexy komponent spinort sdruzme do mnoziny O := {A, A, /A Z}

Pomoci e—spinoriu definujme metricky tenzor:

Gab ‘= €ABEAR,

b._ _B__B
o ‘— €4 €4 ,

g = ABAB,

7 antisymetrie e—spinori plyne: g, = €ap€i; = €BA€si = Gba- Analogicky
g% = g% Tenzory gg a ¢" jsou vzajemné inverzni. Pomoci metrického tenzoru
budeme zvedat ¢i spoustét indexy.

Definujme symboly Infeld - van der Waerdena:
gaAA = gaaeAAeA'Aa
gaAA — GAACAAgaa-
Infeld - van der Waerdenovy symboly nabyvaji nasledujicich maticovych tvari:
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=5 (o 1)
1= (1 o)
292 (%0

=53 2)

Pozndmka: Van-der Infeldovy symboly jsou nasobky Pauliho matic, a proto
generuji vektorovy prostor vSech hermitovskych matic fadu 2.

Umluva: Pro kazdy spinor fAA € g4 definujme jemu odpovidajici ¢tyfvektor

£ =95 A{;“AA a analogicky pro vicekomponentové spinory.
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6 Pohybové rovnice pro nehmotna pole

Uvod. V této kapitole je predeviim explicitné pfedvedeno, jak zachézet s abs-
traktnimi indexy. Konkrétné, jak prejit ze zapisu pomoci abstraktnich indexti spi-
norové algebry k zapisu pomoci ” ¢tyivektori”. Jsou prezentovany parcialni diferen-
cidlni rovnice pro nehmotné fyzikalni pole c¢astic s libovolnym spinem. V prvnim
oddilu se budeme zabyvat rovnici pro elektromagnetické pole, tj. pro pole se spinem
s = 1. Dokazeme ekvivalenci soustavy Maxwellovych rovnic s rovnici pro nehmotna
pole o spinu 1. V druhém oddile se zminime o dal§ich rovnicich: Diracové, Weylové
a pro nehmotna pole s obecnym spinem. Pro konzistenci prace neni tato kapitola

podstatna.
0.1 MAXWELLOVY ROVNICE.

Zvolme ortonormélni béazi {ég, €1, €3, €3} Minkowského ¢Easoprostoru, kde ¢asova
soufadnice mifi ve sméru bazového vektoru €y. Derivace podle téchto vektort zna¢me
;. Necht E : R"® — R3, B : R"® — R3 jsou libovolné vektorové diferencovatelné
funkce definované na Minkowského ¢asoprostoru. Definujme maticovou funkci

0 B -B? E!

-B* 0 B E?

B Bt 0 E?
-E' —FE? —E3 0

[Fab] =

Tato maticova funkce Fy; je antisymetrické tenzorové pole typu [ ] , tzv. bi-

2
vektor elektromagnetického pole.

Poznadmka: Geometricky Ize bivektory reprezentovat pomoci tzv. nulovych vla-
jek, viz Naber [13].
Definujme spinory
. a b
Faxpy = gAXgBYFaba
1

Pap = §FUAUB-
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Definice 9:
Rownice pro nehmotnd pole o spinu s = 1 je nasledujici linearni parcialni diferencialni

rovnice (soustava rovnic):

VA g =0:4=0,1,X =0, 1.

Definice 10:
Soustava Mazwellovyjch rovnic pro vakuum je nésledujici ”¢tvefice” lineadrnich par-

cidlnich diferencidlnich rovnic:

1
2

(1)
(2)
(3)
(4)

4

Poznamka: Prvnirovnice se nazyva Gassiv zikon pro vakuum, druha rovnice se
nazyva Faradayiv zakon elektromagnetické indukce, tteti o neexistenci magnetickyjch

monopolu a ¢tvrta je Ampéruv zikon pro vakuum.

Véta 6:
Soustava Maxwellovych rovnic pro vakuum je ekvivalentni rovnici pro nehmotna

pole o spinu s = 1.

Dukaz: Nejdiive spo¢téme spinorové ekvivalenty VAX (diferencidlnich operatoru

Oa: V¥ = g¥ 0" = g% g0,

VI = 110 = 6110 + 6310 + 310° + 10" = 550° + J50° = J5(0s — ).
Obdobné:

V10 = (0, + idy)

Vol %(81 —i0s)

VP = ——5(05 + 04)

I
S
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Provedme nasledujici vypocet:

bap = %FUAUB = %(FiAiB + FOAOB) = %(eiXFiAXB"‘EOXF()AXB) =
3 (610F1A(')B + e()iF(')AiB> = 3 (—=Fisop + Foain) = 5 (Faoni — Faino) -

Spoctéme postupné @11, @10, Po1, Poo-

b1 = ‘( o1 — Fiig) = %(lei — (=Fini)) = Fiai = gf()gfipab- Uvazime-li,
7e koeficienty 10 resp. 11 v Infeld-van der Waerdenovych symbolech jsou nenu-
lové jen pro pripad @ = 1,2 resp. b = 0,3, dostaneme, ze stac¢i pouzit ¢leny pro
ab = 13,10, 23, 20, tj.
¢ = 95395 F1s + 915971 Fi0 + 95395 Fas + 93590 F = (—%)(—%)Fw +
(=) (=) Fio+ (J5) (= 5) Fos + (55) (= 75) Foo = 5 [(Fra + Fuo) — i(Fis + Foo)] =
s [(-B*+ EY) —i(B' + E?)].

Obdobné zjistime, ze plati:
P10 = ¢o1 = 3(—E* +1iB?)
$oo = 3 [—(E' + B?) +i(—E*+ BY)].

Spoctémeé

VAg = v% + Vg =

= 2\[ [(85 — 0o)(—E® +iB®) + (0, — id>) [-(E' + B?) +i(-E*+ BY)]] =
2\f -
— O E'—0,B® —i0,E* +i0,B' +i0,E" 4+ i0B*> — ,E* + 0,B'| =

_ zf[ V.F— (6><B’).e;,+aoE3+¢[6.3’—(%@).63—3033”.

83E3 + 18333 + 80E3 2.8033—

VA%, = vl% 1+ V%%, =
= (01 +i02) [(E" — B?) — i(E* + B")] — (05 + 0o)(—E® +iB?)] =

7
7 [61E1 + 03E® 4+ 0,E> + 0,B' — 0B 4+ 0,E*+
( — 0,B* — 0\B' + 0,E" — O E” — 9yB°)] =

_ 7 [6 P_ (6 o E).e‘é +30E3 i [—ﬁ.é— (6 X E).e‘é — 3033“ ]

38



Dale

VA g4

Vli(bn + v01¢01 =

1 1 2 . 2 1 . 3 -3\ —
55 (0= ) [(B' = B) =i (B + B)] + (01 = i) (- B° +iB°)] =

1
NG [03E" — 03B — i03E* — i03B' — OoE" + 8yB> + iy E” + i0,B' —
81E3 +i0,B® +i0,E* + 82B3] =

Vi ] > 1 2

i [(6 E)

“’1

(6 X E) €+ 0 E” + 6031H .

Posledni ¢len

VA% 46

_|_

Vl0¢10 + VOO%O =
2\1—f [(01 +82) (—E° +iB®) — (05 + o) [- (" + B?) +i (—E*+ BY)]] =
2\1/_ [ 61E3 + 28133 - 282E3 62B3—

163 i83Bl + a()E]1 + 8()l32 + i80E2 — Za()Bl] =
Ay, R\ 5 2 1
QI[(VXE> & (VXB).el—l-aoB + O E

i [— (6 x E) & - (6 x B’) €+ ByE? — 8031“ .

ZapiSme nyni podminky na nulovost vyse vypoc¢tenych ¢lenii (imaginrni a redl-

nou komponentu oddélené):

—V.E - (VxB).é+0E*=0 (5)
V.B—(VxE).é—0,B =0 (6)
V.E—(V x B).é;+0E*=0 (7)

—V.B—(VxE).é&—8B =0 (8)
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(V x E).é;+ (V x B).6; — 0E' + 9,B> =0
(V x E).¢; — (V x B).6 + 0,E*> + 9B = 0
(V x E).és — (V x B).6 + 0,B*> + 0E' =0

—(V x E).é; — (V x B).éy + 8E*> — 9B =0

SecCteme-li (9)+(11), dostaneme

(V x E).¢5 = —0,B?
Odecteme-li (10)-(12), dostanenem

(V x E).é; = —0,B!
Secteme-li (8)+(6), dostaneme

(V x E).63 = —0,B°
Odecteme-li (9)-(11), dostaneme

(V x B).é; = §E*

Secteme-li (10)+(12), dostaneme

(10)

(11)

(12)

(14)

(15)

(16)

(19)



Odecteme-li (6)-(8), dostaneme
V.B=0 (20)

Rovnice (13), (14), (15) davaji ekvivalenci s Faradayovym zékonem pro vakuum.
Rovnice (16), (17), (18) davaji ekvivalenci s Ampérovym zdkonem pro vakuum.
Rovnice (19) resp. (20) predstavuji Gaussiv zédkon pro vakuum resp. neexistenci
magnetickych monopdli.

Obracené: O tom, Ze jsou-li splnény Maxwellovy rovnice, vynuluji se vySe uvedené
Cleny, se 1ze snadno presvédcit dosazenim.

7 tohoto rozboru vyplyva dokazovana ekvivalence.

Pozndmka: Rovnice pro nehmotné pole o spinu s = 1 je nejen relativisticky

invariantni, ale i invariantni vi¢i Mobiové grupé konformnich zobrazeni.
0.2 ROVNICE PRO NEHMOTNA POLE S OBECNYM SPINEM s.

Weylova rovnice je parcidlni diferencialni rovnice pro nehmotnd pole o spinu s = 1/2
nasledujiciho tvaru:

VAX¢A = O;X = 1,0

Pole, které Weylovu rovnici spliiuje, se nazyva (Weylovo) neutrino. Tato rovnice, ale
navic s pravou stranou rovnou nenulovému nasobku (=: hmoté) pole ¢4, se nékdy
nazyva rovnici Diracovou, ackoliv ve fyzikalni literatufe byva zvykem za Diracovu
rovnici povazovat rovnici

VU = —imV,

kde m € R, pro tzv. dvoukomponentovy spinor. Vysvétleni symboli v této rovnici
viz v monografii Ward, Wells [14] .

Pro uplnost uvedme znovu rovnici pro nehmotné pole o spinu s =1 :
AX
\Y% QSAB = 0:

kde ¢4p je symetricky spinor. Pole, které spliuje rovnici pro nehmotné pole o spinu

s =1, se nazyva foton.
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Rownice pro nehmotnd pole o spinu 8/2 je parcialni diferencidlni rovnice nésle-
dujiciho tvaru:

vA)ivquBC = Oa
kde ¢ apc je symetricky spinor.
P#imé zobecnéni Weylovy rovnice a rovnic pro nehmotné pole o spinu s = 1,3/2

tvori nasledujici rovnice pro symetricky spinor ¢a,..a, = @(4,...4,) typu [ 2 8 ]:

VAXQZSAAQ“_An = 0; AQ, ...,An = 1, O,X = i,(),

1

7. ReSeni této rovnice se nazyva nehmoiné

tzv. rovnice pro nehmotné pole o spinu
pole o spinu in
5T

Uvedme rovnici, ktera narozdil od predchozich rovnic neni pohybovou rovnici

pro néjaké pole, tzv. twistorovou rovnici:
VA b a,..a, =0,

kde ¢4,..4, je symetricky spinor typu [ 2 8 } -
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7 Geometricky zaklad.

Uvod. V této kapitole uvedeme zékladni definice a vlastnosti ¢asoprostori, na
nichz budeme formulovat hlavni vysledek této prace, tj. exaktni posloupnost svazkt
urc¢itych vnéjsich diferencidlnich forem s hodnotami ve vhodném vektorovém fibro-

vaném bandlu nad bazi, kterou bude tvofit pravé ¢asoprostor.

Casoprostor. Necht (M, g) je pseudoriemannova varieta dimenze n se signa-

turou (k,n — k), kde 1 < k < n. Tj. g € T(M,®*(T*M)) je symetrické tenzorové
0 . , . Y

pole typu [ 9 } na varieté M a navic Vm € M je g,, (symetrickd bilinearni) forma

signatury (k,n — k).

Pro varietu M existuje g € ['(M,®*(T*M)), 7e (M,g) je pseudoriemannova
varieta signatury (k,n — k), pravé kdyz existuje podbandl bandlu TM dimenze k.

Pro pseudoriemannovu varietu (M, g) signatury (k,n — k) existuje rozklad tec-
ného bandlu TM na podbandly &,n C TM dimenze k, n — k takové, ze & resp. n
je casovy resp. prostorovy podbandl, tj. VX € £ resp. VY € n, ze g(X,X) > 0 resp.
g(Y,Y) < 0. Rozklad existuje ve smyslu TM = £ & n, kde & zna¢i Whitneyovu

sumu.

Pseudoriemannova varieta se nazyva casové orientovatelnd, pokud je alespon

jeden ¢asovy podbandl orientovatelny.

Kazdou orientovatelnou a casové orientovatelnou pseudoriemannovu varietu

(M, g) signatury (1,3) dimenze 4 nazveme (pro nas ucely) casoprostorem.

Spin-struktura. Necht (X, p, M, SO(1,3),) je hlavni fibrovany prostor se struk-
turni grupou SO(1,3), (vlastni Lorentzova grupa). Rekneme, 7e na M ezistuje
Spin-struktura, pokud existuje varieta P takova, Ze (P,m, M, Spin(1,3).) je hlavni
fibrovany bandl se strukturni grupou Spin(1,3), a navic existuje dvoulisté nakryti

A : P — X, 7Ze nésledujici diagram komutuje:
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P x Spin(1,3); —=P

X xS0(1,3); —=X
Horizontalni Sipky znaci akci prisluSnych grup na totalnich prostorech.

Dvojici (M, A) nazveme Spin-struktura na M.

Poznamka: O postacujicich podminkich (formulovanych pomoci obstrukei na
Chernovy kohomologické t¥idy), které je t¥eba/sta¢i klast na varietu, aby na ni
existovala Spin-struktura, lze nalézt v knize H. Baum(ové), viz Baum [§].

Konexe a (indukovand) kovariantni derivace. Necht (P, 7, M, G) je hlavni
fibrovany bandl se strukturni grupou G. Lieovu algebru Lieovy grupy G ozna¢me
g. Pro kazdé X € ¢ definujme vektorové pole X na P pfedpisem: X,, :=
(®(exp(—tX),m))s0(L)o, kde m € P a ® : G x P — P je akce Lieovy grupy G
na totalnim prostoru P hlavniho fibrovaného bandlu. Toto pole se nazyva funda-
mentdlni vektorové pole akce G na totdlnim prostoru. Rez Z € T(P,T*P ®g) (tj. Z

je diferencidlni 1-forma na P s hodnotami v g) spliujici:

1. pro kazdé fundamentalni vektorové pole X akce G na totalnim prostoru P

plati: Z(X) =X a
2. pro kazdy a € G je Z o (Ry), = Adg(a™!)Z - (ekvivariance) °

nazveme konexi na hlavnim fibrovaném bandlu.
Necht (E,p, M) je vektorovy fibrovany bandl. Zobrazeni V : I'(M,E) —
['(M,T*M ® E) nazveme kovariantni derivaci na (E,p, M), pokud:

1. V je homomorfizmus vektorovych prostori a
2. Vee I'(M,E) a f € C*°(M,R) plati ” Leibnizovo pravidlo”

V(fe) =df ® e+ fVe. (21)

Zobrazeni Adg : G — End(g) je definovdno piedpisem:Vf € G je Adg(f) := (ay)«, kde
as : G = G je konjugace: ay(a) = gag™, Vg € G.
Zobrazeni R,, definovano pro kazdy a € G, je pravé nasoben{ prvkem a, tj. R,(g) := g.a.
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Tuto kovariantni derivaci lze jednoznac¢né rozsSifit na homomorfizmus mezi
T(M,\N(T*M) ® E) a T(M, N (T*M) ® E), pro ¢ = 0,...,n := dimM, pFed-

pisem pro monom e ® w:
V(e®w):=(Ve) @w+ (Vw)e,

kde e € ['(M, E) a w € I'(M, N*(T*M)), a déle linearng.

Tuto kovariantni derivaci budeme nazyvat k-tym rozsirenim kovariantni derivace
a pouzivat pro ni symbol V.

Ke kazdému hlavnimu fibrovenému bandlu (P, 7, M,G) s konexi Z a repre-
zentaci p : G — Aut(V), kde V je vektorovy prostor konecné dimenze, lze
priradit kovariantni dericvaci V na asociovaném vektorovém fibrovaném bandlu
(E := P x,V,p,M). Tuto kovariantni derivaci V na (E,p, M) budeme nazyvat
prostrednictvim p indukovanou kovariantni derivaci ke konexi Z na (P, 7, M,QG).
Definici indukované kovariantni derivace viz Baum [8].

Tenzory definované pomoci Levi-Civiteovy kovariantni derivace.

Definujme nasledujici tenzorova pole:
TV(X,Y) := VxY — Vy X — [X, Y]-tenzorové pole torze,

RV(X, Y7 :=VxVyZ —VyVxZ7Z — Vix,v)Z-tenzorové pole kfivosti,

kde X,Y,Z € T'(M,TM).

Analogii zdkladni véty Riemannovy geometrie je nésledujici véta:

Véta 7: (Zakladni véta pseudoriemannovy gemetrie)

Necht (M, g) je pseudoriemannova varieta dimenze n signatury (k,n — k). Necht
(TM,m, M) je te¢ny bandl k M. Potom existuje pravé jedna kovariantni derivace V
na (T M, w, M) pro jejiz rozsiteni Vy : D(M, A\*(T*M)) — T(M, ¥ (T*M) @ TM)
plati:

1. Vg=0a
2. tenzorové pole torze TV spliuje TV = 0.

Tato kovariantni derivace se nazyva Levi- Civiteovou kovariantni derivaci a ozna-

¢uje se V9. (V nékterych publikacich se Levi-Civiteovou kovariantni derivaci mini
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kovariantni derivace indukovana na nékterou jeji podvarietu a v predchozi vété zmi-
néna kovariantni derivace se nazyva pseudoriemannovou kovariantni derivaci.)

Pro pseudoriemannovu varietu (M, g) a ji piisluejici Levi-Civiteovu kovariantni
derivaci V9 nazveme tenzorové pole kiivosti RV’ Riemannovym tenzorem kiivosti a
oznacime jej RY.

Definujme dalsi tenzorova pole asociovana k Levi-Civiteové kovariantni derivaci.
Zvolme pro néjaké soufadnicové okoli U C M ortonormélni bazi {e;};—1,.., na T My
a definujme pomoci R = g(R%(e;, e;)er, ex) Ricciovu kifvost, skaldrni kiivost,

bezestopy Ricciuv tenzor a Weylovu kiivost:
1. Ricij = Z::l Rikjk,
2. k=Y, Rici¥,
3. Ric); := Ricij — Lkgij,
4. Wijki = Rijri — +KGij,
kde g;; == g(e;, €).
Definice 11:
Pseudoriemanovu varietu (M, g) nazveme konformné plochou resp. Einsteinovu resp.

plochouresp. s nulovou skalarni krivosti, pokud W = 0 resp. Ricgj = Oresp. Rjj; =0

resp. k = 0.
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8 Rezoluce twistorli pro nehmotna pole se spinem 3/2.

Uvod. V této kapitole se budeme vénovat hlavnimu vysledku préace, posloupnosti
spinorhodnotovych vnéjsich diferencidlnich forem (viz Uvod). Jeji konstrukce bude
vychézet z z pohybové rovnice pro nehmotna pole o spinu 3/2. Z matematického
hlediska je posloupnost jistou variantou BGG-rezoluce pro spinory. R. Penrose tento
komplex pouzil az na drobné modifikace v sérii ¢lankt v Twistor Newsletter (viz
Penrose [1-5]), v nichZ se snazil interpretovat twistory jako nadboje nehmotnych poli
o spinu 3/2, viz tvod.

Kapitola se skldda ze dvou paragrafi. V prvnim z nich uvedeme znam4a fakta
vztahujici se k BGG-rezoluci pro spinory. V druhém paragrafu budeme definovat

vySe zminénou posloupnost a dokdzeme jeji exaktnost.

§1. BGG-REZOLUCE PRO SPINORY.

V tomto paragrafu definujme BGG-rezoluci pro spinory pro obecnéjsi situaci,
neZ kterou se budeme nakonec (v druhém paragrafu) zabyvat.

Necht (M, g) je pseudoriemannova varieta dimenze m = 2n signatury (k,1),
k+1=m. Necht (X, p, M,SO(k,1),) je hlavni fibrovany bandl orientovanych orto-
normalnich repéri (hlavni fibrovany bandl se strukturni grupou SO(k,!),). Necht
na M existuje Spin-struktura (M,A), A : P — X, tj. (P, 7, M, Spin(k,l),) je hlavni
fibrovany prostor se strukturni grupou Spin(k,[), a diagram na nésledujicim obr.

komutuje (horizontélni Sipky znaci akci p¥islusnych grup na totalnim prostoru).

P x Spin(1,3), — P

X X 50(1,3)+ — X

Necht (Si,q, M) je prostiednictvim (4)-spinorové reprezentace -, S*, grupy

6(+)-spinorové reprezentace se definuji analogicky pifpadu m = 4, ST := Ly 1,87 =
F 1 1 1.
2rn3 T
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Spin(k,l), asociovany vektorovy fibrovany bandl, tzv. spinorovy bandl, k hlav-
nimu fibrovanému bandlu (P,w, M, Spin(k,l);). Oznaéme V : ['(M,T*M) —
I'(M,T*M®T M) Levi-Civitovu kovariantni derivaci na (M, g). Konexi na (X, p, M)
prislusnou k této Levi-Civiteové kovariantni derivaci ozna¢me Z. Konexe Z de-
finuje konexi Z' na (P,m, M, Spin(k,l);). Koneéné, k této konexi Z' definujme
prostiednictvim (&)-spinorové reprezentace asociovanou kovariantni derivaci V5
na (Si,q, M). k-té rozsifeni kovariantni derivace V°* budeme znacit V,fi
D(M, NF(T*M) ® Si) = D(M, N*TH(T*M) ® Sy).

Oznaéme: B := D(M, \'(T*M) ® S1) ® C. 7 Tento tenzorovy soudin nep¥ed-
stavuje obecné ireducibilni reprezentace grupy Spin(k,l)., jak jsme se o tom ve
specialnim pripadé presvédcili v kapitole 4, kde jsme vySetfovali tyto tenzorové sou-
¢iny pro specialni ptfipad: £ = 1,1 = 3. Pomoci tam uzitého algoritmu lze ukazat, ze
se tyto soudiny rozpadaji analogicky jako v tam uvazovaném piipadu. (Tento fakt
nebudeme dokazovat, nebot jej budeme v nasledujicim paragrafu potfebovat jen pro
jiz dokazany pi¥ipad k = 1,1 = 3.) Schematicky lze tuto dekompozici prok = 1,1 =3

a (+)-spinorovy bandl vystihnout nésledujicim obrézkem:

N L
@ @D Y
Bl E2l Bl
+ + +
@

E>?
Definujme nasledujici operatory.

Definice 12: (Operatory D, T, S)
Necht Wi’j znadi invariantni projekci prostoru E%¥ na jeho j-tou ireducibilni kom-

ponentu (¢islovani komponent viz predchozi obr.). Oznaéme néasledujici operatory

"E' je tedy svazek komplexifikovanych vektorovych prostort spinorhodnotovych vnéjsich dife-
rencidlnich forem na M.

48



prvniho radu:
. L s . L
1. Db = ghthi o A/ EMI _ it

k.j k41,541 s k,j k+1,5+1
2. T:l:] = 7T:|:+ I+ O Vki : Eij — E:I:+ I+ ;
kyj k+1,5—-1 s kyj k+1,5—1
3. Sij = 7T:|:+ J O Vki : E:l:] — E:l:+ J
pro vSechny vhodné hodnoty indext 7, k.

Poznamka: Operatory D resp. T byva zvykem nazyvat po fadé Diracuv resp.

tunstorovy operator.

Definice 13: Operatory X, Y
Operator X : Ey — E_ je definovan predpisem

X(w® s) Z eNwRes
Operétor Y : E} — EZ je definovin pfedpisem:
w ® s Z le;W & €8

kde w € T'(M, N (T*M)), s € T'(M, Sy), {ei}i=1,..m je néjaka lokalni ortonormalni
baze TMy a {€'}iz1...m je k ni duélni baze. e;s zna&i Cliffordovo nasobeni (viz
Baum [8]) prvku e; a s.

Nyni jiz mizeme formulovat zakladni prostiedek, ktery budeme pouzivat, BGG-

rezoluci pro spinory.

Lemma (BGG-rezoluce pro spinory):

Necht (M,g) je konformné plochd pseudoriemannova varieta. Posloupnost
(A d; ) 0,...,2n»

kde A7 := Ei’],j =0,...,n—1,

A™ .= E?" @ E™M",

ATt = Ertinsi g =1, ....n

dj:==T1,5=0,...,n—2,

dj:=8"7 j=n+1,.,2n—1,
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dpy =T '+ T oY oDVl d, :=D""oY oS+ 5" jeexaktni komplex.

Nazyva se BGG-rezoluce pro spinory.

Dukaz: viz Severa [15].

Dilezity prostredek diikazu exaktnosti posloupnosti tvori nasledujici lemma.

Lemma (O antikomutativnosti):
Pokud skaldrni kifivost x pseudoriemannovy variety (M, g) je rovna nule, potom

diagram na nésledujicim obr. antikomutuje.

po:o pLo
0,0 “+ 1,0 Y+ 2,0
E? E; EY

0,0 /1
T+\* Sy

1,1
EY

Dukaz: viz Severa [15].

§2. EXAKTNI POSLOUPNOST PRO NEHMOTNA POLE SE SPINEM § =
3/2.

Specifikujme geometrickou strukturu, na niz budeme formulovat vysledek prace:
Necht (M, g) je ¢asoprostor a (M, A) Spin-struktura na tomto ¢asoprostoru. (Tento
predpoklad lze pro dalsi oslabit, napf. vypusténim casové orientovatelnosti. Tato

podminka v8ak z fyzikalniho pohledu nijak omezujici neni.)

Véta 8:

Na zakladé véty o rozkladu Spin(1, 3),-reprezentaci plati (jedna se zaroven o ozna-

Ceni):

EY :=1(M,5.),

By = (M, Ss),

E}' :=T(M,®%S: ® S3),
EY’ :=T(M,S:),

EY :=T(M,®%S;: ® S4),
E?? :=T(M,?Sy),

EY° = (M, S5),

EY :=T(M,®%5: ® S),
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EY® :=T(M,5,).

Vyse uvedené fezy povazujeme za svazky Spin(1,3) -moduli.

Dikaz: Plyne z véty o rozkladu reprezentaci grupy Spin(1,3),.
Nyni mtizeme pristoupit k definici posloupnosti, ktera spolu s diitkazem jeji exakt-
nosti tvori hlavni vysledek prace.

Definujme posloupnost

kde jednotlivé atomy predstavuji nize definované svazky:

1. §":=EY°
S":={I1; € E*°|V ;115 = 0},
S = {(QA,HA) eSS o S”|VAAQB = _iGABHA}-

2. T':= E%°,
T" := {7TA' € Eg’o VBAﬂ'A = 0},
T :={(wp, ;) €T ®T"|V ;Bwp = 2ir;}.

3. U ==A{pipc € E}r’l‘vAAPABc =0},

U" = {030 € B [Vi5"0/45¢) = 0},
U:={(pipc:oipc) €U & U”|V(BB:0A)BC = 2i0p0}-

4. V' =0,
V" .= E>?
Vi={(0,0,43¢) € V' @ V"|(30,0,45¢) € UNVe 0450 =Yase)}-

Nyni definujme zobrazeni s, ¢, u:
1. s:=1dg,
2. twp ®m4) =V jcwn) ® VT,

A
3. w(pipc @ 0ipe) ==V PBcyi © V(CCUAB)(:-
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Véta 9:
Pro kazdy plochy (RY = 0) ¢asoprostor (M, g) se Spin-strukturou (M, A) je po-

sloupnost

03sS31T4H5Uusv Yo,

kde atomy S,T,U,V a zobrazeni s,t,u jsou definovany vySe, exaktni posloupnosti

svazkl.

Dikaz:
1. Nejprve ovéime, ze zobrazeni mezi atomy Tetézce jsou ”do”.

(a) zobrazeni 0 je samoziejmé do S.
(b) s je do T, nebot
i. pokud II; € S”, potom VBAHA = ABY 01, = 480 = 0 dik
definici S”. Odtud s(II;) € T".
ii. IT; € S implikuje 3 Qp € S’ 7e V ;1,05 = —ieapll ;. Pouzivajice
toho dostaneme:
V05 = €84V 1, Qp = —Plieqpll; =i GLBEA_@ I, = 2401
2
(c) tje do U. Oznatme p;pc =V jpwe), 0ipc = VoiTi-
i Ve = V' Viiews) = V'V jows) = 0 dik tomu, Ze
BGG-rezoluce je komplex.

ii. Uzijme-li antikomutativnosti diagramu na nasledujicim obrazku,

poo pLo
0,0 “+ 1,0 “+ 2,0
E" —FE) —E,

N
T+\ S+

E}
dostaneme, ze plati:
(T°V)pipe = (WOV)(V jewn) = —VaP Ve = —V,4P2imy =
—QiVABWB = —2i0 = 0, kde v pfedposledni rovnosti jsme uzili defi-

nici T" a v t¥eti rovnosti definici 7.

8Pokud Riemannova kiivost R # 0, je antikomutativita stale jesté platnd, predpokladame-li, ze
skalarni kfivost k je nulova, kK = 0.
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iii. Provedme nasledujici vypocet
V50 is10) = V" Veysmi = Vis? Veyims = 0 dik definici 7.
iv. Vis®pivse = Vie" Viyews) = 21V iTp) = 2i0 50, kde jsme uzili
definici wp a 7.

Odtud plyne, ze t(wp ® 74) € U.

(d) u je do V, nebot: u(pipc) = V(AApBC)A = 0, jak plyne z definice U’.
w(pipc®ocip) = (0,u(os45)). Odtud plyne, Ze (vzhledem k definici V)
jeudo V.

2. Nyni ukazeme, ze vySe definovany retézec je fetézcovy komplex.

(a) s00=0
(b) Spoéitejme t o s.

i. Necht (Qp,11;) € S. Jelikoz s je identita, staci tento prvek zobrazit
via t. 1(Qp) = V jo2p) = —ieen Il = 0, kde jsme vyuzili defini¢-
niho vztahu V , ;Qp = —iespll ;.

ii. Z definice S” plyne: t(I1;) = VI, = 0.

(c) wot =0, nebot BGG-rezoluce je komplex.

(d) wo0 =0 je samoziejmé splnéno.
3. V tomto bodu se budeme zabyvat exaktnosti komplexu.

(a) Exaktnost v druhém bodé posloupnosti je ekvivalentni injektivité zobra-

zeni s. Jelikoz s = id, je exaktnost evidentni.

(b) Exaktnost v tfetim bodé je dik odstavci 2 ekvivalentni inkluzi: Kert C
Ims, kterou nyni dokazeme:

Necht wp @ 7; € T a spliuji: wg & 7,; € Kert, tj. plati

VC(B'”A) =0 (23)
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Zvolme Qp := wp a Il ; := 7, jako kandidaty na vzory s. Zfejmé s(Q2p &

II;) =wp ®m,. Ovéime, ze Qp DI, € S.
i. V nésledujicim vypoctu pouzijeme tvrzeni, které ika, ze antisymet-
rické spinory jsou Cisté stopy, a které jsme dokazali v predchozi ka-
pitole. V4 ;llz = V1 imp = 3€i3Va“Te + Vyim = 0+ 0 = 0,
pri¢emz nulovost prvniho ¢lenu plyne z definice 7" a druhého z rov-
nice (6).
ii. V,,,Q =V jwp= VA(AOJB)Q + %GABVACLUC =0+ %ZZ’GAB(—WA) =
—i€4pT . Iim jsme dokazali exaktnost v bodé T.
(c) Exaktnost ve ¢tvrtém bodé: Keru C Imt. Necht pige @ 0ipc € U a

u(pige ® 0ige) = 0. Z exaktnosti BGG plyne existence wp takové, ze

VicwB) = Pipc- 10

Definujme 7 := —2iV ;"wp. Direktni suma wp®m ; bude kandiddtem na
vzor. Stadi ukazat, ze wp @, € T. Fakt t(wp ®74) = pipc D0 ipc totiz
plyne z konstrukce kandidata. Pouzijeme-li antikomutativnosti diagramu

na nasledujicim obrazku,

po0o pLo
0,0 “+ 1,0 “+ 2,0
E7 E; E?

o
T+\* S+

1,1
E

dostaneme:
Ao C . 2,0 ) . 2,0 )
V'V i we = —mVV jguey = =1V ipe

Dik tomu, ze VAApABC = 0, jak je uvedeno v definici modulu U’, je
specialné i projekce ve vySe uvedeném vztahu, reprezentujicim antiko-
mutativitu, rovna nule. Tuto rovnost pouzijeme v nasledujicim vypoctu:

VBATFA = —%iVBAVACwC =0. 1

9Prvni ¢len v t¥eti rovnosti piedchoziho vypoétu je nulovy dik rovnici (5).

1%Snadno ovéfime zbyvajici podminku di(p) = 0, nebot di(p) = Ti(p) + TL(Y(DL(p))) =
0+2iTY(Y(0)) =0+0=0.T*(Y(0)) =0, nebot T:(¢) =0 a Y je izomorfizmus Spin-moduli -
viz Severa [15].

1 Obstrukei k antikomutativité vyse uvedeného diagramu je skalarni kiivost k.
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(d) Exaktnost v bodé 5 je ekvivalentni tomu, Ze u je surjektivni, coz plyne

bezprostiedné z definice prostoru V.

Poznamka: Vsimnéme si, 7e jsme v dikazu potiebovali platnost W = k = 0.
Chtéli-li bychom vétu zobecnit pro nékteré sirsi t¥idy kiivych variet, museli bychom
modifikovat diikaz, pop¥. definice moduli a/nebo zobrazeni mezi nimi, ¢imz bychom
se vSak zfejmé vzdalili od Penroseovych intenci, formulovanych v diive zminéné sérii
¢lankid v Twistor Newsletter, viz Penrose [1-5].

Formulujme nésledujici zobecnéni predchozi véty:

Véta 10:
Pro kazdou konformné plochou pseudoriemannovu varietu (M, g) s nulovou skalarni

kiivosti, kK = 0, dimenze dimM = 4 se Spin-strukturou (M, A) je posloupnost

kde atomy S,T,U,V a zobrazeni s,t,u jsou definovany vysSe, exaktni posloupnosti

svazki.

Dukaz: plyne z pfedchoziho diikazu (véetné poznadmek 8 a 11 pod ¢arou, které se

opiraji o lemma o antikomutativité).
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