Piiklady na 8. tyden

Metrické prostory, topologie R"

1. Jako vzdalenost mezi dvéma misty na tzemi{ CR definujme jako
a) vzddlenost na mapé b) nejkratsi vzdélenost jizdy autem c) cena
jizdenky CD. Jde v téchto pifpadech o metriku? (Pro pifpad b), c)
ji chapeme pouze na takové podmnoziné, kde ma funkce vzdalenost
smysl.)

2. Oveéite, zda nésledujici mnoziny posloupnosti x = (x1, 22, .. .) jsou met-
rické prostory.
a) MnoZina l1 vSech posloupnosti spliujici Y07, |x,| < 0o s metrikou

o(z,y) = 2521 |0 — Ul

b) Mnozina l2 vSech posloupnostl splaujici 300, |z,|* < oo s metrikou
o(z,y) = (X2 [on — yal*)?
c) Mnozina loo Vsech posloupnostl splaujici sup,, |z,| < oo s metrikou

3. V R? s obvyklou metrikou najdéte uzéveéry grafu nésledujicich funkef

a)
1
_fosins x#0
J(@) = { 0 =0
b) f(xz) = D(z) (Dirichletova funkce).
4. Najdéte vnitiek, uzavér a hranici nasledujicich mnozin
a) Mnozina vsech racionélnich ¢isel z intervalu (0,1) C R
b) Mnozina viech (z,y) € R? spliiujicich nerovnosti
Pyt <1, y>0.
¢) Mnozina véech (7,y, 2) € R? spliujicich nerovnosti

2| <2?+9* < 1.

d) R\ {%;n € N}.
e) Jednotkovy kruh se stfedem v pocatku bez tsecky [—%; %]



10.

11.
12.

13.

Které z néasledujicich mnozin jsou oteviené resp. uzaviené

a) Mnozina viech (z,v,2) € R? spliiujicich nerovnost
422> 1

b) Mnozina viech (z,y, ) € R? spliiujicich nerovnost

l<a?4+y?+22<2.

Najdéte vnittek a uzavér mnozin (v zavislosti na t € R)
M, = {(z,y) € B (|2| + [yl)e” D < ¢}
Je mnozina
M = {(z,y,2) € R*;2 < ayz < 4}

omezena?’
Dokazte omezenost mnoziny

M ={(z,y) e R*2* +9* — 22y = 0,2 > 0,y > 0}
Dokazte konvexitu mnoziny

M = {(z,y,2) € R%|z| + e’ < e,2® +y* + 2% < 2}
Dokazte souvislost mnoziny

M = {(x,y) € R* 2* + |arctan z| + y%elY! = 2}

Necht A C X. Dokaite, ze 0A = AN (X \ A).

Necht A, B ¢ RY. Ukaite, ze (0A x B)U (A x 0B) C 9(A x B). Kdy
plati rovnost?

Necht X, Y jsou metrické prostory (popt. RY, RM pokud vam to
pomiiZe pro lepsf predstavu). Necht A, B C X. Dokazte

(a) A =int AUOJA (disjunktne)

b) X =int AUext AU OA (disjunktne)

c) A je nejmensi uzaviend nadmnozina A

d) int A je nejvétsi oteviend podmnozina A

e) ext A je nejvétsi oteviend mnozina disjunktni s A
f) 2o € A prave kdyz existuji x, € A, z, — w0

g) AUB=AUB

h) Plati analogické tvrzeni pro prunik?

)

(
(
(
(
(
(
(
(

i) Je-li F': X — Y spojité, je F(A) C F(A).



