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e-mail vedoućıho: Svatopluk.Krysl@mff.cuni.cz

Abstrakt

Předkládaná práce shrnuje základńı koncepce teorie spinor̊u a za-
sazuje spinory do obecněǰśıho kontextu speciálńı teorie relativity. V
postupných kroćıch zavád́ıme spinový prostor a spinorovou algebru.
Pomoćı Infeld - van der Waerdenových symbol̊u následně vnoř́ıme
tenzorovou algebru do spinorové. Z aplikaćı teorie se práce omezuje
na přeformulováńı základńıch objekt̊u elektrodynamiky do spinor̊u.

Hlavńı d̊uraz je kladen na srozumitelnost textu. I proto se prvńı
dvě kapitoly věnuj́ı grupě Lorentzových transformaćı a podrobné kon-
strukci nakryt́ı grupy komplexńıch matic s jednotkovým determinan-
tem na vlastńı Lorentzovu grupu. Dokázána je mj. věta o rozkladu
libovolné Lorentzovy transformace na rotaci, boost a rotaci.

V textu d̊usledně rozlǐsujeme mezi souřadnicovým a bezsouřad-
nicovým (geometrickým) zápisem, zápisem ve složkách a metodou
abstraktńıch index̊u.

Kĺıčová slova: Lorentzova grupa, spinor, Infeld - van der Waerdenovy sym-
boly

3



Title: Spinors in Minkowski space time
Author: Milan Vaňkát
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Abstract

In the bachelor thesis, we explain the theory of spinors and present
them in a more general context of the special theory of relativity.
First, the concepts of spin space and spinor algebra are gradually in-
troduced. In the following step we immerse the corresponding worldten-
sor algebra using Infeld - van der Waerden symbols in the spinor
algebra. Concernig applications of the theory, the basic objects of
electrodynamics are reformulated into spinors.

Comprehensibility of the thesis is emphasized. In the first two
chapters we discuss the Lorentz transformation and covering map
of the complex unimodular group to the Lorentz group. A proof of
a decomposition of an arbitrary Lorentz transformation in rotation,
boost and rotation is included.

In the thesis we consistently distinguish between coordinate and
coordinate–free (geometrical) notation, components notation and ab-
stract index notation.

Keywords: Lorentz group, spinor, Infeld - van der Waerden symbols
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Úvod

Stejně jako žádný učený z nebe nespadl, nespadla z nebe ani žádná úplná
matematická teorie. Tak jako každý člověk – a nejen ten učený – jedinečně
odráž́ı dobu, v ńıž žije, zrcadĺı i teorie spinor̊u fyziku 20. stolet́ı a vývoj
lidského poznáńı v̊ubec.

Předkládaný text lze č́ıst hned na několika úrovńıch. Těžǐstěm zájmu
nemuśı být jen samotný obsah - grupa Lorentzových transformaćı a úvod k
teorii spinor̊u, ale i forma – konkrétńı aplikace formalismů současné fyziky.
Důsledně je rozlǐsován souřadnicový a bezsouřadnicový zápis, zápis ve slož-
kách a metoda abstraktńıch index̊u.

Povzneseme-li se od obsahu ještě výše, jev́ı se teorie spinor̊u jako př́ıklad
věčného proĺınáńı fyzikálńıch představ, chladné matematické logiky a experi-
mentu. Stejně jako přeformulováńı Newtonovy mechaniky do hamiltonovské-
ho hávu otevřelo dveře ke kvantové mechanice, stav́ı spinory most mezi kla-
sickou relativistickou fyzikou a nanejvýš kvantovou vlastnost́ı mikrosvěta –
spinem. Ve zkratce tak čtenáře čeká cesta od Michelsonova-Morleyova až ke
Sternovu-Gerlachovu experimentu.

Z perspektivy zaměřeńı práce – bakalářská práce, či z pohledu erudova-
nosti autora – ńızké neńı možné očekávat rozsáhlé monografické d́ılo ani
podrobný rozbor výše zmı́něných experiment̊u. Přesto autor věř́ı, že by
výsledný text mohl př́ıpadným zájemc̊um pomoci v seznamováńı se se základ-
ńımi ideami teorie.

Kapitola 1 – Lorentzova transformace př́ımo rozšǐruje látku prob́ıranou
na přednášce ze speciálńı teorie relativity pro 2. ročńık. Vedle zavedeńı
Lorentzových grup O(1, 3), SO(1, 3)+, grupy rotaćı R a grupy speciálńıch
Lorentzových transformaćı B (boost̊u) obsahuje i d̊ukaz věty o rozkladu li-
bovolné Lorentzovy transformace SO(1, 3)+ na rotaci, boost a rotaci.
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Kapitola 2 je věnována podrobné konstrukci zobrazeńı Υ : SL(2,C) →
SO(1, 3)+. Dokazuj́ı se základńı vlastnosti nakryt́ı – grupový homomorfis-
mus, fundamentálńı dvouhodnotovost i zachováńı podgrup Υ : SU(2)→ R.
Jako nosiče reprezentace SL(2,C) slouž́ı 2×2 komplexńı hermitovské matice,
spinory jako takové přináš́ı až kapitola následuj́ıćı.

Kapitola 3 představuje těžǐstě práce. Definuje se spinový prostor a po-
moćı abstraktńıch index̊u spinorová algebra. Nakryt́ı Υ źıskává nový význam
v kanonické korespondenci hermitovských spinor̊u a tenzor̊u. Elegantńı spi-
norovou formulaci obléknou vedle čtyřvektor̊u, Minkowského tenzoru a ten-
zoru elektromagnetického pole i Lorentzova śıla a Maxwellovy rovnice. V
závěrečné části vysvitnou spinory na světlo světa, a to doslova – spinovým
vektor̊um (resp. jejich tř́ıdám) se podař́ı jednoznačně přǐradit body na světel-
ném kuželi (tzv. vlajky).
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Kapitola 1

Lorentzova transformace

Středem zájmu úvodńı kapitoly je Lorentzova transformace jako matema-
tický objekt (odd́ıly 1.3 ↔ 1.6), př́ıpadně obecněji prostoročas jako mate-
matická struktura (odd́ıl 1.2). Úvodńı část 1.1 zavád́ı potřebný formalismus
a přidává i fyzikálńı motivaci – princip kovariance a Zeeman̊uv teorém.

1.1 Princip kovariance

Vytvořit trojrozměrný souřadný systém je nanejvýš jednoduché (na rozd́ıl
od čtyřrozměrného). Stač́ı vztyčit popořadě palec (~e1), ukazováček (~e2) a
prostředńıček (~e3) do tř́ı vzájemně kolmých směr̊u. Vektorem ~r pak může být
pomyslná šipka spojuj́ıćı počátek soustavy souřadné (ruku) a kulečńıkovou
kouli lež́ıćı na billiardu opodál. Snadným experimentem zjist́ıme, že při
rotaci souřadného systému (otočeńı zapěst́ı, {~ei}3

i=1 7→ {~e′i}3
i=1) z̊ustává svět

kolem nás stále týž, polohu koule nevyj́ımaje: ~r = ri~ei = r′i~e′i
1. Na aktuálńı

poloze ruky zjevně nezáviśı ani výsledek srážky dvou kulečńıkových kouĺı,
celkové hybnosti před (~pIN) a po srážce (~pOUT ) se rovnaj́ı po složkách, bez
ohledu na to, v̊uči které bázi rovnost vyjadřujeme. Požadavek, aby nejen
zákon zachováńı hybnosti, ale fyzikálńı zákony v̊ubec měly tvar nezávislý na
konkrétńım natočeńı souřadného systému nazveme princip kovariance v̊uči
rotaćım.

Speciálńı teorie relativity v prvńı řadě precizuje pojem souřadného systé-
mu - z klasické mechaniky přej́ımá inerciálńı souřadný systém (ISS). Ke třem

1S použit́ım sumačńı konvence – automaticky se sč́ıtá přes dva indexy, z nichž jeden
je nahoře a jeden dole, aniž by se explicitně vypisoval znak

∑
.

8



prostorovým rozměr̊um přibývá rozměr čtvrtý – čas (e0). Pro odlǐseńı od kla-
sických (tř́ı)vektor̊u – sázených se šipkou budou v textu (čtyř)vektory pros-
toročasu sázeny tučně. Bázi souřadného systému S tak tvoř́ı {e0, e1, e2, e3} ≡
{e0} ∪ {ei}3

i=1 ≡ {eµ}3
µ=0

2. Dále uvažujeme výhradně inerciálńı systémy
souřadné, podmı́nky kladené na bázi ISS upřesňuje odd́ıl 1.2.

Bodem (polohovým vektorem) x prostoročasu rozumı́me událost – např́ı-
klad t’uknut́ı tužkou do stolu. Vzhledem k danému souřadnému systému
S je událost určena svou polohou (xi) a časovou souřadnićı (x0). Časovou
souřadnici měř́ıme stejně jako prostorové souřadnice v jednotkách délky.
Uvažujme tedy x0 = ct, kde c znač́ı rychlost světla ve vakuu a t čas. Plat́ı

x = xµeµ ≡ x0e0 + x1e1 + x2e2 + x3e3 a (1.1)

x ≡


x0

x1

x2

x3

 = (x0, x1, x2, x3)T . (1.2)

Při přechodu do jiného inerciálńıho souřadného systému S ′ (pohybuj́ıćıho
se v̊uči S rovnoměrně př́ımočaře) z̊ustává svět (děńı) kolem nás stále týž, tj.

x = xµeµ = x′µe′µ. (1.3)

Obecný tvar transformace x′(x), resp. x(x′) je vymezen výsledkem Michel-
sonova-Morleyova experimentu. Rychlost světla muśı být v obou souřadných
systémech stejná, rovna jedné (viz zavedeńı x0). Podrobněji, označ́ıme-li
x,x0 dvě r̊uzné události na trajektorii (světočáře) téhož fotonu, plat́ı v S,
resp. S ′ rovnosti

(x1 − x1
0)2 + (x2 − x2

0)2 + (x3 − x3
0)2 − (x0 − x0

0)2 = 0 (1.4a)

(x′1 − x′10 )2 + (x′2 − x′20 )2 + (x′3 − x′30 )2 − (x′0 − x′00 )2 = 0 (1.4b)

Jinými slovy transformace x′(x), resp. x(x′) nutně zobrazuje světelný
kužel (s vrcholem v libovolném bodě) opět na světelný kužel. Zároveň je
přirozené předpokládat, že se oba pozorovatelé shoduj́ı na směru času (let́ı-
li foton do budoucnosti nebo do minulosti), a proto

x0 > x0
0 ⇐⇒ x′0 > x′00 . (1.5)

Uvedené podmı́nky postačuj́ı k vysloveńı Zeemanova teorému.

2V souladu s obecnou konvenćı vyhrazuj́ıćı ṕısmena latinky prostorovým souřadnićım,
zat́ımco řecká ṕısmena odkazuj́ı na libovolný rozměr prostoročasu
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Věta – Zeeman̊uv teorém. Necht’ x′(x), resp. x(x′) jsou vzájemně inverźı
zobrazeńı R4 na sebe sama. Necht’ pro kažké x, x0 ∈ R4 lež́ıćı na světočáře
fotonu (1.4a) plat́ı:

i. x′(x), x′0(x0) splňuj́ı (1.4b)

ii. x0 > x0
0 ⇐⇒ x′0(x) > x′00 (x0)

Necht’ x(x′) splňuje analogické předpoklady. Potom x′(x) lze vyjádřit jako
složené zobrazeńı x′(x) = S ◦ T ◦ Λ, kde:

1. S(x) = kx, k > 0,

2. T (x) = x+ y0, y0 ∈ R4 a

3. Λ(x) = Λx ≡


Λ0

0 Λ0
1 Λ0

2 Λ0
3

Λ1
0 Λ1

1 Λ1
2 Λ1

3

Λ2
0 Λ2

1 Λ2
2 Λ2

3

Λ3
0 A3

1 Λ3
2 Λ3

3



x0

x1

x2

x3

 .

Matice Λ vyhovuje definičńı podmı́nce obecné Lorentzovy grupy (1.14a)
a nav́ıc prvek Λ0

0 ≥ 1.

D̊ukaz. Důkaz Zeemanova teorému lze naj́ıt v [1, str. 66].

Zobrazeńı S, resp. T odpov́ıdaj́ı škálováńı os, resp. posunu počátku
souřadnic (prostorového i časového). Dohodnou-li se pozorovatelé v S a
S ′ na společné soustavě jednotek (tj. k = 1) a zvoĺı-li souřadné systémy
tak, že počátky souřadnic splývaj́ı (tj. y0 = (0, 0, 0, 0)T , prostorové počátky
souřadnic se mı́jej́ı – koinciduj́ı – v čase x0 = 0 = x′0), jsou zobrazeńı S i T
identitou. Transformace x′(x) se t́ım pádem redukuje na lineárńım zobrazeńı
Λ, tj.

x′(x) = Λx ≡


Λ0

0 Λ0
1 Λ0

2 Λ0
3

Λ1
0 Λ1

1 Λ1
2 Λ1

3

Λ2
0 Λ2

1 Λ2
2 Λ2

3

Λ3
0 Λ3

1 Λ3
2 Λ3

3



x0

x1

x2

x3

 . (1.6)

Př́ıpadně ve složkách
x′µ = Λµ

νx
ν . (1.7)

Michelson̊uv-Morleẙuv experiment ukázal rovnocennost všech inerciál-
ńıch soustav vzhledem k rychlosti š́ı̌reńı světla. Vhodnou transformaćı sou-
řadnic mezi ISS je pak (d́ıky Zeemanovu teorému) transformace Λ, tzv.
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Lorentzova transformace. Einsteinem objevená speciálńı teorie relativity ve
vytyčené cestě pokračuje a formuluje fyzikálńı zákony ve shodě s principem
kovariance v̊uči Lorentzovým transformaćım.

1.2 Prostoročas

Zeeman̊uv teorém zkoncentroval požadavek konstantńı rychlosti světla do
definičńı podmı́nky (1.14a). Jej́ım zkoumáńım se zabývá zbytek kapitoly.
Nejprve – nyńı již rigorózně – definujeme prostoročas.

Minkowského prostoročas, zkráceně prostoročas nazveme čtyřrozměrný
reálný vektorovový prostor V se symetrickou, nedegenerovanou, bilineárńı
formou η signatury (1, 3).

V řeči symbol̊u představuje Minkowského prostoročas dvojici (V,η)

η : V ×V → R (1.8)

(v,w) 7→ η(v,w) ∈ R, ∀v,w ∈ V

splňuj́ıćı axiomy:

i. ∀a, b ∈ R η(au + bv,w) = aη(u,w) + bη(v,w) (linearita)

ii. η(v,w) = η(w,v) (symetrie)

iii. η(v,w) = 0 ∀w ∈ V =⇒ v = 0 (nedegenerovanost)

V bodech (i) až (iii) splývaj́ı požadavky kladené na zobrazeńı η s ax-
iomy skalárńıho součinu. Chyb́ı pouze předpoklad η(v,v) ≥ 0 ∀v ∈
V.
Z analogie s lineárńı algebrou proto v́ıme, že existuje úplná ortogonálńı
báze (źıskaná např. pomoćı Gramm-Schmidtovy ortogonalizace). Poža-
davek na signaturu η uplatńıme ve chv́ıli, kdy zkonstruovanou bázi
normalizujeme.

iv. ∃{eα}3
α=0 báze ve V : η(eα, eβ) = ηαβ α, β = 0 . . . 3 (signatura)

η =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (1.9)
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Souřadný systém určený ortonormálńı báźı vzhledem k η (tj. η(eα, eβ) =
ηαβ α, β = 0 . . . 3) nazveme inerciálńı.

V definici (1.8) shledáváme, že zobrazeńı η je tenzorem řádu
(

0
2

)
(multi-

linearitu zaručuj́ı body (i) a (ii)). Tenzor η bývá na počest německého
matematika Hermanna Minkowského nazýván Minkowského metrický ten-
zor.

Rovnice η(eα, eβ) = ηαβ pak neńı nič́ım jiným než souřadnicovým vyjá-
dřeńım Minkowského tenzoru v bázi {eα}. Označ́ıme-li {εβ}3

β=0 prvky duálńı

báze, εβ(eα) = δβα, můžeme pro Minkowského metrický tenzor psát

η = η(eα, eβ)εα ⊗ εβ = ηαβε
α ⊗ εβ. (1.10)

V souřadnićıch dále vyč́ısĺıme p̊usobeńı metrického tenzoru na prvky V
následovně

η(v,w) = ηαβv
αwβ = vTηw v = vαeα,w = wβeβ. (1.11)

Kvadratickou formu indukovanou Minkowského metrickým tenzorem ozna-
č́ıme Q a nazveme čtyřinterval.

Q(v) ≡ η(v,v) = ηαβv
αvβ = vTηv. (1.12)

Ze znalosti čtyřintervalu lze Minkowského tenzor jednoznačně rekonstruovat,
nebot’ plat́ı

η(v,w) =
1

2
[Q(v) +Q(w)−Q(v −w)] . (1.13)

Pomoćı čtyřintervalu rozlǐsujeme vektory x ∈ V prostorupodobné s Q(x) >
0, světelné sQ(x) = 0 a časupodobné sQ(x) < 0. Nadplochu {x ∈ V,Q(x) =
0} nazveme světelný kužel.

1.3 Obecná Lorentzova grupa O(1, 3)

Obecnou Lorentzovu grupu O(1, 3) definujeme jako množinu všech matic
Λ ∈ GL(4,R)3 vyhovuj́ıćıch podmı́nce

ΛTηΛ = η , tj. (1.14a)

O(1, 3) = {Λ ∈ GL(4,R) | ΛTηΛ = η}. (1.15)

3GL(4,R) představuje reálné regulárńı matice 4× 4. Viz přehled grup v Dodatku.
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Nejprve dokažme, že množina O(1, 3) tvoř́ı grupu v̊uči operaci mati-
cového násobeńı.

Připomeňme nejprve definici grupy.

Definice. Množina G s operaćı � tvoř́ı grupu, jsou-li pro každé g, h, k ∈ G
splněny axiomy:

(G1) g � h ∈ G (uzavřenost)

(G2) (g � h)� k = g � (h� k) (asociativita)

(G3) ∃e ∈ G e� g = g � e = g (jednotkový prvek)

(G4) ∃g−1 ∈ G g � g−1 = g−1 � g = e (inverzńı prvek)

Asociativita (G2) je zaručena asociativitou maticového násobeńı. Uza-
vřenost (G1) dokážeme př́ımo (Λ1Λ2)TηΛ1Λ2 = ΛT

2 ΛT
1 ηΛ1Λ2 = ΛT

2 (ΛT
1 ηΛ1)Λ2

= ΛT
2 ηΛ2 = η. Jednotkový prvek e zastupuje jednotková matice 1, v (G3)

zbývá ověřit př́ıslušnost matice identity k obecné Lorentzově grupě: 1Tη1 =
η.

Inverzi (G4) libovolné Lorentzovy transformace Λ lze vypoč́ıst z definičńı
podmı́nky (1.14a) použit́ım η2 = 1, př́ıp. ηT = η:

Λ−1 = ηΛTη (1.16)

Důkaz grupové struktury O(1, 3) uzav́ırá tvrzeńı Λ−1 ∈ O(1, 3):
(Λ−1)TηΛ−1 = (ηΛTη)TηηΛTη = ηΛηηηΛTη = ηΛ(η2)(ηΛTη) = ηΛΛ−1 = η.

Definičńı podmı́nku (1.14a) a formuli pro inverzńı matici (1.16) můžeme
ekvivalentě vyjádřit ve složkách:

(Λα
γ)
TηγδΛ

δ
β = ηαβ

Λγ
αΛδ

βηγδ = ηαβ ∀ α, β = 0, . . . , 3 (1.14b)

Složky matice Λ−1 bývá zvykem označovat (Λ−1)αβ ≡ Λβ
α :

Λ−1 =


Λ0

0 Λ1
0 Λ2

0 Λ3
0

Λ0
1 Λ1

1 Λ2
1 Λ3

1

Λ0
2 Λ1

2 Λ2
2 Λ3

2

Λ0
3 Λ1

3 Λ2
3 Λ3

3

 (1.17)
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Předpis pro inverzi (1.16) přeṕı̌seme ve složkách do podoby:

Λ0
0 = Λ0

0

Λ0
i = −Λ0

i a Λi
0 = −Λi

0 (1.18)

Λi
j = Λi

j

Zadanou matici Lorentzovy transformace Λ = [Λµ
ν ] lze interpretovat

dvěma rovnocennými zp̊usoby.
Doposud jsme uvažovali tzv. pasivńı interpretaci – přepoč́ıtávaj́ı se složky

vektor̊u ze souřadného systému S ≡ {eµ} do S ′ ≡ {e′µ}, ale vektory samotné
se neměńı 4:

x = xµeµ = x′νe′ν

eµ = Λν
µe
′
ν e′ν = Λν

ξeξ (1.19)

x′ν = Λν
µx

µ xξ = Λν
ξx′ν

Stejně dobře může být vztah x′ = Λx souřadnicovým vyjádřeńım (v bázi
{eµ}) lineárńıho zobrazeńı Λ Minkowského prostoru V na sebe sama, pak
mluv́ıme o aktivńı interpretaci :

Λ : V → V

x = xµeµ 7→ Λ(x) = x′νeν = Λν
µx

µeν (1.20)

Dvoj́ı interpretace se přenáš́ı i na definičńı podmı́nku Lorentzovy grupy.
Splněńı (1.14b) znamená ortonormalitu sloupc̊u matice Λ, resp. Λ−1 v̊uči η,
a tedy v př́ıpadě pasivńı interpretace – (1.19) – ortonormalitu báze {eµ},
resp. {e′µ} v̊uči Minkowského skalárńımu součinu. Lorentzova transformace
(ve shodě s úvodńı motivaćı) spojuje inerciálńı systémy souřadné.

V př́ıpadě aktivńı interpretace zachovává Lorentzova transformace Λ,
d́ıky definičńı podmı́ce (1.14b), Minkowského skalárńı součin:

∀v,w ∈ V η(Λ(v),Λ(w)) = η(Λγ
αv

αeγ,Λ
δ
βw

βeδ) =

= Λγ
αΛδ

βv
αwβη(eγ, eδ) =

= (Λγ
αΛδ

βηγδ)v
αwβ = ηαβv

αwβ = η(v,w)

4Matematicky vzato – viz eµ = Λνµe
′
ν – představuje Λ matici přechodu z S ′ do S. V

textu se nicméně podrž́ıme zažité konvence označovat matićı Lorentzovy transformace z
S do S ′ matici vystupuj́ıćı ve vztahu x′ = Λx↔ x′µ = Λµνx

ν .
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Zároveň jsme se tak dopracovali k ekvivalentńı bezsouřadnicové5 definici
obecné Lorentzovy grupy jako grupy všech lineárńıch zobrazeńı zachovávaj́ı-
ćıch danou strukturu (V,η) – Minkowského prostoročas.

O(1, 3) = {Λ ∈ GL(V) | η(Λ(v),Λ(w)) = η(v,w) ∀v,w ∈ V} (1.21)

1.4 Lorentzova grupa SO(1, 3)+

Pokračujme ve zkoumáńı definičńı podmı́nky obecné Lorentzovy grupy. In-
dex̊um α = β = 0 podmı́nky (1.14b) odpov́ıdá rovnice:

−(Λ0
0)2 +

3∑
i=1

(Λi
0)2 = −1, (1.22)

odkud nutně plyne
|Λ0

0| ≥ 1. (1.23)

Výpočtem determinantu levé a pravé strany (1.14a) dále nahlédneme

det Λ = ±1. (1.24)

Podmnožinu matic O(1, 3) s jednotkovým determinantem a Λ0
0 ≥ 1

nazveme vlastńı Lorentzovou grupou, zkráceně Lorentzovou grupou SO(1, 3)+.

SO(1, 3)+ = {Λ ∈ O(1, 3) | Λ0
0 ≥ 1, det Λ = 1} (1.25)

Z fyzikálńıho hlediska vyb́ıraj́ı dodatečné podmı́nky ty Lorentzovy trans-
formace, které spojuj́ı shodně orientované (pravo- či levotočivé) systémy
souřadné se shodným směrem času (viz diskuse u Zeemanova teorému v
odd́ıle 1.1).

Dokažme, že množina SO(1, 3)+ tvoř́ı grupu v̊uči maticovému násobeńı
(podgrupu O(1, 3)).

Asociativitu (G2) i jednotkový prvek (G3) děd́ı SO(1, 3)+ z O(1, 3).
Zřejmě plat́ı: det1 = 1 a 11

1 = 1. Návod na výpočet inverze (G4) poskytuje
i nadále formule (1.16), př́ıp. (1.18). Pro danou Λ ∈ SO(1, 3)+ lež́ı Λ−1 v
SO(1, 3)+ d́ıky det Λ−1 = 1

det Λ
= 1 a Λ0

0 = Λ0
0 ≥ 1.

Zbývá dokázat uzavřenost (G1). Vezměme proto Λ,Π – dva libovolné
prvky SO(1, 3)+. O součinu ΛΠ v́ıme, že je prvkem O(1, 3). Podmı́nku

5Operace maticového násobeńı přejde ve skládáńı zobrazeńı, jednotková matice ve
zobrazeńı identita, inverzńı matice v inverzńı zobrazeńı.
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det(ΛΠ) = 1 zaručuje věta o determinantu součinu det(ΛΠ) = detΛ detΠ.
Na ověřeńı zbylé podmı́nky (ΛΠ)0

0 ≥ 1 se nejprve vybavme pomocným
tvrzeńım:

Tvrzeńı: Λ ∈ O(1, 3) =⇒ ΛT ∈ O(1, 3).
D̊ukaz : Postupným přeformulováńım rovnice (1.16): Λ−1 = ηΛTη dostáváme
1 = ΛηΛTη, a tedy η = ΛηΛT , č́ımž nacháźıme hledané (ΛT )Tη(ΛT ) = η.
Důsledkem dokázaného podléhaj́ı i řádky matice Lorentzovy transformace
podmı́nkám ortonormality analogickým (1.14b).

(ΛΠ)0
0 = Λ0

µΠµ
0 = Λ0

0Π0
0 + Λ0

iΠ
i
0. Člen Λ0

iΠ
i
0 nyńı odhadneme po-

moćı Cauchy-Schwartzovy nerovnosti :

|Λ0
iΠ

i
0| ≤

√√√√ 3∑
i=1

(Λ0
i)2

√√√√ 3∑
i=1

(Πi
0)2 =

√
(Λ0

0)2 − 1
√

(Π0
0)2 − 1 ≤ Λ0

0Π0
0

V rovnosti výše využ́ıváme podmı́nky ortogonality (1.22), resp. jej́ı ana-
logie pro řádky. Součin Λ0

0Π0
0 je kladný dle předpokladu Λ,Π ∈ SO(1, 3)+

(dokonce Λ0
0Π0

0 ≥ 1). Ve spojeńı s právě dokázanou nerovnost́ı zjǐst’ujeme
(ΛΠ)0

0 ≥ 0. Vzhledem k tomu, že prvky O(1, 3) podléhaj́ı nerovnosti (1.23),
součin ΛΠ nevyj́ımaje, nezbývá než (ΛΠ)0

0 ≥ 1.

Perličkou pro matematiky je nalezeńı geometrické – bezsouřadnicové
verze definice (1.25). Podmı́nku Λ0

0 ≥ 1 lze převést na požadavek invariance
tř́ıd ekvivalence časupodobných vektor̊u (

”
minulé a budoućı“, podrobněji viz

[1, str. 16]) v̊uči transformaci Λ. Jednotkovému determinantu odpov́ıdá za-
chováńı formy objemu ω definované v konkrétńı (avšak libovolně zvolené)
ortonormálńı bázi vztahem ω = ε0 ∧ ε1 ∧ ε2 ∧ ε3.

Bez d̊ukazu uved’me i poznámku, že SO(1, 3)+ je komponentou souvis-
losti O(1, 3) obsahuj́ıćı identitu.

1.5 Podgrupy R a B
V nadcházej́ıćım odd́ıle přibĺıž́ıme doposud ryze matematickou definici Lo-
rentzovy grupy intuitivńım představám o speciálńı teorii relativity. Kon-
krétně uvid́ıme, že prvky Λ0

α, resp. Λα
0 maj́ı jasný fyzikálńı význam. Po

definováńı podgrup rotaćıR a boost̊u B ve směru osy x1 nás pak fyzikálńı in-
tuice navede, jak sestavit d̊ukaz věty o rozkladu libovolného prvku SO(1, 3)+

na rotaci, boost a rotaci.
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Uvažujme částici (chcete-li kosmickou lod’) pohybuj́ıćı se rovnoměrně
př́ımočaře. Souřadný systém s ńı spojený označ́ıme S ′. Dále vezměme x,x0

dvě libovolné události na světočáře částice. V soustavě S ′ má čtyřvektor
∆x := x− x0 vyjádřeńı: ∆x′ = (∆x′0, 0, 0, 0)T . Bez újmy na obecnosti
∆x′0 > 0.

Pohyb částice (kosmické lodi) pozorujeme ze souřadného systému S -
laboratoř (př́ıp. Země), přičemž Lorentzova transformace z S do S ′ je dána
matićı Λ ∈ SO(1, 3)+. Souřadnice čtyřvektoru ∆x v soustavě S vypočteme
pomoćı Λ−1: ∆xµ = Λν

µ∆x′ν , ∆x = (Λ0
0∆x′0,Λ0

1∆x′0,Λ0
2∆x′0,Λ0

3∆x′0)T .
Z pohledu pozorovatele v S nás zaj́ımá klasická rychlost ~v částice (souřad-

ného systému S ′) v̊uči S.

vi =
∆xi

∆x0
=

Λ0
i∆x′0

Λ0
0∆x′0

= −Λ0
i

Λ0
0

(1.26)

Klasickou (eukleidovskou) velikost vektoru ~v označ́ıme β := |~v|E3 . Z nulté
podmı́nky ortogonality (1.22) plyne:

β2 = |~v|2
E3 =

∑3
i=1(Λ0

i)
2

Λ0
0

2
= 1− 1

Λ0
0

2
(1.27)

Dále definujeme-li γ := Λ0
0, přejde (1.27) ve známý tvar:

γ := Λ0
0 =

1√
1− β2

(1.28)

Voĺıme kladnou větev odmocniny, aby Λ patřila do SO(1, 3)+.

Na závěr zaved’me ~d := 1
β
~v. Fyzikálně se jedná o směr, pod ńımž po-

zorovatel z S (laboratoř, př́ıp. Země) vid́ı vzdalovat se systém S ′ (částici,

resp. kosmickou lod’). A analogicky ~d′ – směr, pod kterým se kosmonau-

tovi (souř. systému S ′) vzdaluje S (Země). Z definice nahlédneme |~d|E3 =

|~d′|E3 = 1.
Při značeńı definovaném výše můžeme libovolnou Lorentzovu transfor-

maci Λ ∈ SO(1, 3)+ zapsat ve tvaru (využ́ıváme rovnic (1.26) a (1.18)):

Λ =


γ · · · −βγ~d · · ·
... Λ1

1 Λ1
2 Λ1

3

βγ~d′ Λ2
1 Λ2

2 Λ2
3

... Λ3
1 Λ3

2 Λ3
3

 (1.29)
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Vrát́ıme-li se k úvodu našich úvah, zjist́ıme, že ∆x0 = Λ0
0∆x′0 = γ∆x′0

neńı nič́ım jiným než vzorečkem pro dilataci času. V tomto světle je nerovnost
(1.23) zápisem věty: V pohybuj́ıćı se soustavě souřadné plyne čas pomaleji.

Zkoumejme speciálńı př́ıpad Lorentzovy transformace, kdy k dilataci
času nedocháźı – γ = Λ0

0 = 1. Takto definovanou množinu označ́ıme R
a nazveme grupou rotaćı :

R = {Λ ∈ SO(1, 3)+ | Λ0
0 = 1} (1.30)

Z rovnic (1.27) a (1.29) vid́ıme, že pro rotace Λ ∈ R je rychlost β nulová,
a proto Λ0

i = Λi
0 = 0 (tvrzeńı nahlédneme i př́ımo z podmı́nky ortogonal-

ity (1.22)). Souřadné systémy S a S ′ spoč́ıvaj́ı vzájemně v klidu (β = 0),
čas plyne v obou soustavách stejně. Obecněji, časová složka libovolného
čtyřvektoru se při transformaci mezi S a S ′ zachovává. Dı́ky blokové di-
agonalitě matice Λ ∈ R se prostorové souřadnice transformuj́ı odděleně od
časové složky: x′i = Λi

jx
j.

Označme [Λi
j] matici vzniklou z Λ odř́ıznut́ım nultého řádku a sloupce.

Rozvojem determinantu Λ snadno zjist́ıme, že det[Λi
j] = 1. Předpis pro

inverzi (1.16) (př́ıp. (1.18)) se nav́ıc redukuje na [Λi
j]
−1 = [Λi

j]
T . Posledńı

dvě pozorováńı nám umožňuj́ı zavést ekvivalentńı definici množiny R:

R ∈ R ⇐⇒ R =


1 0 0 0
0 R1

1 R1
2 R1

3

0 R2
1 R2

2 R2
3

0 R3
1 R3

2 R3
3

 [Ri
j] ∈ SO(3)6 (1.31)

Prvky R ∈ R tak přirozeně ztotožńıme s prvky [Ri
j] ∈ SO(3). Skládáńı

rotaćıR1, R2 ∈ R, tj. jejich maticové násobeńıR1R2 nadto odpov́ıdá skládáńı
(násobeńı) př́ıslušných reprezentant̊u [Ri

j] ∈ SO(3). Dı́ky tomu lze R a
SO(3) ztotožnit nejen jako množiny, ale i jako grupy – včetně násobeńı a
inverze 7. Vzhledem k tomu, že SO(3) tvoř́ı grupu, děd́ı tutéž strukturu i R.
Nadto źıskává smysl nazývat R grupou rotaćı, nebot’ grupa SO(3) reprezen-
tuje klasické rotace

”
našeho“ (=eukleidovského) trojrozměrného prostoru.

Skládáme-li Lorentzovu transformaci Λ ∈ SO(1, 3)+ s rotaćı R systému
S: ΛR, resp. s rotaćı systému S ′: RΛ, neměńı se nultý sloupec, resp. nultý
řádek matice Λ. Přidrž́ıme-li se fyzikálńı analogie z úvodu odd́ılu, ř́ıká tento

6Definice SO(3) i ostatńıch grup jsou shrnuty v Dodatku.
7Jedná se o izomorfismus grup R a SO(3).
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fakt: i přestože se Země toč́ı 8 (rotace S), vzdaluje se kosmonautovi ve stále

stejném směru (~d′ se zachovává). Jinými slovy interpretace ~d, ~d′ je konzis-
tentńı s interpretaćı grupy R.

V souladu s principem ekvivalence se v obou př́ıpadech neměńı ani γ-
faktor.

Druhý speciálńı př́ıpad Lorentzovy transformace nastává, pokud ~d =
−~d′ = (1, 0, 0) – boost ve směru osy x1 (‖ x′1). Matice transformace pak
nabývá tvaru:

Λ =


γ −βγ 0 0
−βγ Λ1

1 Λ1
2 Λ1

3

0 Λ2
1 Λ2

2 Λ2
3

0 Λ3
1 Λ3

2 Λ3
3

 =


γ −βγ 0 0
−βγ γ 0 0

0 0 Λ2
2 Λ2

3

0 0 Λ3
2 Λ3

3

 (1.32)

V druhé rovnosti použ́ıváme podmı́nek ortogonality (1.14b) a jejich analogie
pro řádky. Analogickým postupem jako u grupy rotaćı (aplikaćı (1.27) a věty
o determinantu blokově diagonálńı matice) odhaĺıme, že matice [Λi

j] vzniklá
z Λ vyř́ıznut́ım nultého a prvńıho řádku a sloupce patř́ı do grupy SO(2).
Zaměřme se nyńı na speciálńı př́ıpad, kdy obecnou matici [Λi

j] ∈ SO(2)
nahrad́ıme konkrétńım prvkem SO(2) – identitou.

Volbou [Λi
j] = 1 obdrž́ıme grupu speciálńıch Lorentzových transformaćı,

zkráceně grupu boost̊u B. Jedná se o jednoparametrickou podgrupu grupy
SO(1, 3)+. Jej́ı prvky přirozeně oč́ıslujeme Λ(β), β ∈ (−1, 1). Definujme

B = {Λ ∈ SO(1, 3)+ | ∃β ∈ (−1, 1) Λ = Λ(β)}, kde (1.33)

Λ(β) =


γ −βγ 0 0
−βγ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 γ =
1√

1− β2
(1.34)

Složeńım dvou transformaćı z B nalezneme relativistický vzorec pro sč́ıtáńı
rychlost́ı:

Λ(β1)Λ(β2) = Λ

(
β1 + β2

1 + β1β2

)
(1.35)

8”Toč́ıćı se”souřadný systém nespadá na rozd́ıl od ”pootočeného”do hájemstv́ı
STR. Precizněji: Kosmonaut dopoledne transformoval souřadnice zaśılané ze Země
prostřednictv́ım Λ, tj. x′ = Λx. Po (dlouhém) poledńım odpočinku se mu sice Země
vzdalovala ve stále stejném směru, nicméně při transformaci musel započ́ıst proběhnuvš́ı
otočeńı Země: x′ = ΛRx. Po (krátkou) dobu obou měřeńı se Země jevila nehybná.
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Vyšetřováńım pr̊uběhu funkce f(β1, β2) = β1+β2
1+β1β2

lze ukázat f(β1, β2) ∈
(−1, 1) pro β1, β2 ∈ (−1, 1), tj. uzavřenost B.

Ještě jednodušš́ı je vztah pro inverzńı prvek (dosazeńım do formule (1.16)):

Λ(β)−1 = Λ(−β) (1.36)

Oč́ıslováńı prvk̊u B pomoćı parametru β je jen jednou z možných voleb
parametrizace B. Snadno nahlédneme, že libovolná 1 : 1 regulárńı funkce
definovaná na (−1, 1) je možnou parametrizaćı B. Proved’me např́ıklad sub-
stituci:

β = tanh θ, Λ(β) ≡ L(θ) (1.37)

Hyperbolický tangens skutečně zobrazuje vzájemně jednoznačně intervaly
(−1, 1) a (−∞,+∞).

γ =
1√

1− tanh2 θ
=

| cosh θ|√
cosh2 θ − sinh2 θ

= cosh θ

γβ = sinh θ

L(θ) =


cosh θ − sinh θ 0 0
− sinh θ cosh θ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 (1.38)

Nav́ıc se – d́ıky součtovým vzorc̊um pro sinh θ a cosh θ – zjednodušš́ı
skládáńı rychlost́ı (1.35):

tanh θ1 + tanh θ2

1 + tanh θ1 tanh θ2

=
sinh(θ1) cosh(θ2) + cosh(θ1) sinh(θ2)

cosh(θ1) cosh(θ2) + sinh(θ1) sinh(θ2)
=

=
sinh(θ1 + θ2)

cosh(θ1 + θ2)
= tanh (θ1 + θ2)

L(θ1)L(θ2) = L(θ1 + θ2) (1.39)

L(θ)−1 = L(−θ) (1.40)

Od parametrizace fyzikálně názorné B = {Λ(β) | β ∈ (−1, 1)} přecháźıme
k parametrizaci matematicky elegantńı B = {L(θ) | θ ∈ (−∞,+∞)}.

20



Cesta ke geometrické definici podgrup R a B ⊂ SO(1, 3)+ vede přes
izomorfismus s vhodnou známou grupou. V př́ıpaděR je touto grupou SO(3)
– grupa transformaćı zachovávaj́ıćıch klasický eukleidovský metrický tenzor
signatury (0, 3) = (3). Protěǰskem B je pak SO(1, 1) – grupa zachovávaj́ıćı
metriku signatury (1, 1). Samozřejmě nelze bezsouřadnicově definovat grupu
boost̊u ve směru osy x1. Podgrupou SO(1, 3)+ izomorfńı SO(1, 1) je grupa
boost̊u v libovolném (pevném) směru.

1.6 Rozklad SO(1, 3)+

Věta – rozklad Λ. Pro libovolnou Lorentzovu transformaci Λ ∈ SO(1, 3)+

existuje speciálńı Lorentzova transformace Λ(β) ∈ B a dvojice rotaćı R,R′ ∈
R takových, že Λ = R′Λ(β)R.

D̊ukaz. V prvńı řadě můžeme Λ zapsat ve tvaru (1.29). Důkaz provedeme
př́ımo – zkonstruujeme matice R−1, R′−1 ∈ R takové, že R′−1ΛR−1 ∈ B.

Připomeňme, že Λ(β) je boost ve směru osy x1 a ~d směr, v němž se
pozorovateli na Zemi(S) vzdaluje kosmická lod’(S ′). Očekáváme proto 9

R(0, ~d)T = (0, 1, 0, 0)T , tj.R−1(0, 1, 0, 0)T = (0, ~d)T . MaticiR−1 proto zvoĺıme
ve tvaru:

R−1 =


1 0 0 0

0
...

...
...

0 ~d ~e ~f

0
...

...
...


Vektory ~e a ~f vybereme tak, aby uspořádaná trojice {~d,~e, ~f} tvořila

pravotočivou ortonormálńı báziE3. Tento požadavek je ekvivalentńı podmı́nce
[(R−1)ij] ∈ SO(3), tj. R−1 ∈ R.

Po provedeńı Λ(β)R 9 se kosmonautovi vzdaluje Země ve směru (−1, 0, 0)T ,

tak je motivovaná definice B. Předpokládáme ale ~d′, tj. R′(0,−1, 0, 0)T =

(0, ~d′)T , neboli R′−1(0, ~d′)T = (0,−1, 0, 0)T . R′−1 uhodneme ve tvaru:

9...pokud věta o rozkladu plat́ı, tj. pokud vhodné R,R′,Λ(β) pro zadanou Λ v̊ubec
existuj́ı, nutně splňuj́ı...
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R′−1 =


1 0 0 0

0 · · · −~d′ · · ·
0 · · · ~e′ · · ·
0 · · · ~f ′ · · ·


Vektory ~e′, ~f ′ doplňuj́ı −~d′ na ortonormálńı pravotočiovou bázi E3, a tedy
R−1 ∈ R.

Vyč́ısleme nyńı součin R′−1ΛR−1:

R′−1ΛR−1 =


γ −βγ 0 0
−βγ −Λi

jd
jd′i −Λi

je
jd′i −Λi

jf
jd′i

0 Λi
jd
je′i Λi

je
je′i Λi

jf
je′i

0 Λi
jd
jf ′i Λi

je
jf ′i Λi

jf
jf ′i


Dle definice dj = − 1

βγ
Λ0

j a d′i = 1
βγ

Λi
0. Aplikaćı podmı́nek ortogonality

(1.14b) se maticový element α = β = 1 dále zjednoduš́ı:

−Λi
jd
jd′i =

1

(βγ)2

3∑
i,j=1

Λi
jΛ

i
0Λ0

j =
1

(βγ)2

3∑
j=1

Λ0
jΛ

0
0Λ0

j

=
1

(βγ)2
Λ0

0

(
3∑
j=1

(Λ0
j)

2

)
=

1

(βγ)2
γ|βγ~d|2

E3 = γ

Vzhledem k tomu, že množina SO(1, 3)+ tvoř́ı grupu (a R ⊂ SO(1, 3)+),
lež́ı i R′−1ΛR−1 v SO(1, 3)+. Pomoćı podmı́nek ortogonality nyńı zjǐst’ujeme:

R′−1ΛR−1 =


γ −βγ 0 0
−βγ γ 0 0

0 0 Λi
je
je′i Λi

jf
je′i

0 0 Λi
je
jf ′i Λi

jf
jf ′i

 = Λ(β)R̃ (1.41)

S Lorentzovou transformaćı tvaru (1.41) jsme se již setkali v části o
speciálńıch Lorentzových transformaćıch. Vı́me proto

R̃ =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 Λi

je
je′i Λi

jf
je′i

0 0 Λi
je
jf ′i Λi

jf
jf ′i

 =


1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 R̃2
2 R̃2

3

0 0 R̃3
2 R̃3

3

 [R̃i
j] ∈ SO(2)
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Fyzikálně: Pozorovatel na Zemi a kosmonaut ještě potřebuj́ı seř́ıdit osy x2 a
x3. R̃ zřejmě patř́ı do R.

Všehovšudy jsme našli matice R−1, R′−1, R̃ ∈ R a Λ(β) ∈ B takové, že
R′−1ΛR−1 = Λ(β)R̃. R ale tvoř́ı grupu, a tud́ıž existuj́ı inverze k R−1 a R′−1

patř́ıćı do R. Dı́ky uzavřenosti grupy je součin R̃R prvkem R. Pro zadanou
matici Λ ∈ SO(1, 3)+ plat́ı: Λ = R′Λ(β)(R̃R).
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Kapitola 2

Nakryt́ı SL(2,C) na SO(1, 3)+

Nakryt́ı SL(2,C) na SO(1, 3)+ tvoř́ı piĺı̌r korespondence mezi tenzory a her-
mitovskými spinory. Základńı kámen budoućıho kanonického (bezsouřadni-
cového) ztotožněńı (odd́ıl 3.3) pokládá kapitola 2 ještě v konkrétńı bázi.
Zvoleńım pevného (ortonormálńıho) souřadného systému se Minkowského
prostor (V,η) redukuje na (R4, η).

Východiskem úvah je jednoznačná korespondence (izomorfismus) pros-
toru (R4, η) a prostoru 2×2 komplexńıch hermitovských matic (h2(C), det).
Na prvńı pohled umělá ”substituce” h2(C) za R4 odhaĺı pozoruhodnou sou-
vislost mezi vlastńı Lorentzovou grupou SO(1, 3)+ a grupou SL(2,C), 2× 2
komplexńıch matic s jednotkovým determinantem.

SL(2,C) = {A ∈ GL(2,C) | det A = 1} (2.1)

Lorentzovy transformace chápeme v kapitole 2 jako lineárńı zobrazeńı.

2.1 Izomorfismus (R4, η) a (h2(C),det)

Začněme zkoumáńım množiny 2× 2 hermitovských matic h2(C).

h2(C) = {h ∈M2×2(C) | h† = h}, kde (2.2)

Mn×n(R(C)) označuje reálné (komplexńı) matice rozměru n× n

Z vlastnost́ı komplexńıho sdružeńı, (h1 + h2)† = h†1 + h†2 = h1 + h2

a (ch)† = ch† pro h, h1, h2 ∈ h2(C) a c ∈ R, nahlédneme, že hermitovské
matice tvoř́ı reálný vektorový prostor. Dle definice můžme libovolný prvek
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h ∈ h2(C) vyjádřit ve tvaru:

h ∈ h2(C) ⇐⇒ h =

(
a z̄
z b

)
a, b ∈ R, z ∈ C (2.3)

Prostor h2(C) má proto dimenzi 4, stejně jako Minkowského prostor.
Možnou volbu báze představuj́ı matice {σα}3

α=0:

σ0 =
1√
2

(
1 0
0 1

)
(2.4)

σ1 =
1√
2

(
0 1
1 0

)
σ2 =

1√
2

(
0 −i
i 0

)
σ3 =

1√
2

(
1 0
0 −1

)
Snadno se přesvědč́ıme, že jsou matice {σα}3

α=0 lineárně nezávislé.
Tato volba báze je přirozená např́ıklad proto, že odděluje matici identity

σ0 a matice s nulovou stopou σi
1. Význam normalizačńıho faktoru 1√

2
osvětĺı

odd́ıl 3.3. Bez faktoru 1√
2

se matice σi rovnaj́ı Pauliho matićım, v kontextu

spinor̊u pak bývaj́ı (normalizované) matice {σα}3
α=0 nazývány Infeld - van

der Waerdenovy symboly.
Libovolný prvek h ∈ h2(C) rozvineme do zvolené báze:

h ∈ h2(C) ⇐⇒ h = xασα (2.5)

x0, x1, x2, x3 ∈ R

Sugestivńı označeńı koeficient̊u rozvoje xα napov́ıdá, že jsme na stopě
hledanému izomorfismu (vzájemně jednoznačnému lineárńımu zobrazeńı)
mezi reálnými vektorovými prostory R

4 a h2(C). Izomorfismus označ́ıme
j a explicitně definujeme:

j−1 : R4 → h2(C) (2.6)

x = (x0, x1, x2, x3)T 7→ j−1(x) = xασα

=
1√
2

(
x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

)
j : h2(C) → R

4 (2.7)

h =

(
a z̄
z b

)
7→ j(h) =

1√
2

(a+ b, z + z̄, i(z̄ − z), a− b)T

1Takto definované matice nav́ıc splňuj́ı komutačńı relace [ σi√
2
,
σj√
2
] := σi√

2

σj√
2
− σj√

2
σi√
2

=

iεijk
σk√
2
.
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Nad každým vektorovým prostorem můžeme vybudovat tenzorovou alge-
bru multilinárńıch zobrazeńı. 2 Izomorfismus mezi vektorovými prostory pak
jednoznačně definuje izomorfismus mezi př́ıslušnými tenzorovými mocninami(
r
s

)
. Jinými slovy ztotožněńı vektorových prostor̊u umožňuje ztotožnit jejich

tenzorové algebry.
Význam nalezeného izomorfismu j spoč́ıvá v tom, že nad h2(C) lze čtyř-

interval vyč́ıslit jednoduše výpočtem determinantu:

Q(x) = xTηx = −2 det(j−1(x)), (2.8)

nebot’

−2 det(j−1(x)) = −2 det

(
1√
2

(
x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

))
=

= − det

(
x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

)
=

= −
[
(x0)2 − (x3)2 −

(
(x1)2 + (x2)2

)]
=

= −(x0)2 + (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = Q(x).

Ze znalosti izomorfismu j dále zkonstruujme indukovaný izomorfismus I
mezi př́ıslušnými prostory lineárńıch zobrazeńı do sebe sama – End(h2(C))
a End(R4).

I : End(h2(C)) → End(R4) (2.9)

[Γ : h 7→ Γ(h))] 7→
[
I(Γ) : x 7→ I(Γ)(x) := (j ◦ Γ ◦ j−1)(x)

]
, kde

h,Γ(h) ∈ h2(C) x, I(Γ)(x) ∈ R4

Fakticky jsme tak převedli studium obecných Lorentzových transformaćı
O(1, 3) (zachovávaj́ıch čtyřinterval vektor̊u3, tj. podléhaj́ıćıch podmı́nkám
ortonormality (1.14a)) na studium lineárńıch transformaćı hermitovských
matic zachovávaj́ıćıch determinant.

Př́ıkladem takové lineárńı transformace h2(C) je zobrazeńı YA definované:

YA : h 7→ YA(h) := AhA† A ∈ SL(2,C), h ∈ h2(C) (2.10)

2Speciálńım př́ıpadem tenzor̊u jsou bilineárńı formy (např. Minkowského tenzor nad
Minkowského prostorem) – tenzory typu

(
0
2

)
, a dále lineárńı zobrazeńı z V do V (endo-

morfismy, např. aktivně interpretované Lorentzovy transformace Minkowského prostoru)
– tenzory typu

(
1
1

)
.

3Invariance čtyřintervalu je ekvivalentńı invarianci Minkowského skalárńıho součinu
d́ıky vyjádřeńı η pomoćı Q – (1.13).
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Ověřme, že YA patř́ı do End(h2(C)). (AhA†)† = (A†)†(Ah)† = Ah†A† =
AhA†, a tedy opravdu YA : h2(C)→ h2(C). Z definice SL(2,C) př́ımo plyne
det YA(h) = det AhA† = detA det h detA† = 1(det h)1 = det h.

Nic nám ovšem nebráńı zabývat se samotným zobrazeńım Y :

Y : GL(2,C) → End(h2(C)) (2.11)

A 7→ (YA : h 7→ AhA†)

Př́ıpadně definujme zobrazeńı Υ := I ◦ Y :

Υ : GL(2,C) → End(R4) (2.12)

A 7→ (ΥA : x 7→ j(Aj−1(x)A†))

Před daľśım pokračováńım učiňme několik d̊uležitých pozorováńı.

• Schéma nakryt́ı je znázorněno na Obrázku 2.1. Jednotlivé části sché-
matu budeme postupně objasňovat a dokazovat.

• A ∈ SL(2,C) =⇒ ΥA ∈ O(1, 3). Viz výše YA zachovává determinant
j−1(x), a proto i ΥA zachovává čtyřinterval. Pro dané x ∈ R4 a A ∈
SL(2,C) plat́ı:Q(ΥA(x)) = −2 det (j−1[ΥA(x)]) = −2 det (YA[j−1(x)])
= −2 det (j−1(x)) = Q(x).

• SL(2,C) je grupa. Uzavřenost plyne z věty o determinantu součinu
matic. Existence inverzńıho prvku je zaručena nenulovým (jednot-
kovým) determinantem a det A−1 = 1

det A
= 1.

• SL(2,C), O(1, 3) i SO(1, 3)+ maj́ı dimenzi 6. 4 Tvrzeńı zd̊uvodńıme
jen intuitivně. Dimenze M2×2(C) = 8, přičemž podmı́nka det A = 1 +
0i odeb́ırá dva stupně volnosti. V př́ıpadě Lorentzových transformaćı
odeč́ıtáme od 16 = dim(End(R4)) = dim(M4×4(R)) 10 nezávislých
podmı́nek ortogonality (1.14a). Fyzikáně: 2 stupně volnosti na směr
boostu, 1 na rychlost β a 3 úhly vzájemného natočeńı souřadných
soustav.

• ΥA = Υ−A. Zat́ımco I je izomorfismus (vzájemně jednoznačný), plyne
z definice Y (2.11): YA = Y−A.

4Rigorózněji: SL(2,C), O(1, 3) i SO(1, 3)+ jsou Lieovy grupy dimenze 6.
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2.2 Nakryt́ı SL(2,C) na SO(1, 3)+

Z předchoźıch pozorováńı v́ıme, že obrazy prvk̊u grupy SL(2,C) lež́ı v obecné
Lorentzově grupě O(1, 3), tj. Υ(SL(2,C)) ⊂ O(1, 3). V následuj́ıćı větě vy-
jasńıme vztah SL(2,C) a SO(1, 3)+.

Věta – nakryt́ı SL(2,C) na SO(1, 3)+. Zobrazeńı Υ definované předpisem
(2.12) splňuje:

i. Υ zobrazuje SL(2,C) na vlastńı Lorentzovu grupu SO(1, 3)+.

ii. Υ respektuje grupovou strukturu SL(2,C), resp. SO(1, 3)+, tj. ΥAB =
ΥAΥB a ΥA−1 = Υ−1

A .

iii. Υ zobrazuje SL(2,C) na vlastńı Lorentzovu grupu SO(1, 3)+ právě 2:1.
Pro každou vlastńı Lorentzovu transformaci existuj́ı právě dva vzory v
SL(2,C).

Platnost bod̊u i a ii nás opravňuje nazvat Υ grupovým homomorfismem
SL(2,C) na SO(1, 3)+.

D̊ukaz. Začněme bodem ii.
Nejprve dokažme, že Υ komutuje s grupovým násobeńım ΥAB = ΥAΥB.

Předně plat́ı YAB(h) = ABh(AB)+ = A(BhB+)A+ = YA ◦YB(h). Z definice
Υ a I pak plyne

ΥAB = I ◦ YAB = j ◦ YAB ◦ j−1 = j ◦ YA ◦ j−1 ◦ j ◦ YB ◦ j−1 = ΥA ◦ΥB

ΥA,ΥB jsou ale lineárńı zobrazeńı nad R4, jejich skládáńı se realizuje jako
maticové násobeńı: ΥAB = ΥA ◦ΥB = ΥAΥB.

Dále ověřme ΥA−1 = Υ−1
A . Z předchoźıho v́ıme ΥAΥA−1 = ΥAA−1 =

Υ1, zbývá ukázat Υ1 = 1. Použijeme osvědčené matematické metody –
odvod́ıme ΥA pro obecnou matici A a dosad́ıme. Obecný předpis pro Υ
zúroč́ıme i později. Př́ımou aplikaćı výše uvedených definic obdrž́ıme:

A =

(
α β
γ δ

)
α, β, γ, δ ∈ C

ΥA =


αᾱ+ββ̄+γγ̄+δδ̄

2
Re(αβ̄ + γδ̄) Im(αβ̄ + γδ̄) αᾱ−ββ̄+γγ̄−δδ̄

2

Re(ᾱγ + β̄δ) Re(ᾱδ + β̄γ) Im(αδ̄ − βγ̄) Re(ᾱγ − β̄δ)
Im(ᾱγ + β̄δ) Im(ᾱδ + β̄γ) Re(αδ̄ − βγ̄) Im(ᾱγ − β̄δ)
αᾱ+ββ̄−γγ̄−δδ̄

2
Re(αβ̄ − γδ̄) Im(αβ̄ − γδ̄) αᾱ−ββ̄−γγ̄+δδ̄

2

 (2.13)
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Ověřeńı Υ1 = 1 je již pouhou formalitou.

Vrat’me se k bodu i : Υ(SL(2,C)) = SO(1, 3)+.
Začneme inkluźı Υ(SL(2,C)) ⊂ SO(1, 3)+. V prvńı řadě v́ıme

Υ(SL(2,C)) ⊂ O(1, 3). Z předpisu (2.13) plyne ΥA
0

0 > 0, vzhledem k
podmı́nce (1.23) proto nezbývá než ΥA

0
0 ≥ 1. Př́ımočarým 5, byt’ pracným

výpočtem, lze ukázat det ΥA = (αδ − βγ)2(ᾱδ̄ − β̄γ̄)2. Z předpokladu A ∈
SL(2,C) v́ıme, že αδ − βγ = det A = 1, a proto det ΥA = 1.

Na d̊ukaz opačné inkluze Υ(SL(2,C)) ⊃ SO(1, 3)+ se nejprve vyzbroj́ıme
několika konkrétńımi př́ıklady ΥA.

A2(ϑ) =

(
cos ϑ

2
sin ϑ

2

− sin ϑ
2

cos ϑ
2

)
A3(ϕ) =

(
e−i

ϕ
2 0

0 ei
ϕ
2

)
(2.14)

B1(θ) =

(
cosh θ

2
− sinh θ

2

− sinh θ
2

cosh θ
2

)
θ, ϑ, ϕ ∈ R

Snadno ověř́ıme, že A2(ϑ), A3(ϕ), B(θ) jsou prvky SL(2,C): detA2(ϑ) =
detA3(ϕ) = detB(θ) = 1 ∀θ, ϑ, ϕ ∈ R. Odpov́ıdaj́ıćı obrazy v SO(1, 3)+

nalezneme pomoćı předpisu (2.13).

ΥB1(θ) = L(θ) =


cosh θ − sinh θ 0 0
− sinh θ cosh θ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 (2.15)

ΥA2(ϑ) = R2(ϑ) =


1 0 0 0
0 cosϑ 0 − sinϑ
0 0 1 0
0 sinϑ 0 cosϑ

 (2.16)

ΥA3(ϕ) = R3(ϕ) =


1 0 0 0
0 cosϕ − sinϕ 0
0 sinϕ cosϕ 0
0 0 0 1

 (2.17)

5Chápeme-li h ∈ h2(C) jako sloupcové vektory (h11, h12, h21, h22)T , lze převést det ΥA

na det ỸA, kde ỸA =


αᾱ αβ̄ βᾱ ββ̄
αγ̄ αδ̄ βγ̄ βδ̄
γᾱ γβ̄ δᾱ δβ̄
γγ̄ γδ̄ δγ̄ δδ̄

.
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R2(ϑ), resp. R3(ϕ) znač́ı rotoci kolem osy x2 o úhel ϑ, resp. kolem osy
x3 o úhel ϕ. B1(θ), A2(ϑ) i A3(ϕ) zřejmě lež́ı v SL(2,C).

Chceme odvodit, že každá Lorentzova transormace Λ ∈ SO(1, 3)+ má
vzor v SL(2,C), tj. Υ(SL(2,C)) ⊃ SO(1, 3)+. V tomto okamžiku přijde
vhod věta o rozkladu Λ = R′L(θ)R dokázaná v předchoźı kapitole. Pro
libovolnou rotaci R nav́ıc existuj́ı úhly ϕ1, ϑ, ϕ2 (Eulerovy úhly) takové, že
R = R3(ϕ1)R2(ϑ)R3(ϕ2), ϕ1, ϕ2 ∈ 〈0, 2π), ϑ ∈ 〈0, π)6. Libovolnou vlastńı
Lorentzovu transformaci s pomoćı Eulerových úhl̊u přeṕı̌seme do tvaru:

Λ = R3(ϕ′1)R2(ϑ′)R3(ϕ′2)L(θ)R3(ϕ1)R2(ϑ)R3(ϕ2)

Vzor součinu těchto matic známe:

Λ = ΥA3(ϕ′1)ΥA2(ϑ′)ΥA3(ϕ′2)ΥB1(θ)ΥA3(ϕ1)ΥA2(ϑ)ΥA3(ϕ2)

= ΥA3(ϕ′1)A2(ϑ′)A3(ϕ′2)B1(θ)A3(ϕ1)A2(ϑ)A3(ϕ2)

Každý ze součinitel̊u A3(ϕ′1), . . . , A3(ϕ2) patř́ı do grupy SL(2,C), v
SL(2,C) proto lež́ı i součin A3(ϕ′1) . . . A3(ϕ2).

Z věty o nakryt́ı zbývá ověřit bod iii : Υ zobrazuje SL(2,C) na SO(1, 3)+

právě 2 : 1. Dokážeme dokonce implikaci ΥA = ΥB =⇒ A = ±B, tj.
každý prvek SO(1, 3)+ má v SL(2,C) právě dva vzory, které se lǐśı (pouze)
znaménkem.

Mějme ΥA = ΥB. Uváž́ıme-li 1 = ΥA(ΥA)−1 = ΥA(ΥB)−1 = ΥAΥB−1 =
ΥAB−1 , potřebujeme dokázat pouze ΥX = 1 =⇒ X = ±1. Tvrzeńı
dokážeme př́ımým výpočtem z předpisu (2.13) s užit́ım podmı́nky det X =

1. Označme X =

(
α β
γ δ

)
. Z rovnic ΥX

0
0 − ΥX

3
3 = 0 a ΥX

0
3 − ΥX

3
0 = 0

okamžitě plyne, že γ = β = 0 a |α| = |δ| = 1. Požadavek det X = 1 pak
nabývá podoby α = δ̄. Např́ıklad pomoćı rovnice ΥX

1
2 = 0 nahlédneme, že

α = ±1, a tedy X = ±
(

1 0
0 1

)
.

6Důkaz věty o Eulerových úhlech lze naj́ıt v [3].
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2.3 Nakryt́ı SU(2) na SO(3) ' R
Nakryt́ı Υ respektuje grupové operace (násobeńı a inverze) na SL(2,C),
resp. SO(1, 3)+. Je proto nasnadě očekávat, že vzory podgrup B, R ⊂
SO(1, 3)+ budou podgrupami v SL(2,C).

Boost̊um B = {L(θ) | θ ∈ R} odpov́ıdá v SL(2,C) podgrupa
{B1(θ),−B1(θ) | θ ∈ R}. Uzavřenost obou grup plyne ze součtových vzorc̊u
pro hyperbolický sinus a cosinus. Inverzńı prvek źıskáme obráceńım znaménka
u θ.

Protěǰsek rotaćı R – grupu SU(2) ⊂ SL(2,C) zavedeme nejprve samo-
statně.

SU(2) = {A ∈ SL(2,C) | AA† = 1} (2.18)

Definičńı podmı́nka (2.18) vymezuje obecný tvar A ∈ SU(2):

A ∈ SU(2) ⇐⇒ A =

(
α β
−β̄ ᾱ

)
|α|2 + |β|2 = 1 α, β ∈ C (2.19)

Z definice (2.18) snadno nahlédneme, že SU(2) tvoř́ı grupu v̊uči maticovému
násobeńı. Naopak dosazeńım ekvivalentńı definice (2.19) do předpisu (2.13)
zjist́ıme ΥA

0
0 = 1, tj. Υ(SU(2)) ⊂ R. Opačnou inkluzi jsme již dokázali

výše – rozložeńım libovolné rotace pomoćı Eulerových úhl̊u. Stač́ı ověřit, že
A2(ϑ) a A3(ϕ) jsou prvky SU(2).

Z věty o nakryt́ı v́ıme, že ke každé rotaci z R existuj́ı v SU(2) právě
dva vzory. Jako tečku za kapitolou 2 tento vztah vizualizujeme. Nejprve
rozepǐsme definičńı rovnici SU(2) (2.19): |α|2 + |β|2 = α2

1 + α2
2 + β2

1 + β2
2 =

1. Prvek SU(2) si tak můžeme představit jako bod na trojrozměrné sféře:
SU(2) ' S3 ⊂ R4.

Před vizualizaćı grupy rotaćı připomeneme pojem n-rozměrný reálný pro-
jektivńı prostor RPn. Zjednodušeně se RPn rovná množině všech př́ımek v
R
n+1 procházej́ıćıch počátkem 7.

Pro názornost uvažujme RP2. Postav́ıme-li př́ımkám v R3 do cesty horńı
polosféru S2

+ se středem v počátku, lze př́ımky procházej́ıćı počátkem(RP2)

7Dle standardńı matematické definice RPn := (Rn+1 − {0})/ ∼, kde v ∼ w ⇐⇒
∃a ∈ R v = aw (pro v, w ∈ Rn+1 − {0}). Slovně: RPn je množinou tř́ıd ekvivalence
vektor̊u z Rn+1 − {0}. Prvek RPn źıskáme ztotožněńım (faktorizaćı) všech nenulových
vektor̊u téhož směru. Prvky RPn můžeme reprezentovat pomoćı př́ımek v Rn+1.
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ztotožnit s body S2
+ – př́ıslušnými pr̊useč́ıky. Pozor si muśıme dát pouze

na kraji polosféry (rovńıku), dvojice protilehlých bod̊u odpov́ıdaj́ı jedinému
prvku. Źıskanou polokouli S2

+ nakonec sešlápneme v kruh. Libovolný prvek
RP

2 tak lze (topologicky) ztotožnit s bodem kruhu (dvourozměrné koule),
přičemž protilehlé body hranice kruhu (kružnice, S1) splývaj́ı.

V př́ıpadě grupy rotaćı R provedeme stejný postup, pouze po zpátku a
o dimenzi výše. Libovolná rotace z R je dána osou otáčeńı (jednotkovým
směrovým vektorem) a úhlem otočeńı ϕ ∈ 〈−π, π). Množinu R si proto
můžeme představit jako uzavřenou kouli o poloměru π, přičemž protilehlé
prvky na sféře (S2) ztotožńıme (rotace kolem pevné osy o π a −π má stejný
výsledek). Zbývá vypnout vnitřek koule zpátky do čtvrtého rozměru do tvaru
horńı polosféry S3

+. Výsledek symbolicky zaṕı̌seme R ' SO(3) ' RP
3 ⊂

R
4.

Každá př́ımka v R4 procházej́ıćı počátkem (R ∈ R) prot́ıná trojrozměr-
nou sféru S3 právě ve dvou bodech – vzorech R v SU(2).

Υ : S3 ' SU(2) 7−→ R ' RP3 (2.20)
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Obrázek 2.1: Nakryt́ı SL(2,C) na SO(1, 3)+
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Kapitola 3

Spinory v Minkowského
časoprostoru

Spinory zobecňuj́ı klasické tenzory na efektivńı formalismus pro popis částic
se spinem. Kvantové aplikace stoj́ı ovšem mimo intence práce. Částečnou
protiváhu jinak předevš́ım matematického obsahu poskytuje odd́ıl 3.4, v
němž je do spinor̊u přeformulována elektrodynamika.

Podobně jako zavád́ıme tenzory nad Minkowského časoprostorem, defi-
nujeme i spinory (odd́ıl 3.2) nad spinovým prostorem (odd́ıl 3.1). Tenzorovou
algebru následně do spinorové algebry vnoř́ıme (odd́ıl 3.3).

Při pronikáńı do nové teorie čeĺı fyzik zpravidla dvěma úskaĺım – vstře-
báńı nového formalismu a pochopeńı teorie samotné. Protože úskaĺı se snáze
překonávaj́ı postupně nežli na ráz, zavedeme1 formalismus abstraktńıch in-
dex̊u nejprve na př́ıkladu objekt̊u z prvńı kapitoly.

3.0 Formalismus abstraktńıch index̊u

Doposud použ́ıvaný formalismus rozlǐsoval mezi objektem samotným (např.
geometricky chápaný vektor x, Minkowského tenzor η, Lorentzova transfor-
mace Λ) a jeho souřadnicovým vyjádřeńım (např. vektor – sloupec x, matice
η, matice Λ). Ze složek (v̊uči dané bázi {eµ}3

µ=0) bylo nav́ıc možné vyč́ıst

typ tenzoru: xµ = εµ(x) složka tenzoru typu
(

1
0

)
, ηµν = η(eµ, eν) – složka

1Záměrěm je předevš́ım
”
připravit p̊udu“ pro zbytek kapitoly. Ve vš́ı obecnosti a

rigoróznosti lze definici abstraktńıch index̊u nalézt ve [2, str. 26].
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tenzoru typu
(

0
2

)
, Λµ

ν = εµ(Λ(eν)) - složka tenzoru typu
(

1
1

)
. 2

Při bezsouřadnicovém zápisu naopak tenzory jednotlivých typ̊u splývaly
– x,η,Λ. Jejich rozlǐseńı doćıĺıme přidáńım abstraktńıch index̊u. Bezsouřad-
nicový zápis pak zdánlivě vypadá jako zápis ve složkách.

xµ,ηµν ,Λ
µ
ν ↔ x,η,Λ

Abstraktńı indexy – sázané na rozd́ıl od klasických složek tučně – nena-
bývaj́ı č́ıselných hodnot, ani nepodléhaj́ı sumačńı konvenci. Jejich smyslem
je určit pozici, na kterou vektor, resp. formu do tenzoru dosazujeme.

Tν1...νr
µ1...µsv

µ1 . . .wµsαν1 . . .βνr ↔ T(v, . . . ,w,α, . . . ,β)

metoda abstraktńıch index̊u ↔ klasický zápis

Tν1...νr
µ1...µs(↔ v p̊uvodńım zápisu T) je tenzor typu

(
r
s

)
,

vµ1 . . .wµs ∈ Vµ (↔ v, . . . ,w ∈ V) označuj́ı vektory a

αν1 . . .βνr ∈ Vν (↔ α, . . . ,β ∈ V∗) zastupuj́ı 1-formy na Minkow-
ského prostoročase.

Po přidáńı abstraktńıch index̊u můžeme tenzory nadále sč́ıtat a násobit
skalárem:

aTν1...νr
µ1...µs + bUν1...νr

µ1...µs := (aT + bU)ν1...νrµ1...µs

∀ a, b ∈ R, ∀ Tν1...νr
µ1...µs ,U

ν1...νr
µ1...µs ∈ Vν1...νr

µ1...µs
,

kde Vν1...νr
µ1...µs

označuje množinu všech tenzor̊u typu
(
r
s

)
, tj.

(
r
s

)
-tou tenzorovou

mocninu vektorového prostoru Vµ.
Tenzorový součin se jev́ı v abstraktńıch indexech zdánlivě komutativńı:

Tν1...νr
µ1...µsU

ι1...ιm
κ1...κn = Uι1...ιm

κ1...κnTν1...νr
µ1...µs ↔ T⊗U

∀ Tν1...νr
µ1...µs ∈ Vν1...νr

µ1...µs
, ∀ Uι1...ιm

κ1...κn ∈ Vι1...ιm
κ1...κn

Nekomutativitě tenzorového součinu odpov́ıdá vztah (pro jednoduchost uva-
žujeme mı́sto obecných tenzor̊u vektory a 1-formy):

vµ1wµ2αµ1βµ2 6= vµ2wµ1αµ1βµ2 ↔ (v ⊗w)(α,β) 6= (w ⊗ v)(α,β)

2Připomeňme, že {εµ}3µ=0 je duálńı báze k bázi {eµ}3µ=0, εµ(eν) = δµν .
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Z obecného tenzoru můžeme vytvořit nový tenzor (stejného typu) tak, že
změńıme pořad́ı, ve kterém do tenzoru dosazujeme. Pro permutaci abstrakt-
ńıch index̊u σ : {ν1, . . . ,νr} 7→ {ν1, . . . ,νr} a tenzor Tν1...νr

µ1...µs ∈
Vν1...νr
µ1...µs

definujeme nový tenzor Tσ(ν1)...σ(νr)
µ1...µs ∈ Vν1...νr

µ1...µs
vztahem:

Tσ(ν1)...σ(νr)
µ1...µsv

µ1 . . .wµsασ(ν1) . . .βσ(νr) :=

Tν1...νr
µ1...µsv

µ1 . . .wµsαν1 . . .βνr

Analogicky zavád́ıme permutaci index̊u pro dolńı (kovariantńı) indexy.

Názornost formalismu abstraktńıch index̊u se uplatńı, chceme-li ztotožnit
vektory a 1-formy na Minkowského prostoru. Možnost kanonicky ztotožnit
prostory Vµ a Vµ poskytuje př́ıtomnost metriky – Minkowského metrického
tenzoru. Zvyšováńım, resp. snǐzováńım index̊u nazveme jednotlivé směry to-
hoto izomorfismu.

snǐzováńı index̊u : Vµ → Vµ (3.1)

vµ 7→ vµ := ηµνv
ν

Zvyšováńı index̊u zaṕı̌seme pomoćı kontravariantńıho Minkowského ten-
zoru ηµν . Tenzor ηµν definujeme tak, aby zvyšováńı index̊u bylo inverzńı
operaćı ke snižováńı, tj. vztahem: ηµνηνξ = δµξ , kde δµξ je identické zo-
brazeńı. 3

zvyšováńı index̊u : Vµ → Vµ (3.2)

vµ 7→ vµ := ηµνvν

Na závěr shrňme (↔ v porovnáńı s klasickým zápisem) několik základńıch
př́ıklad̊u.

vektor : xµ = xνeµν (↔ x = xνeν)

xν = ενµxµ (↔ xν = εν(x))

vektorový prostor : xµ ∈ Vµ (↔ x ∈ V)

1-forma : αµ = ανε
ν
µ (↔ α = ανε

ν)

αν = αµeµν (↔ αν = α(eν))

duálńı prostor : αµ ∈ Vµ (↔ α ∈ V∗)

3Snadno ověř́ıme vlastnosti: ηµνvµwν = ηµνv
µwν ∀ vµ,wµ ∈ Vµ a ηµν = ηνµ.

Na úrovni složek v̊uči ortonormálńı bázi plat́ı: ηµν = ηαβeµαe
ν
β , kde ηαβ = ηαβ ∀α, β =

0, . . . , 3, tj. [ηαβ ] = [ηαβ ] = η.
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bilineárńı forma : ηµν = ηαβε
α
µ ⊗ εβν (↔ η = ηαβε

α ⊗ εβ)

ηαβ = ηµνe
µ
αeνβ (↔ ηαβ = η(eα, eβ))

Minkowského
skalárńı součin

: ηµνv
µwν (↔ η(v,w))

lineárńı zobrazeńı : Λµ
ν = Λα

βe
µ
α ⊗ εβν (↔ Λ = Λα

βeα ⊗ εβ)

Λα
β = Λµ

νε
α
µeνβ (↔ Λα

β = εα(Λ(eβ)) )

Λµ
ν : xµ 7→ Λµ

νx
ν (↔ Λ : x 7→ Λ(x))

obecný tenzor : Tν1...νr
µ1...µs = Tα1...αr

β1...βse
ν1
α1
. . . eνrαrε

β1
µ1
. . . εβsµs

(↔ T = Tα1...αr
β1...βseα1 ⊗ . . .⊗ eαr ⊗ εβ1 ⊗ . . .⊗ εβs)

složky tenzoru Tα1...αr
β1...βs = Tν1...νr

µ1...µsε
α1
ν1 . . . ε

αr
νre

µ1

β1
. . . eµsβs

(↔ Tα1...αr
β1...βs = T(εα1 , . . . , εαr , eβ1 , . . . , eβs) )

3.1 Spinový prostor

V prvńı kapitole jsme definovali Lorentzovu grupu SO(1, 3)+ jako grupu za-
chovávaj́ıćı danou strukturu – Minkowského prostoročas.4 Svou invariantńı
strukturu má i grupa SL(2,C), je j́ı spinový prostor.

Spinový prostor definujeme jako komplexńı vektorovový prostor SA se
symplektickou formou εAB daných vlastnost́ı.

V řeči symbol̊u představuje spinový prostor dvojici (SA, εAB)

εAB : SA × SA → C (3.3)

(ξA,ψA) 7→ εABξ
AψB ∈ C, ∀ξA,ψA,∈ SA

splňuj́ıćı axiomy:

i. εAB(aξA + bψA)%B = aεABξ
A%B + bεABψ

A%B (linearita)

ii. εAB = −εBA (tj. εABξ
AψB = −εBAξ

AψB) (antisymetrie)

iii. ∃ ιA,θA ∈ SA : εABι
AθB 6= 0 (nenulovost)

iv. %AεBCξ
BψC +ψAεBC%

BξC + ξAεBCψ
B%C = 0 (cyklické pravidlo)

∀a, b ∈ C, ∀ ξA,ψA,%A ∈ SA

4Přesněji jako komponentu souvislosti grupy O(1, 3) – definice (1.21) – obsahuj́ıćı
identitu.
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Na Minkowského prostoročase privilegoval Minkowského metrický tenzor
ortonormálńı (inerciálńı) systémy souřadné. Analogické výsadńı postaveńı
maj́ı na spinovém prostoru spinové báze {sA1 , sA2 } ≡ {sAB}2

B=1 vyhovuj́ıćı
podmı́nce εABsA1 sB2 = 1.

Existenci spinové báze a daľśı vlastnosti spinového prostoru shrnuje násle-
duj́ıćı věta.

Věta – Základńı vlastnosti spinového prostoru.

1. Spinový prostor je komplexńı vektorový prostor dimenze 2.

2. Existuje spinová báze.

3. Necht’ {sCB}2
B=1 je spinová báze. Necht’ [GA

B] =

(
G1

1 G1
2

G2
1 G2

2

)
je matićı

přechodu od {s′CB}2
B=1 k {sCB}2

B=1, tj. sCB = GA
Bs′CA . Pak {s′CB}2

B=1 je
spinová báze právě tehdy, když matice [GA

B] patř́ı do grupy SL(2,C).

(srov. s pasivńı interpretaćı Lorentzovy transformace (1.19))

4. Lineárńı transformace GA
B, zadaná v̊uči zvolené spinové bázi matićı

[GA
B] ∈ SL(2,C), zachová symplektický součin, tj. εABGA

Cξ
CGB

Dψ
D

= εABξ
AψB ∀ ξA,ψA ∈ SA.

(srov. s aktivńı interpretaćı Lorentzovy transformace (1.20))

5. Spinové vektory ξA a ψA ∈ SA jsou lineárně závislé právě tehdy, když
εABξ

AψB = 0.

D̊ukaz. 1. Dokažme, že spinové vektory ιA a θA z axiomu (iii.) tvoř́ı bázi
spinového prostoru. Začněme lineárńı nezávislost́ı. Z axiomu (i.) a (ii.)
je zřejmé, že εAB je lineárńı i v druhém argumentu. Dı́ky antisymetrii
(ii.) nav́ıc plat́ı εABψ

AψB = 0 ∀ ψA ∈ SA. Předpokládejme, že ιA a
θA jsou lineárně závislé, tj. existuje λ ∈ C takové, že ιA = λθA. Pak
ale nutně εABι

AθB = εABλθ
AθB = λεABθ

AθB = 0, což je hledaný
spor. Zároveň jsme dokázali jeden směr ekvivalence v bodě 5.

Libovolný spinový vektor ξA ∈ SA můžeme rozvinout do báze {ιA,θA}
d́ıky cyklickému pravidlu a εABι

AθB 6= 0:

ξAεBCι
BθC + θAεBCξ

BιC + ιAεBCθ
BξC = 0

ξA =

(
−εBCξ

BιC

εBCιBθC

)
θA +

(
−εBCθ

BξC

εBCιBθC

)
ιA
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2. Opět vezměme spinové vektory ιA a θA z axiomu (iii.). Bez újmy na
obecnosti předpokládejme εABι

AθB > 0 (v opačném př́ıpadě vektory
prohod́ıme a přeznač́ıme). Dvojice {sA1 , sA2 } definovaná

{sA1 , sA2 } :=

{
1√

εABιAθB
ιA,

1√
εABιAθB

θA
}

tvoř́ı spinovou bázi.

Před pokračováńım v d̊ukazu se zastavme u spinové báze. Obecnému
spinovému vektor ξA př́ısluš́ı v bázi {sAB}2

B=1 rozvoj ξA = ξBsAB . Koeficienty

rozvoje ξB ∈ C př́ıležitostně zaṕı̌seme do sloupce
[
ξA
]
≡
(
ξ1

ξ2

)
.

Označme {sBA}2
B=1 duálńı spinovou bázi ke spinové bázi {sAB}2

B=1 (plat́ı
sABsCA = δCA). Projektujeme-li obecný spinový vektor ξA do bázových vektor̊u
(ξB = ξAsBA), a pr̊uměty následně zpátky slož́ıme (ξBsCB), obdrž́ıme p̊uvodńı
vektor ξC. Tento – na konečnědimenzionálńıch prostorech triviálńı – fakt
nazýváme relace úplnosti :

sBAsCB = s1
AsC1 + s2

AsC2 = δDB sBAsCD = δCA (3.4)

Kronekerovo δAB interpretujeme jako složky zobrazeńı identita δAB.
V souřadnićıch dále vyjádř́ıme symplektickou formu: εAB = εCDsCAsDB.

Koeficienty εCD = εABsAC sBD zaṕı̌seme do matice [εCD] ≡ ε ≡
(

0 1
−1 0

)
.

Př́ıjemnou vlastnost́ı nově zavedeného formalismu je, že sebesložitěǰśı
geometrické objekty a výrazy pro složky v̊uči dané bázi vypadaj́ı stejně.
Přesvěčme se u sympektického součinu:

εABξ
AψB = εCDδ

C
Aδ

D
Bξ

AψB = εCD(sEAsCE)(sFBsDF )ξAψB =

= (εCDsCEsDF )(ξAsEA)(ψBsFB) = εEF ξ
EψF = εABξ

AψB

Výraz pro symplektický součin dále uprav́ıme.

εABξ
AψB = εABξ

AψB = ξ1ψ2 − ξ2ψ1 = det

(
ξ1 ψ1

ξ2 ψ2

)
(3.5)

Pokračujme v d̊ukazu věty o základńıch vlastnostech spinového prostoru.
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3. Dle předpokladu tvoř́ı {sCB}2
B=1 spinovou bázi:

1 = εCDsC1 sD2 = εCD(GA
1s
′C
A)(GB

2s
′D
B ) = GA

1G
B

2εCDs′
C
As′

D
B

= G1
1G

2
2εCDs′

C
1 s′

D
2 +G2

1G
1

2εCDs′
C
2 s′

D
1

= (G1
1G

2
2 −G2

1G
1

2)εCDs′
C
1 s′

D
2 = detG εCDs′

C
1 s′

D
2

Z rovnosti 1 = detG εCDs′C1 s′D2 plyne požadovaná ekvivalence.

4. Lineárńı transformace GA
B se v dané bázi realizuje jako maticové

násobeńı: [GA
Bξ

B] = [GA
B][ξB], př́ıp. GA

Bξ
B = GC

Bξ
BsAC . Pro zvo-

lené ξA,ψA ∈ SA zaṕı̌seme symplektický součinu pomoćı determi-
nantu (3.5):

εABGA
Cξ

CGB
Dψ

D = det

(
G1

Bξ
B G1

Bψ
B

G2
Bξ

B G2
Bψ

B

)
= det

((
G1

1 G1
2

G2
1 G2

2

)(
ξ1 ψ1

ξ2 ψ2

))
= det G det

(
ξ1 ψ1

ξ2 ψ2

)
= det

(
ξ1 ψ1

ξ2 ψ2

)
= εABξ

AψB

5. Zbývá dokázat implikaci εABξ
AψB = 0 =⇒ ξA,ψA jsou linárně

závislé. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že ξA iψA jsou nenulové
– v opačném př́ıpadě je tvrzeńı splněno triviálně.

Vezměme %A ∈ SA takové, že εBCψ
B%C 6= 0. Hledané %A skutečně

existuje – zvoĺıme-li vzhledem k pevné spinové bázi %1 = −ψ2 a %2 = ψ1

vyjde symplektický součin nenulový: εBCψ
B%C = det

(
ψ1 −ψ2

ψ2 ψ1

)
=

|ψ1|2 + |ψ2|2 6= 0.

Vektory ξA,ψA a %A nyńı dosad́ıme do cyklického pravidla (axiom
iv.): %AεBCξ

BψC + ψAεBC%
BξC + ξAεBCψ

B%C = 0. Vzhledem k

εABξ
AψB = 0 a εBCψ

B%C 6= 0 zjǐst’ujeme ξA =
(
− εBC%

BξC

εBCψB%C

)
ψA.

Symplektická forma umožňuje (v analogii s Minkowského tenzorem na
časoprostoru) zavést na spinovém prostoru zvyšováńı a snǐzováńı index̊u.
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Vzhledem k antisymetrii εAB zálež́ı na tom, přes který index snižujeme,
resp. zvyšujeme. V souladu se zažitou konvenćı zvolme:

snǐzováńı index̊u : SA → SA (3.6)

ξA 7→ ξA := εCAξ
C

Zvyšováńı index̊u zaṕı̌seme pomoćı tenzoru εAB, jenž definujeme vzta-
hem: εABεCB = δAC. 5

zvyšováńı index̊u : SA → SA (3.7)

ξA 7→ ξA := εABξB

Symplektický součin tak ekvivalentně vyjádř́ıme v libovolném z tvar̊u:

εABξ
AψB = ξBψ

B = −ξAψA = εABξAψB (3.8)

Závěrem odd́ılu dokažme jednu užitečnou identitu.
Tvrzeńı:

εABε
CD = δCAδ

D
B − δDAδCB (3.9)

D̊ukaz. Pravdivost ověř́ıme př́ımým výpočtem. Využijeme toho, že symplek-
tická forma má stejně jako zobrazeńı identita shodná souřadnicová vyjádřeńı
v libovolné spinové bázi.

εABε
CD = (εEF sEAsFB)(εGHsCGsDH) = (s1

As2
B − s2

As1
B)(sC1 sD2 − sC2 sD1 )

= s1
As2

BsC1 sD2 + s2
As1

BsC2 sD1 − s1
As2

BsC2 sD1 − s2
As1

BsC1 sD2
= s1

AsC1 s2
BsD2 + s2

AsC2 s1
BsD1 +

s2
AsC2 s2

BsD2 + s1
AsC1 s1

BsD1 − s2
AsC2 s2

BsD2 − s1
AsC1 s1

BsD1
−s1

AsD1 s2
BsC2 − s2

AsD2 s1
BsC1

= (s1
AsC1 + s2

AsC2 )(s1
BsD1 + s2

BsD2 )

−(s1
AsD1 + s2

AsD2 )(s1
BsC1 + s2

BsC2 )

= δCAδ
D
B − δDAδCB

5Snadno ověř́ıme rovnosti εABξAψB = εABξ
AψB ∀ ξA,ψA ∈ SA a εAB = −εBA.

Na úrovni složek v̊uči spinové bázi plat́ı: εAB = εCDsAC s
B
D, kde εAB = εAB pro A,B = 1, 2,

tj. [εAB ] = [εAB ] = ε.
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3.2 Spinorová algebra

Spinory definujeme v analogii s tenzory jako multilineárńı zobrazeńı. Zobec-
něńı oproti tenzor̊um spoč́ıvá v tom, že do obecného spinoru dosazujeme
nejen z vektorového prostoru SA a jeho duálu SA, ale i z (anti)izomorfńıch

kopíı SẊ a SẊ. Prostory SẊ a SẊ si nyńı přibĺıž́ıme.

Prostor SẊ je věrnou kopíı spinového prostoru SA. Dvojice (SẊ, εẊẎ)

splňuje pro každé a, b ∈ C a ξẊ,ψẊ,%Ẋ ∈ SẊ axiomy analogické (3.3).

Všechny vlastnosti prostoru SA plat́ı i pro SẊ. Speciálně existuje spinová
báze {sẊ

1̇
, sẊ

2̇
} ≡ {sẊ

Ẏ
}2̇
Ẏ=1̇

(vyhovuj́ıćı podmı́nce εẊẎsẊ
1̇

sẎ
2̇

= 1) a báze k ńı

duálńı {sẎ
Ẋ
}2̇
Ẏ=1̇

(splňuj́ıćı sẊ
Ż

sẎ
Ẋ

= δẎ
Ż

). Duál prostoru SẊ označ́ıme SẊ. 6

Vektorové prostory SA a SẊ maj́ı stejnou dimenzi, můžeme proto jeden
na druhý vzájemně jednoznačně zobrazit. Zobrazeńı označ́ıme ¯ a nazveme
operace sdružeńı. Nadto požadujeme, aby operace sdružeńı byla antiizomor-
fismem:

¯: SA → SẊ (3.10)

ξA 7→ ξA ≡ ξȦ splňuj́ıćı

aξA + bψA = āξȦ + b̄ψȦ ∀ a, b ∈ C ∀ ξA,ψA ∈ SA (3.11)

Podmı́nka antiizomorfismu (3.11) ještě neurčuje operaci sdružeńı jedno-

značně. Konkrétńı realizaci źıskáme po zadáńı dvou (= dim SA = dim SẊ)
dvojic sobě si odpov́ıdaj́ıćıch vektor̊u. Přirozeně vyberme spinové báze:

¯: sAB 7→ sAB = sȦ
Ḃ

B = 1, 2 (3.12)

V d̊usledku této volby se již libovolná spinová báze zobraźı opět na
spinovou bázi. Vskutku, necht’ {s′CB}2

B=1 je spinová báze a [GA
B] ∈ SL(2,C)

matice přechodu od {s′CB}2
B=1 k {sCB}2

B=1 (tj. sCB = GA
Bs′CA), potom spinové

báze {sẊ
Ẏ
}2̇
Ẏ=1̇

a {s′ẊẎ }2̇
Ẏ=1̇

spojuje d́ıky antiizomorfismu (3.11) matice kom-

plexně sdružená, tj. sŻ
Ẏ

= GẊ
Ẏ s′ŻẊ , kde G1̇

1̇ = G1
1, G1̇

2̇ = G1
2, G2̇

1̇ = G2
1 a

G2̇
2̇ = G2

2 (př́ıp. zkráceně GȦ
Ḃ = GA

B). Matice [GẊ
Ẏ ] z̊ustává v SL(2,C)

6Matematicky jsou prostory SẊ a SA (resp. SA a SẊ)
”
jednovaječnými dvojčaty“,

které rozlǐśıme pouze t́ım, že jedno z
”
dvojčat“ oblečeme do punt́ıkovaných index̊u.

Tečkované indexy (at’ už abstraktńı nebo složkové) budeme nadto zpravidla volit z konce
abecedy.
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(det[GẊ
Ẏ ] = det[GA

B] = 1), a proto d́ıky větě z odd́ılu 3.1 tvoř́ı {s′ẊẎ }2̇
Ẏ=1̇

spinovou bázi prostoru SẊ.
Pod́ıvejme se, jak se operace sdružeńı realizuje ve složkách v̊uči pevné

bázi. Z antiizomorfismu (3.11) plyne:

ξA = ξBsAB 7→ ξȦ = ξḂsȦ
Ḃ
, kde ξȦ = ξA (3.13)(

ξ1

ξ2

)
7→

(
ξ1̇

ξ2̇

)
:=

(
ξ1

ξ2

)
Operaci sdružeńı zavedeme i ve směru ¯ : SẊ → SA jako inverzńı zob-

razeńı k p̊uvodńımu¯: SA → SẊ.

¯: SẊ → SA (3.14)

ξẊ 7→ ξẊ := ξX

Operaci sdružeńı nakonec rozš́ı̌ŕıme i na duály:

¯: SA → SẊ (3.15)

ξA 7→ ξA ≡ ξȦ
ξẊψ

Ẋ := ξAψA ∀ ψẊ ∈ SẊ

Jinými slovy výsledky kontrakćı sdružené a p̊uvodńı formy na odpov́ıdaj́ıćıch
si vektorech jsou komplexně sdružená č́ısla. Korespondence mezi duály je
opět antiizomorfismem. Opačný směr ¯ : SẊ → SA definujeme znovu jako
inverzi: ξẊ := ξX.

Snadno ověř́ıme, že pro sBA = sḂ
Ȧ

plat́ı sẎ
Ẋ

sẊ
Ż

= δẎ
Ż

. Tedy, že se duálńı
báze v SA zobraźı na odpov́ıdaj́ıćı duálńı bázi v SẊ. V d̊usledku mj. plat́ı
(př́ıpadně s odvoláńım na (3.5) a (3.13)):

εẊẎξẊψẎ = εẊẎξ
ẊψẎ = εABξAψB = εABξAψB (3.16)

∀ ξA,ψA ∈ SA

Tvrzeńı nahlédneme i z toho, že symplektický součin nabývá ve všech čtyřech
podobách spinových báźıch stejného souřadnicového vyjádřeńı.

[εAB] = [εAB] = [εẊẎ ] = [εẊẎ ] = ε ≡
(

0 1
−1 0

)
(3.17)
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Všiměme si, že libovolný spinový vektor můžeme ekvivalentně zadat v
libovolné ze čtyř podob ξA, ξA, ξẊ a ξẊ. Mezi nimi lze jednoznačně přecházet
prostřednictv́ım operace sdružeńı (¯) a operace snižováńı a zvyšováńı index̊u.

ξA ∈ SA
oo //

ξA=εABξB




ξẊ ∈ SẊ

ξẊ=εẊẎξẎ




ξA ∈ SA oo //

ξA=εCAξ
C

II

ξẊ ∈ SẊ

ξẊ=εŻẊξ
Ż

JJ

Tučná hlavička následuj́ıćıho odstavce dává tušit, že nadešel čas k zave-
deńı kĺıčového pojmu celé bakalářské práce – pojmu spinor.

Definice – spinor. Každé multilineárńı zobrazeńı

ξA1...ArẊ1...Ẋm
B1...BsẎ1...Ẏn

: SA1 × . . .× SAr × SẊ1
× . . .× SẊm

×SB1 × . . .× SBs × SẎ1 × . . .× SẎn → C

nazveme spinorem typu

(
r m
s n

)
.

Množinu všech spinor̊u typu

(
r m
s n

)
označme SA1...ArẊ1...Ẋm

B1...BsẎ1...Ẏn
a nazývejme(

r m
s n

)
-tou spinorovou mocninou.

Pro obecné spinory definujme operaci sdružeńı ¯ :

¯: SA1...ArẊ1...Ẋm

B1...BsẎ1...Ẏn
→ SA1...AmẊ1...Ẋr

B1...BnẎ1...Ẏs
(3.18)

ξA1...ArẊ1...Ẋm
B1...BsẎ1...Ẏn

7→ ξA1...ArẊ1...Ẋm
B1...BsẎ1...Ẏn

≡ ξ̄Ȧ1...ȦrX1...Xm
Ḃ1...ḂsY1...Yn

, kde

ξ̄A1...AmẊ1...Ẋr
B1...BnẎ1...Ẏs

αA1 . . .βAmγẊ1
. . . δẊr

ψB1 . . .ωBnυẎ1 . . .φẎs :=

ξA1...ArẊ1...Ẋm
B1...BsẎ1...Ẏn

αẊ1
. . .βẊm

γA1 . . . δArψ
Ẏ1 . . .ωẎnυB1 . . .φBs

Tenzorovou algebru nad spinovým prostorem,
⊕∞

r,s,m,n=0 SA1...ArẊ1...Ẋm

B1...BsẎ1...Ẏn
,

vybevenou operaćı sdružeńı nazveme spinorovou algebrou.
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K definici operace sdružeńı poznamenejme, že sdružený spinor ξ̄ vyč́ısĺıme
na odpov́ıdaj́ıćım počtu vektor̊u a forem tak, že do p̊uvodńı spinoru ξ
dosad́ıme antiizomorfńı obrazy př́ıslušných vektor̊u a forem, a výsledek kom-
plexně sdruž́ıme.

Ve spinorové algebře můžeme identifikovat
”
reálnou strukturu“ – spinory,

jež se p̊usobeńım operace sdružeńı neměńı. Spinor typu

(
r r
s s

)
nazveme

hermitovský právě tehdy, když ξ = ξ̄.

Ukažme, že hermitovské spinory typu

(
1 1
0 0

)
reprezentuje v dané spinové

bázi {sAB}2
B=1 hermitovská matice 2×2. Pro dané ξAẊ = ξBẎ sABsẊ

Ẏ
a libovolné

ψA = ψBsBA ∈ SA a %Ẋ = %Ẏ sẎ
Ẋ
∈ SẊ rozepǐsme podmı́nku hermitovskosti.

ξAẊψA%Ẋ = ξ̄AẊψA%Ẋ = ξAẊ%AψẊ

Pomoćı relaćı úplnosti přejdeme k souřadnicovému vyjádřeńı:

ξAẊψA%Ẋ = ξAẊ%AψẊ = ξAẊ%ȦψX , po přeznačeńı index̊u

ξXȦ%ȦψX = ξAẊ%ȦψX ∀ξA,ψA ∈ SA.

Rovnice ξXȦ = ξAẊ A,X = 1, 2 je složkovým vyjádřeńım hledané podmı́nky(
ξ11̇ ξ12̇

ξ21̇ ξ22̇

)
≡ [ξAẊ ] = [ξAẊ ]† ≡

(
ξ11̇ ξ12̇

ξ21̇ ξ22̇

)†
.

3.3 Korespondece tenzor̊u a hermitovských

spinor̊u

V nadcházej́ıćım odd́ıle poskládáme dohromady indicie posb́ırané v před-
choźıch kapitolách. Východiskem ke konstrukci nakryt́ı Υ : SL(2,C) →
SO(1, 3)+ byl izomorfismus čtyřvektor̊u a 2× 2 hermitovských matic a neńı
náhodou, že právě 2×2 hermitovské matice reprezentuj́ı hermitovské spinory
ve spinové bázi.

Mostem, kterým hermitovské spinory a čtyřvektory spoj́ıme budou Infeld-
van der Waerdenovy symboly σµ

AẊ. Podobně jako lež́ı konce mostu na dvou

r̊uzných břeźıch, odkazuj́ı i indexy σµ
AẊ na dva r̊uzné světy – Minkowského

prostor Vµ a spinorovou algebru SAẊ.
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Stavět začneme nejprve abstraktně – shrnut́ım požadavk̊u na σµ
AẊ v

definici abstraktńıch Infeld-van der Waerdenových symbol̊u. V souřádnićıch
následně ukážeme, že izomorfismus j z kapitoly 2 dané výchoźı axiomy
splňuje.

Definice – Infeld - van der Waerdenovy symboly.
Multilineárńı zobrazeńı σµ

AẊ

σµ
AẊ : Vµ × SA × SẊ → C

(vµ, ξA,ψẊ) 7→ σµ
AẊvµξAψẊ ∈ C

nazveme abstraktńı Infeld - van der Waerdenovy symboly, vyhovuje-li pod-
mı́nkám:

i. σµ
AẊvµξAψẊ = σµAẊvµξẊψA ∀vµ ∈ Vµ, ξA ∈ SA,ψẊ ∈ SẊ

ii. σµ
AẊσν

BẎ (−εABεẊẎ) = ηµν

Z definice umožňuj́ı Infeld - van der Waerdenovy symboly σµ
AẊ konver-

tovat čtyřvektory na kontravariantńı spinory a naopak kovariantńı spinory
na čtyřformy.7

Vµ → SAẊ (3.19)

vµ 7→ vAẊ := σµ
AẊvµ

SAẊ → Vµ (3.20)

ξAẊ 7→ ξµ := −σµAẊξAẊ

Znaménko
”
−“ v (3.20) voĺıme z konvenčńıch d̊uvod̊u. (Zhruba řečeno,

Minkowského metrický tenzor – jako protěǰsek symplektického součinu –
pak v souřadnićıch vyjde η, a nikoliv −η.)

Podmı́nka (i) tvrd́ı, že spinor vAẊ př́ıslušej́ıćı čtyřvektoru vµ je hermi-
tovský. Naopak forma ξµ odpov́ıdaj́ıćı hermitovskému spinoru ξAẊ bude
mı́t d́ıky bodu (i) v libovolné duálńı bázi Minkowského prostoru reálné
složky, nebot’ výsledkem jej́ı kontrakce s libovolným čtyřvektorem je reálné

7Princip, kterým hermitovké spinory na SAẊ a čtyřvektory na Vµ ztotožňujeme,
nazývá slovenská terminologie p̊uvabně bilineárné spárenie.
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č́ıslo. Vskutku: ∀xµ ∈ Vµ xµξµ = −xµσµ
AẊξAẊ = −xµσµAẊξ̄AẊ =

−xµσµAẊξAẊ = xµξµ.
Na spinorové algebře i na Minkowského prostoru lze zvyšovat a snižovat

indexy. Dı́ky definičńı podmı́nce (ii) nezálež́ı na tom, na kterém z pros-
tor̊u zvyšováńı, resp. snižováńı provád́ıme. 8 Dokažme, že snižovat indexy
u čtyřvektor̊u můžeme ekvivalentě

”
oklikou přes spinový prostor“: Vµ →

SAẊ → SAẊ → Vµ. Vektor vµ ∈ Vµ zobraźıme na spinorový protěǰsek

vAẊ = σν
AẊvν . Na spinorové algebře sńıž́ıme indexy pomoćı symplek-

tické formy: vAẊ = εBAεẎẊσν
BẎvν = εABεẊẎσν

BẎvν , a přes Infeld -
van der Waerdenovy symboly přejdeme zpátky na Minkowského prostor:
−σµAẊεABεẊẎσν

BẎvν = σµ
AẊσν

BẎ (−εABεẊẎ) vν = ηµνv
ν = vµ.

Nevyřešenou otázkou zat́ım z̊ustala konverze kontravariantńıch spinor̊u
na čtyřvektory a čtyřforem na kovariant́ı spinory. Spuštěńım spinorových
index̊u a zvýšeńım časoprostorového indexu u Infeld - van der Waerdenových
symbol̊u

σµAẊ := ηµνεBAεẎẊσν
BẎ = ηµνεABεẊẎσν

BẎ (3.21)

obdrž́ıme zobrázeńı:

SAẊ → Vµ (3.22)

ξAẊ 7→ ξµ := −σµAẊξ
AẊ

Vµ → SAẊ (3.23)

vµ 7→ vAẊ := σµAẊvµ

Dokažme, že zobrazeńı (3.22), resp. (3.23) jsou inverzńı k (3.19), resp.
(3.20), tj. plat́ı:

σµ
AẊσνAẊ = −δνµ (3.24)

σµ
AẊσµBẎ = −δABδẊẎ (3.25)

Prvńı identitu ověř́ıme pomoćı definičńı podmı́nky (ii): σµ
AẊσνAẊ =

σµ
AẊηνρεABεẊẎσρ

BẎ = −σµAẊσρ
BẎ(−εABεẊẎ)ηνρ = −ηµρηνρ = −δνµ.

Výraz σµ
AẊσµBẎ snáze vyšetř́ıme na Minkowského prostoru – po zúžeńı

s σν
BẎ. Přechod na Minkowského prostor je ekvivalentńı úpravou, nebot’

8Po dodefinováńı spinorového ekvivalentu obecného tenzoru (3.26) uvid́ıme, že
podmı́nka (ii) postuluje za protěǰsek Minkowského tenzoru ηµν spinor −εABεẊẎ.
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existuje inverze −σµAẊ, jak jsme právě ukázali v (3.24). Postupnými úpra-

vami nacháźıme σν
BẎ(σµ

AẊσµBẎ) = σµ
AẊ(σν

BẎσµBẎ) = −σµAẊδµν =

−σνAẊ = σν
BẎ(−δABδẊẎ).

Infeld - van der Waerdenovy symboly σµAẊ podléhaj́ı podmı́nce hermi-
tovskosti analogické (i). Pro vµ ∈ Vµ a ξA,ψA ∈ SA upravme kontrakci

σµAẊvµξ
AψẊ = ηµνεABεẊẎσν

BẎvµξ
AψẊ = σν

BẎvνξBψẎ

= σνBẎvνξẎψB = ηµνεABεẊẎσν
BẎvµξẊψA = σµAẊvµξẊψA, tj.

i.′ σµAẊvµξ
AψẊ = σµAẊvµξẊψA ∀vµ ∈ Vµ, ξ

A ∈ SA,ψẊ ∈ SẊ

Analogickým rozborem jako u σµ
AẊ zjist́ıme, že se i čtyřformy zobraźı

na hermitovské spinory a naopak čtyřvektorové protěǰsky hermitovských
spinor̊u jsou reálné.

Infeld - van der Waerdenovy symboly σµ
AẊ a σµAẊ tak zprostředko-

vávaj́ı izomorfismus mezi kovariantńımi, resp. kontravariantńımi hermitov-
skými spinory a čtyřformami, resp. čtyřvektory.

Korespondenci mezi čtyřvektory a hermitovskými spinory přirozeně roz-
š́ı̌ŕıme na obecný tenzor, resp. obecný hermitovský spinor.

σ : Vν1...νr
µ1...µs ↔ hermitovské spinory v SA1...ArẊ1...Ẋr

B1...BsẎ1...Ẏs

TA1...ArẊ1...Ẋr
B1...BsẎ1...Ẏs

= (3.26)

= σν1
A1Ẋ1 . . .σνr

ArẊrσµ1
B1Ẏ1

. . .σµsBsẎs
Tν1...νr

µ1...µs

ξν1...νrµ1...µs = (−σν1A1Ẋ1
) . . . (−σνrArẊr

) (3.27)

(−σµ1

B1Ẏ1) . . . (−σµsBsẎs)ξA1...ArẊ1...Ẋr
B1...BsẎ1...Ẏs

V tomto kontextu postuluje pomı́nka (ii) v definici Infeld - van der
Waerdenových symbol̊u spinor −εABεẊẎ za protěǰsek Minkowského met-
rického tenzoru ηµν . Symplektický součin d́ıky tomu odpov́ıdá Minkowského

skalárńımu součinu: ηµνu
µwν = σµ

AẊσν
BẎ (−εABεẊẎ) uµwν =

− εABεẊẎ(σµ
AẊuµ)(σν

BẎwν) = −εABεẊẎuAẊwBẎ = −uBẎwBẎ, tj.
plat́ı:

uµwµ = −uAẊwAẊ (3.28)
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Konstrukce izomorfismu mezi hermitovskými spinory a tenzory pomoćı
Infeld - van der Waerdenových symbol̊u σµ

AẊ vypadala doposud poměrně
přesvědčivě a slibně, leč jej́ı vadou na kráse je, že nev́ıme, jestli multilineárńı
zobrazeńı σµ

AẊ vyhovuj́ıćı definičńım podmı́nkám (i.) a (ii.) v̊ubec existuje.
9

O kladné odpovědi se přesvědč́ıme v konkrétńı bázi. Zvolme proto {eµν }3
ν=0

ortonormálńı bázi ve Vµ (inerciálńı souřadný systém S) a {sAB}2
B=1 spinovou

bázi v SA. Našim kandidátem na Infeld - van der Waerdenovy symboly
σµ

AẊ = σν
BẎ ενµsABsẊ

Ẏ
je izomorfismus z kapitoly 2 (2.6) s maticemi σµ defi-

novanými ve vzorci (2.4):

µ = 0, . . . , 3 [σµ
AẊ ] = σµ (3.29)

Úděl Infeld - van der Waerdenových symbol̊u propojovat Minkowského
prostor a spinorovou algebru se proĺıná do kombinovaného vektorovo - mati-
cového souřadnicového vyjádřeńı.

[σµ
AẊ ] =

(
1√
2

(
1 0
0 1

) ∣∣∣ 1√
2

(
0 1
1 0

) ∣∣∣ 1√
2

(
0 −i
i 0

) ∣∣∣ 1√
2

(
1 0
0 −1

))
=

1√
2

((
1 0
0 1

) ∣∣∣(0 1
1 0

) ∣∣∣(0 −i
i 0

) ∣∣∣(1 0
0 −1

))
Dosazeńım relaćı úplnosti do libovolného ze vztah̊u pro konverzi hermi-

tovských spinor̊u na tenzory (př́ıp. tenzor̊u na spinory) se snadno přesvěd-
č́ıme, že př́ıslušné vzorce pro složky vypadaj́ı stejně, pouze nejsou tǐstěny
tučně a přes stejné indexy se dle sumačńı konvence sč́ıtá. Pro názornost
uvažme formuli (3.19). Komponentu vAẊ spinoru vAẊ = vBẎ sABsẊ

Ẏ
vypoč-

teme kontrakćı spinoru s prvky duálńı báze sAB a sẊ
Ẏ

:

vAẊ = vBẎsABsẊ
Ẏ

= σν
BẎvνsABsẊ

Ẏ
= σν

BẎδνρvρsABsẊ
Ẏ

= σν
BẎ(εµρe

ν
µ)vρsABsẊ

Ẏ
= (eνµσν

BẎsABsẊ
Ẏ

)(εµρv
ρ) = σµ

AẊvµ

Matice [vAẊ ] je součtem reálných (komponenty vµ) násobk̊u hermitov-
ských matic (σµ), a je proto hermitovská. Hermitovský je tud́ıž i odpov́ıdaj́ıćı

spinor vAẊ. Jinými slovy definujeme-li složky σµ
AẊ dle (3.29), splńıme prvńı

definičńı podmı́nku Infeld - van der Waerdenových symbol̊u.

9Podobně by mohla být napadena existence samotného spinového prostoru. Snadno
nahlédneme, že vektorový prostor C2 se symplektickým součinem definovaným pomoćı
determinantu (3.5) axiomům spinového prostoru dostoj́ı.
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I druhou definičńı podmı́nku nám nezbyde než vyšetřovat ve složkách:

σµ
AẊσν

BẎ (−εABεẊẎ ) = ηµν µ, ν = 0 . . . 3

Většina člen̊u v sumaci na levé straně d́ıky [εAB] = [εẊẎ ] = ε (viz (3.17))
vymiźı:

ηµν = −σµ11̇σν
22̇ + σµ

12̇σν
21̇ + σµ

21̇σν
12̇ − σµ22̇σν

11̇

Vzhledem k symetrii obou stran rovnice v̊uči záměně µ↔ ν stač́ı vyšetřit
pouze 10 složek µ ≥ ν. Využijme dále toho, že matice [σ0

AẊ ] a [σAẊ3 ] maj́ı

nenulové pouze diagonálńı složky, naopak [σ1
AẊ ] a [σAẊ2 ] pouze složky mi-

modiagonálńı.

ηµ0 = −σµ11̇σ0
22̇ − σµ22̇σ0

11̇ = − 1√
2
σµ

11̇ − 1√
2
σµ

22̇ = − 1√
2

Tr [σµ
AẊ ]

Nenulové stopě se z matic [σµ
AẊ ] těš́ı pouze [σ0

AẊ ], Tr [σ0
AẊ ] = 2√

2
, a tedy

η00 = −1, zat́ımco η10 = η20 = η30 = 0.

ηµ1 = σµ
12̇σ1

21̇ + σµ
21̇σ1

12̇ =
1√
2

(
σµ

12̇ + σµ
21̇
)

Z výše uvedeného plyne η01 = η31 = 0, dále η11 = 1√
2

(
1√
2

+ 1√
2

)
= 1 a

η21 = 1√
2

(
− i√

2
+ i√

2

)
= 0.

ηµ2 = σµ
12̇σ2

21̇ + σµ
21̇σ2

12̇ =
i√
2

(
σµ

12̇ − σµ21̇
)

Opět zřejmě plat́ı η32 = 0 a η22 = i√
2

(
− i√

2
− i√

2

)
= 1. Ověřeńı definičńı

podmı́nky (ii.) dokonč́ıme výpočtem η33 = −σ3
11̇σ3

22̇−σ3
22̇σ3

11̇ = −2σ3
11̇σ3

22̇

= −2 1√
2

(
− 1√

2

)
= 1.

Izomorfismus hermitovských spinor̊u a tenzor̊u je t́ım definitivně potvrzen.

Provedeńı d̊ukazu existence Infeld - van der Waerdenových symbol̊u v
konkrétńıch báźıch {eµν }3

ν=0 a {sAB}2
B=1 tyto báze do jisté mı́ry privileguje.

Je otázkou pro následuj́ıćı odstavce, zda-li při změně báze z̊ustane sym-
bol̊um σµ

AẊ elegantńı souřadnicové vyjádřeńı podobné (3.29). Př́ıpadně
obecněji, co v̊ubec změna báze pro multilineárńı zobrazeńı

”
rozkročené mezi
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dva světy“ znamená? Pro odpověd’ se vrat’me do kapitoly 2 ke konstrukci
nakryt́ı Υ : SL(2,C)→ SO(1, 3)+.

Hermitovskou matici h ∈ h2(C) nyńı nahĺıž́ıme jako souřadnicové vyjá-

dřeńı h = [ξAẊ ] hermitovského spinoru ξAẊ = ξBẎ sABsẊ
Ẏ
∈ SẊ ve zvolené

spinové bázi {sAB}2
B=1. Složkový zápis konverze vektor̊u na spinory (3.19):

vAẊ = σµ
AẊvµ zřejmě odpov́ıdá zobrazeńı j−1 definovaném formuĺı (2.6),

proto i v novém kabátě:[
vAẊ

]
=

(
v11̇ v12̇

v21̇ v22̇

)
=

1√
2

(
v0 + v3 v1 − iv2

v1 + iv2 v0 − v3

)
(3.30)

Porovnáńım přepočtu spinor̊u zpátky na vektory (3.22): ξµ = −σµAẊξAẊ
se zobrazeńım j definovaným formuĺı (2.7) uhodneme souřadnicové vyjádřeńı

Infeld - van der Waerdenových symbol̊u σµAẊ = σνBẎ eµν sBAsẎ
Ẋ

.
(Ke stejnému výsledku samozřejmě vede i př́ımý výpočet z definice (3.21):

σµAẊ = ηµνεABεẊẎ σν
BẎ .)

[σµAẊ ] = −[σµ
AẊ ] = −σµ µ = 0, 1, 3

[σ2
AẊ ] = [σ2

AẊ ] = σ2

[σµAẊ ] =



− 1√
2

(
1 0
0 1

)
− 1√

2

(
0 1
1 0

)
1√
2

(
0 −i
i 0

)
− 1√

2

(
1 0
0 −1

)


=

1√
2



−
(

1 0
0 1

)
−
(

0 1
1 0

)
(

0 −i
i 0

)
−
(

1 0
0 −1

)


(3.31)

Kĺıčovým článkem v konstrukci nakryt́ı je zobrazeńı YG. Po připomenut́ı

konvence značeńı G = [GA
B] = [GẊ

Ẏ ] přepǐsme definici (2.10) do složek:

YG : ξAẊ 7→ GA
BG

Ẋ
Ẏ ξ

BẎ . Ideu nakryt́ı ΥG – definice (2.12) – vystihuje
následuj́ıćı diagram.

vµeαµ

vAẊ=σµAẊvµ

��

Λ=ΥG // (ΥG)µνv
νeαµ

ξAẊsBAsẎ
Ẋ

YG // GA
BG

Ẋ
Ẏ ξ

BẎ sBAsẎ
Ẋ

ξµ=−σµAẊξ
AẊ

OO
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Pro libovolný čtyřvektor vµeαµ ∈ Vα, matici G = [GA
B] ∈ SL(2,C) a

Lorentzovu transformaci ΥG ∈ SO(1, 3)+ zadanou vzorcem (2.13) je splněna

rovnice: (ΥG)µνv
ν = −σµAẊGA

BG
Ẋ
Ẏ σν

BẎ vν . Dosazujeme-li za vα = vµeαµ
postupně jednotlivé bázové vektory eαµ , zbav́ıme se závislosti na vν :

(ΥG)µν = −σµAẊG
A
BG

Ẋ
Ẏ σν

BẎ ∀µ, ν = 0, . . . , 3 (3.32a)

Na obě strany rovnice (3.32a) nyńı zap̊usob́ıme symboly σρ
AẊ a inverzńı

Lorentzovou transformaćı (ΥG)λ
ν . Po použit́ı identity (3.24) pro složky, a

následném přeznačeńı indexu λ za µ obdrž́ıme:

σµ
AẊ = GA

BG
Ẋ
Ẏ (ΥG)µ

νσν
BẎ ∀µ, ν = 0, . . . , 3 (3.32b)

Předpokládejme, že změně báze {sCB}2
B=1

G−→ {s′CB}2
B=1, sCB = GA

Bs′CA ,
na spinovém prostoru odpov́ıdá na Minkowského prostoročase změna báze

{eαµ }3
µ=0

ΥG−−→ {e′αµ }3
µ=0, eαµ = (ΥG)νµe

′α
ν . Př́ıslušné duálńı báze spinového

prostoru jsou spojeny s′AC = GA
BsBC a s′ẊŻ = GẊ

Ẏ sẎ
Ż

, na Minkowského pros-
toročase plat́ı e′αµ = (ΥG)µ

νeαν . Přepočtěme složky Infeld - van der Waerde-
nových symbol̊u do čárkovaných souřadnic.

σ′µ
AẊ = s′

A
Cs′

Ẋ
Ż e′

α
µσα

CŻ = GA
BsBCG

Ẋ
Ẏ sẎ

Ż
(ΥG)µ

νeαν σα
CŻ

= GA
BG

Ẋ
Ẏ (ΥG)µ

ν(eαν σα
CŻsBCsẎ

Ż
) = GA

BG
Ẋ
Ẏ (ΥG)µ

νσν
BẎ

= σµ
AẊ (3.33)

Báze {eµν }3
ν=0 a {sAB}2

B=1 zvolené v kapitole 2, potažmo v d̊ukazu exis-

tence σµ
AẊ nemaj́ı nikterak výsadńı postaveńı. Infeld - van der Waerdenovy

symboly nabývaj́ı stejných souřadnicových vyjádřeńıch σµ
AẊ (3.29) v každé

dvojici asociované spinové a ortonormálńı báze. Změně báze {sCB}2
B=1

G−→
{s′CB}2

B=1 na spinovém prostoru odpov́ıdá změna {eαµ }3
µ=0

ΥG−−→ {e′αµ }3
µ=0 na

Minkowského prostoročase. 10

V aktivńı interpretaci přǐrazuje nakryt́ı Υ každé lineárńı transformaci
spinového prostoru GA

B : SA → SA, v nějaké spinové bázi zadané matićı

10Dovedeno do detailu, odpov́ıdá ortonormálńı bázi {eαµ }3µ=0 hned dvojice asociovaných

spinových báźı {±sAB}2B=1. Snadno se přesvědč́ıme, že záměna sAB → −sAB (a tedy zároveň

sẊ
Ẏ
→ −sẊ

Ẏ
) nezměńı ani komponenty σµ

AẊ ani
[
vAẊ

]
. Učiněné pozorováńı je ve shodě

s dvouhodnotovost́ı nakryt́ı ΥG = Υ−G.
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G = [GA
B] ∈ SL(2,C), Lorentzovu transformaci ΥG

µ
ν : Vµ → Vµ, v

asociované bázi zadanou matićı ΥG = [ΥG
µ
ν ] ∈ SO(1, 3)+.

ΥG
µ
ν = −σµAẊGA

BGẊ
Ẏσν

BẎ (3.32c)

Závěrem ukažme, kterak z obecné teorie plyne vyjádřeńı čtyřintervalu
vektoru pomoćı determinantu matice př́ıslušného spinorového ekvivalentu
(2.8). Vyjděme z formule (3.28): Q(vµ) = ηµνv

µvν = uνv
ν = −vAẊvAẊ =

−vAẊvAẊ . Definici snižováńı index̊u vAẊ = εBAεẎẊvBẎ přeṕı̌seme nej-

prve do složek vAẊ = εBAεẎ Ẋv
BẎ = −εABvBẎ εẎ Ẋ , a následně vypočteme v

matićıch [vAẊ ] = −[εAB][vBẎ ][εẎ Ẋ ].

[vAẊ ] = −
(

0 1
−1 0

)(
v11̇ v12̇

v21̇ v22̇

)(
0 1
−1 0

)
=

(
v22̇ −v21̇

−v12̇ v11̇

)
=

1√
2

(
v0 − v3 −v1 − iv2

−v1 + iv2 v0 + v3

)
(3.34)

Po dosazeńı výsledku (3.34) do formule pro čtyřinterval nacháźıme

−vAẊvAẊ = −
(
v22̇v11̇ + (−v21̇)v12̇ + (−v12̇)v21̇ + v11̇v22̇

)
= −2

(
v11̇v22̇ +

− v12̇v21̇
)

= −2 det
[
vAẊ

]
, a tedy:

Q(vµ) = −2 det
[
vAẊ

]
(3.35)

3.4 Aplikace spinor̊u na popis elektromag-

netického pole

Speciálńı teorie relativity popisuje elektromagnetickou interakci prostřed-
nictv́ım antisymetrického tenzoru Fµν . V následuj́ıćım odd́ıle ukážeme, jak
korespondence mezi hermitovskými spinory a tenzory ve spojeńı s anti-
symetríı tenzoru emg. pole přirozeně vede k definici symetrického spinoru
elektormagnetického pole φAB. Jednoduchého tvaru spinorového ekviva-
lentu FAẊBẎ následně využijeme k formulaci spinorové verze Lorentzovy
śıly a k vyřešeńı elementárńıho př́ıkladu – pohybu testovaćı částice v kon-
stantńım elektrickém a magnetickém poli.
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Spinor elektromagnetického pole φAB

Necht’ Fµν označuje antisymetrickou bilineárńı formu. Zkoumejme, jak se an-
tisymetrie (Fµν = −Fνµ) přenese z tenzoru na spinorový ekvivalent FAẊBẎ:

FAẊBẎ = σµAẊσ
ν
BẎFµν = −σνBẎσ

µ
AẊFνµ = −FBẎAẊ

Spinor FAẊBẎ proto můžeme přepsat do podoby:

FAẊBẎ =
1

2
(FAẊBẎ − FBẎAẊ)

=
1

2
(FAẊBẎ − FBẊAẎ + FBẊAẎ − FBẎAẊ)

=
1

2
(FAẊBẎ − FBẊAẎ) +

1

2
(FBẊAẎ − FBẎAẊ)

=
1

2
(δCAδ

D
B − δDAδCB)FCẊDẎ +

1

2
(δU̇

Ẋ
δV̇
Ẏ
− δV̇

Ẋ
δU̇
Ẏ

)FBU̇AV̇

Zde zúroč́ıme vztah (3.9): εABε
CD = δCAδ

D
B − δDAδCB , dokázaný v odd́ıle 3.2.

FAẊBẎ =
1

2
εABε

CDFCẊDẎ +
1

2
εẊẎε

U̇V̇FBU̇AV̇

= εAB(
1

2
FCẊ

C
Ẏ) + εẊẎ(

1

2
FBU̇A

U̇) (3.36)

Definujme spinor elektromagnetického pole φAB vztahem:

φAB :=
1

2
FU̇A

U̇
B =

1

2
εU̇V̇FAU̇BV̇ (3.37)

Snadno ověř́ıme jeho symetričnost (tj. φAB = φBA):

φAB =
1

2
εU̇V̇FAU̇BV̇ =

1

2
εV̇U̇FBV̇AU̇

=
1

2
FBV̇A

V̇ =
1

2
FV̇B

V̇
A = φBA

Operaćı sdružeńı dále dopočteme antiizomorfńı obraz spinoru emg. pole:

φẊẎ = φXY =
1

2
FU̇X

U̇
Y =

1

2
FU̇X

U̇
Y =

1

2
FUẊ

U
Ẏ (3.38)

Vrat’mě se k rovnici (3.36). Spinorový ekvivalent libovolné antisymetrické
bilineárńı formy Fµν lze jednoznačně zapsat pomoćı symetrického spinoru
φAB:

FAẊBẎ = εABφẊẎ + φABεẊẎ (3.39)
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Pod́ıvejme se, jak vypadá korespondence mezi Fµν a φAB ve složkách
v̊uči dané ortonormálńı bázi {eµα}3

α=0 a s ńı asociované spinové bázi {sAB}2
B=1.

Pr̊uběh elektromagnetického pole na prostoročasu je určen tenzorovým
polem Fµν(xρ) = Fαβ(x)εαµε

β
ν , kde xρ = xαeρα a x = (x0, x1, x2, x3)T =

(x0, ~x)T . Pozorovatel v S ≡ {eµα}3
α=0 změř́ı v čase x0 v mı́stě ~x intenzitu

elektrického pole ~E(x) a magnetickou indukci ~B(x). Následně sestav́ı matici
emg. pole ve tvaru:

[Fαβ(x)] =


0 −E1(x) −E2(x) −E3(x)

E1(x) 0 B3(x) −B2(x)
E2(x) −B3(x) 0 B1(x)
E3(x) B2(x) −B1(x) 0

 (3.40)

Pro jednoduchost dále explicitně nevypisujeme závislost na bodě pros-
toročasu x.

Složky φCD spinoru φAB = φCDsCAsDB źıskáme z definice (3.37) dosazeńım
konkrétńı (s {eµα}3

α=0 asociované) báze {sAB}2
B=1:

φCD = φABsAC sBD =
1

2
εU̇V̇FAU̇BV̇sAC sBD

=
1

2
δU̇
Ṫ
δV̇
Ẇ
εṪẆFAU̇BV̇sAC sBD

=
1

2
(sẊ

Ṫ
sU̇
Ẋ

)(sẎ
Ẇ

sV̇
Ẏ

)εṪẆFAU̇BV̇sAC sBD

=
1

2
(εṪẆsẊ

Ṫ
sẎ
Ẇ

)(FAU̇BV̇sAC sU̇
Ẋ

sBDsV̇
Ẏ

)

=
1

2
εẊẎ FCẊDẎ =

1

2
(FC1̇D2̇ − FC2̇D1̇)

Dopočteńı souřadnicového vyjádřeńı je již jen cvičeńım na Infeld-van der
Waerdenovy symboly.

φ11 =
1

2
(F11̇12̇ − F12̇11̇) = F11̇12̇ = σµ11̇σ

ν
12̇Fµν

= σ0
11̇σ

1
12̇F01 + σ0

11̇σ
2

12̇F02 + σ3
11̇σ

1
12̇F31 + σ3

11̇σ
2

12̇F32

=
1

2

(
1(−E1) + i(−E2) + 1(B2) + i(−B1)

)
=

1

2

(
B2 − E1 − i(E2 +B1)

)
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φ12 = φ21 =
1

2
(F11̇22̇ − F12̇21̇) =

1

2
(σµ11̇σ

ν
22̇ − σµ12̇σ

ν
21̇)Fµν

=
1

2

(
σ0

11̇σ
3

22̇F03 + σ3
11̇σ

0
22̇F30 − σ1

12̇σ
2

21̇F12 − σ2
12̇σ

1
21̇F21

)
=

1

4

(
(−1)(−E3) + 1(E3)− (−i)(B3)− i(−B3)

)
=

1

2

(
E3 + iB3

)

φ22 =
1

2
(F21̇22̇ − F22̇21̇) = F21̇22̇ = σµ21̇σ

ν
22̇Fµν

= σ1
21̇σ

0
22̇F10 + σ1

21̇σ
3

22̇F13 + σ2
21̇σ

0
22̇F20 + σ2

21̇σ
3

22̇F23

=
1

2

(
1(E1) + (−1)(−B2) + (−i)(E2) + i(B1)

)
=

1

2

(
B2 + E1 − i(E2 −B1)

)
Spinor emg. pole odpov́ıdaj́ıćı tenzoru [Fαβ] (3.40) zastupuje v asociované

spinové bázi matice [φAB].

[φAB] =
1

2

(
B2 − E1 − i(E2 +B1) E3 + iB3

E3 + iB3 B2 + E1 − i(E2 −B1)

)
(3.41)

Dynamika částic v elektromagnetickém poli

Před vlastńım přepisem pohybové rovnice testovaćı částice v emg. poli do
spinor̊u nejprve ve stručnosti shrneme dynamiku ve speciálńı teorii relativity.

Definujme nabitou testovaćı částici jako trojici (q,m0,α
µ(t)). Konstanty

q ∈ R, resp. m0 > 0 znač́ı náboj, resp. klidovou hmotnost částice. Trajektorie
– světočára částice αµ(t) je časupodobná regulárńı křivka ve Vµ, tj.

αµ : (t0, t1) ⊂ R → Vµ (3.42)

t ∈ (t0, t1) 7→ αµ(t) = αν(t)eµν a splňuje

1. αν(t) ∈ C1(t0, t1) ∀ν = 0, . . . , 3; ∀ {eµν }3
ν=0 bázi ve Vµ

2. ηµν
dαν(t)
dt

dαµ(t)
dt

< 0 ∀t ∈ (t0, t1), kde

derivaci dαµ(t)
dt

definujeme pomoćı libovolné báze {eµν } jako

klasickou derivaci odpov́ıdaj́ıćıch složek dαµ(t)
dt

:= dαν(t)
dt

eµν .
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Od obecného parametru t je d́ıky zadané metrice (Minkowského tenzor)
výhodné přej́ıt k parametrizaci vlastńım časem τ . 11

τ (αµ(t)) ≡ τ (t) :=

∫ t

t0

∣∣∣ηµν dαµ(t′)

dt′
dαν(t′)

dt′

∣∣∣ 12 dt′ (3.43)

Poznamenejme, že výraz (3.43) nezáviśı na volbě parametrizace.
Tečný vektor ke světočáře – čtyřrychlost uµ pak vycháźı normalizovaný.
Plat́ı

uµ(αν(τ )) ≡ uµ(τ ) :=
dαµ(τ )

dτ
(3.44)

ηµνu
µuν = −1 (3.45)

Exkurz do dynamiky STR uzav́ırá pohybová rovnice 12:

m0
duµ(τ )

dτ
= F µ(τ ) (3.46)

Vektor F µ(τ ) ≡ F µ(αρ(τ )) nazveme čtyřśıla.
Protěǰsky objekt̊u (3.42) až (3.46) ve spinorech vypočteme prostřed-

nictv́ım izomorfismus daného Infeld - van der Waerdenovými symboly (3.19).

• trajektorie ve spinorech

αAẊ(τ ) = σµ
AẊαµ(τ ) (3.47)

• vlastńı čas vyjádřený pomoćı spinor̊u

τ (t) =
√

2

∫ t

t0

√
det

[
d

dt′
αAẊ(t′)

]
dt′ (3.48)

Čtyřinterval přejde v determinant d́ıky (3.35).

• čtyřrychlost ve spinorech

uAẊ(τ ) = σµ
AẊuµ(τ ) = σµ

AẊ d

dτ
αµ(τ ) =

d

dτ
σµ

AẊαµ(τ )

=
d

dτ
αAẊ(τ ) (3.49)

11Jedná se o analogii parametrizace křivky prostřednictv́ım délky oblouku (v̊uči euk-
leidovskému metrickému tenzoru).

12Definujeme-li čtyřhybnost pµ = m0u
µ, nabývá pohybová rovnice podoby dpµ

dτ (τ ) =
Fµ(τ ).
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Izomorfismus σµ
AẊ se ve složkách realizuje jako lineárńı kombinace

(srov. (2.6)). Pořad́ı σµ
AẊ a derivace podle vlastńıho času lze proto

zaměňovat.

• normalizačńı podmı́nka

det
[
uAẊ

]
=

1

2
v libovolné spinové bázi {sAB} (3.50)

Poznamenejme, že normalizačńı podmı́nka nezáviśı na zvolené spinové
bázi.

• čtyřśıla ve spinorech

FAẊ = σµ
AẊF µ (3.51)

• spinorová pohybová rovnice

m0
d

dτ
uAẊ(τ ) = FAẊ(τ ) (3.52)

Korespondence hermitovských spinor̊u a tenzor̊u je vzájemně jedno-
značná. Aplikace Infeld-van der Waerdenových symbol̊u σµ

AẊ na obě
strany rovnice (3.46) je proto ekvivalentńı úpravou.

Lorentzova śıla

Do pohybové rovnice (3.52) budeme – vedeni snahou použ́ıt teorii spinor̊u k

popisu pohybu v emg. poli – dosazovat Lorentzovu śılu FAẊ
Lor . Jej́ı vyjádřeńı

ve spinorech je proto daľśım krokem.
Speciálńı teorie relativity definuje Lorentzovu śılu jako kontrakci tenzoru

emg. pole a čtyřrychlosti částice :

F µLor = qF µνuν (3.53)

Spinorový ekvivalent opět vypočteme př́ımou aplikaćı Infeld - van der
Waerdenových symbol̊u (3.19) a dále pomoćı identity (3.24).

FAẊ
Lor = σµ

AẊF µLor = qσµ
AẊF µνuν = −qσµAẊ(−δλν )F µνuλ

= −qσµAẊ(σν
BẎσλBẎ)F µνuλ

= −q(σµAẊσν
BẎF µν)(σλBẎuλ) = −qFAẊBẎuBẎ
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Následuje gymnastika snižováńı a zvyšováńı index̊u:

FAẊ
Lor = −qεCBεŻẎF

AẊBẎuCŻ

= −qεBCεẎ ŻF
AẊBẎuCŻ

= −qFAẊ
CŻuCŻ

= −qεABεẊẎFBẎCŻuCŻ

= −qεABεẊẎ (εBCφẎŻ + φBCεẎŻ) uCŻ

= −q
(

(εABεBC)εẊẎφẎŻ + εABφBC(εẊẎεẎŻ)
)

uCŻ

= −q
(
−δACεẊẎφẎŻ − ε

ABφBCδ
Ẋ
Ż

)
uCŻ

= q
(
εẊẎφẎŻuAŻ + εABφBCuCẊ

)
Lorentzovu śılu zaṕı̌seme ve spinorech elegantně ve tvaru:

FAẊ
Lor = q

(
φẊ

ŻuAŻ + φA
CuCẊ

)
(3.54)

Pohyb testovaćı částice v konstantńım poli

S přepsanou Lorentzovou silou a pohybovou rovnićı jsme připraveni prediko-
vat pohyb testovaćı částice v elektromagnetickém poli.

Diferenciálńı rovnićı určuj́ıćı pohyb částice je rovnice (viz (3.52) s pravou
stranou (3.54)):

d

dτ
uAẊ =

q

m0

(
φẊ

ŻuAŻ + φA
CuCẊ

)
(3.55)

Předpokádejme, že pozorovatel v S ≡ {eµα}3
α=0 pocit’uje konstantńı elek-

trické a magnetické pole ve směru osy x3: ~E = (0, 0, E)T a ~B = (0, 0, B)T .
13

Elektromagnetickému poli odpov́ıdá v S matice (viz souřadnicové vyjá-
dřeńı tenzoru emg. pole (3.40)):

[Fαβ(x)] =


0 0 0 −E
0 0 B 0
0 −B 0 0
E 0 0 0

 (3.56)

13Řešený př́ıklad je obecněǰśı než se na prvńı pohled může zdát. G. Naber ([1, str.
113]) ukazuje, že na řešený tvar (mg. a el. pole ve směru osy x3) lze vhodnou volbou
inerciálńıho souřadného systému S převést libovolné konstantńı elektromagnetické pole,
jež je v nějaké bázi zadané regulárńı antisymetrickou matićı [Fαβ ].
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Př́ıslušný spinor emg. pole je v asociované spinové bázi {sAB}2
B=1, resp.

{sẊ
Ẏ
}2̇
Ẏ=1̇

určen matićı:

[φAB] =
1

2

(
0 E + iB

E + iB 0

)
, resp. (3.57a)

[φẊẎ ] =
1

2

(
0 E − iB

E − iB 0

)
(3.57b)

Ke složkám v̊uči konkrétńı spinové bázi přejdeme i v pohybové rovnici
(3.55):

d

dτ
uAẊ =

q

m0

(
εẊẎφẎŻuAŻ + εABφBCuCẊ

)
d

dτ
uAẊ =

q

m0

(
εẊẎ φẎ Żu

AŻ + εABφBCu
CẊ
)

d

dτ
uAẊ =

q

m0

(
uAŻφŻẎ ε

ẊẎ + εABφBCu
CẊ
)

A = 1, 2 Ẋ = 1̇, 2̇

Pravou stranu uprav́ıme nejsnáze v maticovém zápisu:

d

dτ
[uAẊ ] =

q

m0

(
[uAŻ ][φŻẎ ][εẊẎ ]T + [εAB][φBC ][uCẊ ]

)
(3.58)

d

dτ

(
u11̇ u12̇

u21̇ u22̇

)
=

q

2m0

((
u11̇ u12̇

u21̇ u22̇

)(
0 E − iB

E − iB 0

)(
0 1
−1 0

)T
+

(
0 1
−1 0

)(
0 E + iB

E + iB 0

)(
u11̇ u12̇

u21̇ u22̇

))

d

dτ

(
u11̇ u12̇

u21̇ u22̇

)
=

q

2m0

(
(E − iB)

(
u11̇ −u12̇

u21̇ −u22̇

)
+(E + iB)

(
u11̇ u12̇

−u21̇ −u22̇

))
=

q

m0

(
Eu11̇ iBu12̇

−iBu21̇ −Eu22̇

)
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Všiměme si, že matice na pravé straně vyšla hermitovská. J́ı odpov́ıdaj́ıćım
čtyřvektorem je samozřejmě Lorentzova śıla.

Vypǐsme explicitně soustavu pohybových rovnic:

d

dτ
u11̇ =

qE

m0

u11̇ (3.59a)

d

dτ
u12̇ = i

qB

m0

u12̇ (3.59b)

d

dτ
u21̇ = −iqB

m0

u21̇ (3.59c)

d

dτ
u22̇ = −qE

m0

u22̇ (3.59d)

Řešeńı nahlédneme snadno. Integračńı konstanty zvoĺıme tak, aby vý-
sledek ležel na prostoru hermitovských matic a splňoval normalizačńı pod-
mı́nku (3.50).

[
uAẊ(τ)

]
=

(
Ae

qE
m0

τ
Ze

i qB
m0

τ

Z̄e
−i qB

m0
τ
Be
− qE
m0

τ

)
A,B ∈ R Z ∈ C
AB − |Z|2 = 1

2

(3.60)

Ekvivalentně lze integračńı konstanty zadat ve tvaru A = −a+b√
2

, B = a−b√
2

a

Z = −d+ic√
2

, kde a, b, c, d ∈ R. Význam na prvńı pohled podivné volby do-

ceńıme po přepočteńı čtyřrychlosti zpátky do vektor̊u (uµ(τ) = −σµAẊuAẊ):

[uµ(τ)] =


a sinh qE

m0
τ + b cosh qE

m0
τ

c sin qB
m0
τ + d cos qB

m0
τ

c cos qB
m0
τ − d sin qB

m0
τ

a cosh qE
m0
τ + b sinh qE

m0
τ

 a, b, c, d ∈ R
b2 − a2 − c2 − d2 = 1

(3.61)

Diskutujme pohyb testovaćı částice ve dvou speciálńıch př́ıpadech – v
samotném elektrickém a v samotném magnetickém poli.

Začněme u elektrického pole (E 6= 0 a B = 0).
Ve směrech eµ1 a eµ2 se testovaćı části pohybuje obecně rovnoměrně př́ımo-

čaře. Pro jednoduchost zvolme počátečńı rychlosti v těchto směrech nulové
c = d = 0. Normalizačńı podmı́nku b2 − a2 = 1 pak splńıme volbou b =
cosh qE

m0
τ0 a a = − sinh qE

m0
τ0, τ0 ∈ R. Výraz pro čtyřrychlost se následně
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zjednoduš́ı užit́ım součtových vzorc̊u pro hyperbolický sinus a cosinus:

[uµ(τ)] =


cosh qE

m0
(τ − τ0)

0
0

sinh qE
m0

(τ − τ0)

 (3.62)

β =
sinh qE

m0
(τ − τ0)

cosh qE
m0

(τ − τ0)
= tanh

qE

m0

(τ − τ0)

Trajektorii αµ(τ) dopočteme integraćı čtyřrychlosti (3.62).

[αµ(τ)] =


m0

qE
sinh qE

m0
(τ − τ0) + x0

0

x1
0

x2
0

m0

qE
cosh qE

m0
(τ − τ0) + x3

0

 (3.63)

Samotné elektrické pole – konstantńı śıla p̊usob́ıćı ve směru pohybu tělesa
– generuje tzv. hyperbolický pohyb. Testovaćı částice, z pohledu pozorovatele
v S, zrychluje ve směru elektrického pole. Jej́ı klasická rychlost měřená v S
– β roste k rychlosti světla (limτ→∞ β = 1).

V druhém př́ıpadě naopak předpokládáme nenunlové pouze magnetické
pole (B 6= 0 a E = 0). Testovaćı částice se nyńı pohybuje rovnoměrně
př́ımočaře ve směru eµ3 : a = u3

0. Konstanty c a d zvoĺıme ve tvaru c =
−uϕ0 cos qB

m0
τ0 a d = uϕ0 sin qB

m0
τ0, kde τ0, u

ϕ
0 ∈ R. Velikost zbylé integračńı

konstanty b je již dána normalizačńı podmı́nkou ((3.50), resp. (3.45)): b =√
1 + (u3

0)2 + (uϕ0 )2. Po provedeńı substitućı (a aplikaci součtových vzorc̊u
pro sinus a cosinus) př́ısluš́ı čtyřrychlosti vektor:

[uµ(τ)] =


√

1 + (u3
0)2 + (uϕ0 )2

−uϕ0 sin qB
m0

(τ − τ0)

−uϕ0 cos qB
m0

(τ − τ0)

u3
0

 (3.64)

Trajektorii dopočteme opět integraćı:

[αµ(τ)] =


√

1 + (u3
0)2 + (uϕ0 )2 τ + x0

0

uϕ0
m0

qB
cos qB

m0
(τ − τ0) + x1

0

−uϕ0 m0

qB
sin qB

m0
(τ − τ0) + x2

0

u3
0τ + x3

0

 (3.65)
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Z pohledu pozorovatel v S se testovaćı částice pohybuje po šroubovici,
jej́ıž osa je rovnoběžná s magnetickými indukčńımi čarami – směrem mg.
indukce. Speciálně pro u3

0 = 0 předpov́ıdá relativistická teorie kruhový pohyb
nabité částice v homogenńım magnetickém poli. Právě ten je teoretickým
východiskem hmotnostńı spektrometrie.

Maxwellovy rovnice

Z teorie elektromagnetismu zbývá zmı́nit tzv. polńı rovnice – podmı́nky,
které omezuj́ı obecný tvar tenzoru [Fαβ(x)], resp. [φAB ([xCŻ ]) ] a svazuj́ı jej
se zdroji pole (náboj, proud).

Př́ımým výpočtem lze ukázat ([2, str. 47]), že pro elektromagnetické pole
ve vakuu maj́ı Maxwellovy rovnice mimořádně jednoduchý tvar:

∇AẊφAB = 0 B = 1, 2 Ẋ = 1̇, 2̇ (3.66)

Diferenciálńı operátor ∇AẊ definujeme jako spinorový ekvivalent parciálńı
derivace:

∇AẊ := σµ
AẊ∂µ ∂µ = ηµν∂ν , kde ∂ν ≡

∂

∂xν

Soustavu rovnic (3.66) nazveme rovnićı pro nehmotná pole o spinu s = 1
a pole φAB, jež j́ı řeš́ı, foton.

3.5 Reprezentace spinových vektor̊u pomoćı

vlajek

V závěrečném odd́ıle se od praktických aplikaćı vrát́ıme zpátky k teorii
samotné. Do světa spinor̊u jsme zat́ım nahlédli jen z části – objekt̊um z
všedńı zkušenosti jako událost (polohový vektor xµ), čtyřrychlost (vektor
uµ), či elektromagnetické pole (2-forma Fµν) odpov́ıdá jen vybraná tř́ıda
spinor̊u – spinory hermitovské. Ćıl př́ı̌st́ıch řádk̊u je proto nasnadě – naj́ıt
vhodný

”
hmatatelný“ objekt prostoročasu, s ńımž lze jednoznačně ztotožnit

samotný spinový vektor ξA ∈ SA.
Hlavička odd́ılu napov́ıdá, že oněmi zástupci spinového prostoru na časo-

prostoru budou tzv. vlajky. Konstrukci reprezentace spinových vektor̊u proto
nelze zač́ıt jinak než vztyčeńım stožáru.
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Stožárem př́ıslušej́ıćım spinovému vektoru ξA ∈ SA nazveme čtyřvektor
vµ ∈ Vµ definovaný jako vektorový protěǰsek hermitovského spinoru vAẊ :=
ξAξẊ, tj.

vµ := −σµAẊvAẊ = −σµAẊξ
AξẊ (3.67)

Ačkoliv názvoslov́ı stožár evokuje vektor prostorupodobný, lež́ı čtyřvektor
vµ na světelném kuželi. Nulovost čtyřintervalu Q(vµ) plyne z antisymetrie

symplektického součinu: ξAξ
A = ξẊξ

Ẋ = εBAξ
BξA = 0, a tedy Q(vµ) =

vµvµ = −vAẊvAẊ = −ξAξAξẊξẊ = 0.
Bližš́ı představu źıskáme po zvoleńı pevného inerciálńıho systému S ≡

{eµν }3
ν=0 a asociované spinové báze {sAB}2

B=1. Koeficienty rozvoje ξA spinového
vektoru ξA = ξBsAB zaṕı̌seme jednoznačně ve tvaru:

[ξA] =

(
ξ1

ξ2

)
= ei∆

(
a1

a2eiϕ

)
∆, ϕ ∈ 〈0, 2π) a1, a2 ≥ 0 (3.68)

Dále předpokládejme, že spinový vektor ξA je nenulový, a tedy a1 + a2 > 0.
Odpov́ıdaj́ıćı hermitovský spinor vAẊ = ξBξẎ sABsẊ

Ẏ
zastupuje matice:

[vAẊ ] = [ξAξẊ ] =

(
ξ1ξ1̇ ξ1ξ2̇

ξ2ξ1̇ ξ2ξ2̇

)
=

(
(a1)2 a1a2e−iϕ

a1a2eiϕ (a2)2

)
(3.69)

Př́ıslušný čtyřvektor – stožár – jednoznačně vyjádř́ıme ve sférických sou-
řadnićıch (R, ϑ, ϕ):

[vµ] =


1√
2

((a1)2 + (a2)2)√
2a1a2 cosϕ√
2a1a2 sinϕ

1√
2

((a1)2 − (a2)2)

 =


R

R cosϕ sinϑ
R sinϕ sinϑ
R cosϑ

 , kde (3.70)

R = (a1)2+(a2)2√
2

ϑ = arccos
(

(a1)2−(a2)2

(a1)2+(a2)2

)
= arcsin

(
2a1a2

(a1)2+(a2)2

)
Budoućı světelný kužel (časová souřadnice v0 > 0) si umı́me představit

jako rozb́ıhaj́ıćı se kulovou světelnou vlnu –
”
záblesk žárovky“ v bodě ~x = 0

v čase x0 = 0 š́ı̌ŕıćı se prostorem. Směr (ϑ, ϕ), do nějž foton vylétá – žerd’

vlajky mı́̌ŕı – je určen pouze vzájemným poměrem a1

a2
a vzájemnou fáźı ϕ

koeficient̊u rozvoje ξ1 a ξ2. Je proto stejný pro celou tř́ıdu spinových vektor̊u
zξA z ∈ C \ {0}. Výška stožáru – vzdálenost (např. počet světelných let),
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kterou foton od počátku urazil – je pak dána absolutńı velikost́ı koeficient̊u
rozvoje. Již z jednoduchého výpočtu ei∆ξA → vAẊ = ei∆ξAe−i∆ξẊ = ξAξẊ

plyne, že reprezentace pouze pomoćı stožáru vµ neńı s to rozlǐsit absolutńı
fázi ∆ spinového vektoru.

Pomožme si proto vytažeńım vlajky do vhodného směru. Druhým ob-
jektem, který spinový vektor ξA ∈ SA vedle hermitovského spinoru vAẊ

generuje, je symetrický spinor φAB := ξAξB, resp. φẊẎ := ξẊξẎ. Jeho
časoprostorovým protěǰskem je (viz (3.39) se zvýšenými indexy) antisymet-
rický bivektor F µν :

F µν = (−σµAẊ)(−σνBẎ)FAẊBẎ (3.71)

FAẊBẎ = εABφẊẎ + φABεẊẎ

Výraz pro bivektor (3.71) uprav́ıme trikem. Symplektická forma nabývá
v libovolné spinové bázi souřadnicového vyjádřeńı εAB = εCDsAC sBD = sA1 sB2 −
sA2 sB1 . Za prvńı bázový vektor zvoĺıme ξA =: sA1 , a doplńıme ho spinovým
vektorem sA2 = ψA na spinovou bazi, tj. εABξ

AψB = 1. Existenci takového
vektoru ψA ∈ SA dokážeme vzápět́ı, až budeme pracovat v konkrétńı bázi.
Prozat́ım pokračujme úpravou výrazu (3.71):

F µν = σµAẊσ
ν
BẎ(εABφẊẎ + φABεẊẎ)

= σµAẊσ
ν
BẎ

(
(ξAψB −ψAξB)ξẊξẎ + ξAξB(ξẊψẎ −ψẊξẎ)

)
= σµAẊσ

ν
BẎ

(
ξAψBξẊξẎ −ψAξBξẊξẎ +

+ξAξBξẊψẎ − ξAξBψẊξẎ
)

= σµAẊσ
ν
BẎ

(
ξAξẊ(ψBξẎ + ξBψẎ)− ξBξẎ(ψAξẊ + ξAψẊ)

)
=

(
σµAẊξ

AξẊ
)(
σνBẎ(ψBξẎ + ξBψẎ)

)
+

−
(
σµAẊ(ψAξẊ + ξAψẊ)

)(
σνBẎξ

BξẎ
)

Ověřme, že spinor ψAξẊ + ξAψẊ =: wAẊ je hermitovský, a tud́ıž
reprezentovatelný pomoćı čtyřvektoru. Pro libovolné αA,βA ∈ SA plat́ı:

w̄AẊαAβẊ = wAẊαẊβA = (ψAξẊ + ξAψẊ)αẊβA = ψAβAξẊαẊ +

ξAβAψẊαẊ = (ψẊβẊ)(ξAαA)+(ξẊβẊ)(ψAαA) = (ξAψẊ+ψAξẊ)αAβẊ

= wAẊαAβẊ.
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F µν =
(
σµAẊvAẊ

)(
σνBẎwBẎ

)
−
(
σµAẊwAẊ

)(
σνBẎvBẎ

)
=

(
−σµAẊvAẊ

)(
−σνBẎwBẎ

)
−
(
−σµAẊwAẊ

)(
−σνBẎvBẎ

)
= vµwν −wµvν

Oklikou přes symetrický spinor φAB se nám podařilo přǐradit p̊uvod-
ńımu spinovému vektoru ξA daľśı čtyřvektor: wµ. Konstrukce vektoru wµ

má ovšem jednu slabinu – nejednoznačnost. Původ nejednoznačnosti spoč́ıvá
v doplňováńı spinového vektoru ξA na spinovou bázi. Necht’ εABξ

AsB2 = 1
a εABξ

As̃B2 = 1, pak εABξ
A(sB2 − s̃B2 ) = 0, a tedy podle bodu (5.) věty

o základńıch vlastnostech spinového prostoru sA2 − s̃A2 = λξA, kde λ ∈ C.

Proved’me proto v zavedeńı wAẊ záměnu ψA → ψA + λξA, a definujme
tak:

←→w AẊ := (ψA + λξA)ξẊ + ξA(ψẊ + λ̄ξẊ) (3.72)

= (ψAξẊ + ξAψẊ) + (λ+ λ̄)ξAξẊ

= wAẊ + (2Re λ)vAẊ = wAẊ + kvAẊ k ∈ R

Konverze hermitovských spinor̊u na čtyřvektory je lineárńı. Př́ımka v
hermitovských spinorech v SAẊ se zobraźı opět na př́ımku ve Vµ.

←→w µ = wµ + kvµ k ∈ R (3.73)

Doplňuj́ıćım prostředkem k reprezentaci spinových vektor̊u, který dua-
lita antisymetrických bivektor̊u a symetrických bispinor̊u náb́ıźı, neńı vektor
wµ, ale celá tř́ıda čtyřvektor̊u – př́ımka ←→w AẊ. Snadno se přesvědč́ıme, že
antisymetrický spinor F µν = vµwν − wµvν se nezměńı pokud vektor wµ

nahrad́ıme kterýmkoliv jiným čtyřvektorem w̃µ ∈ ←→w µ.
Dvojici (vµ,←→w µ) nazveme vlajkou spinového vektoru ξA.14

Zkoumejme bĺıže geometrii dvojice (vµ,←→w µ). Př́ımka ←→w µ je zřejmě
eukleidovsky rovnoběžná se směrem stožáru vµ. T́ım sṕı̌se překvaṕı, že z
hlediska Minkowského sklalárńıho součinu plat́ı kolmost: ηµνv

µwν = 0
∀wµ ∈ ←→w µ, nebot’ ηµνv

µ(wν + kvν) = ηµνv
µwν + kηµνv

µvν = vνw
ν =

−vAẊwAẊ = −ξAξẊ(ψAξẊ + ξAψẊ) = −ξAψA(ξẊξ
Ẋ)− (ξAξ

A)ξẊψ
Ẋ =

0.

14Př́ımku←→w µ můžeme vńımat jako směr, do kterého je
”
vyvěšena vlajka“ – odtud také

název vlajka samotný.
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Analogickým výpočtem ukážeme Q(wµ) = 2 ∀wµ ∈ ←→w µ:

(wµ+kvµ)(wµ+kvµ) = wµwµ+2kwµvµ+k2vµvµ = wµwµ = −wAẊwAẊ

= −(ψAξẊ + ξAψẊ)(ψAξẊ + ξAψẊ) = −ψAξ
AξẊψ

Ẋ − ξAψAψẊξ
Ẋ =

−(−1)1 − 1(−1) = 2. Z hlediska Minkowského metriky lež́ı př́ımka ←→w µ

na pr̊uniku dvou ploch – ortogonálńıho doplňku ke směru stožáru a plochy
konstatńıho invariantu Q(wµ) = 2. Úvahy zpřesńıme v pevně zvolených
baźıch {eµν }3

ν=0 a s ńı asociované {sAB}2
B=1.

Postupujme ve výše uvedených kroćıch. Nejprve doplňme spinový vektor
ξA (3.68) vhodným vektorem ψA = ψBsAB ∈ SA na spinovou bázi.

[ψA] =

(
ψ1

ψ2

)
=

e−i∆

a1 + a2

(
−e−iϕ

1

)
(3.74)

Dále dopočteme komponenty wAẊ = ψAξẊ + ξAψẊ spinoru wAẊ =
ψAξẊ + ξAψẊ:

[wAẊ ] =
1

a1 + a2

(
−2a1 cos(2∆ + ϕ) a1ei2∆ − a2e−i(2∆+2ϕ)

a1e−i2∆ − a2ei(2∆+2ϕ) 2a2 cos(2∆ + ϕ)

)
(3.75)

Spinoru wAẊ odpov́ıdá čtyřvektor

[wµ] =

√
2

a1 + a2


(a2 − a1) cos(2∆ + ϕ)

a1 cos 2∆− a2 cos(2∆ + 2ϕ)
−a1 sin 2∆− a2 sin(2∆ + 2ϕ)
−(a1 + a2) cos(2∆ + ϕ)

 . (3.76)

Pro úplnost uved’me i parametrickou rovnici př́ımky ←→w µ.

[←→w µ] =

√
2

a1 + a2


(a2 − a1) cos(2∆ + ϕ)

a1 cos 2∆− a2 cos(2∆ + 2ϕ)
−a1 sin 2∆− a2 sin(2∆ + 2ϕ)
−(a1 + a2) cos(2∆ + ϕ)

+ (3.77)

+k


1√
2

((a1)2 + (a2)2)√
2a1a2 cosϕ√
2a1a2 sinϕ

1√
2

((a1)2 − (a2)2)

 k ∈ R.
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Obrázek 3.1: Reprezentace spinových vektor̊u pomoćı vlajek
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Dodatek

Přehled grup

GL(n,R(C)) = {A reálná (komplexńı) matice n× n | det A 6= 0}
grupa reálných (komplexńıch) regulárńıch matic

GL(V) = {A : V 7→ V | lineárńı, invertovatelné}
grupa automorfismů V

O(1, 3) = {Λ ∈ GL(4,R) | ΛTηΛ = η}
obecná Lorentzova grupa (maticově)

O(1, 3) = {Λ ∈ GL(V) | η(Λ(v),Λ(w)) = η(v,w) ∀v,w ∈ V}
obecná Lorentzova grupa (bezsouřadnicově)

SO(1, 3)+ = {Λ ∈ O(1, 3) | Λ0
0 ≥ 1,det Λ = 1}

(vlastńı) Lorentzova grupa

R = {Λ ∈ SO(1, 3)+ | Λ0
0 = 1}

grupa rotaćı (STR)

SO(n) = {R ∈ GL(n,R) | R−1 = RT ,det R = 1}
grupa rotaćı

SO(m,n) = {B ∈ GL(m+ n,R) | BTgm,nB = gm,n,det B = 1, kde
. gm,n = (−1)m×m ⊕ 1n×n}
grupa zachovávaj́ıćı metriku signatury (m,n)

SL(n,C) = {A ∈ GL(n,C) | det A = 1}
grupa (komplexńıch) unimodulárńıch matic

SU(n) = {A ∈ SL(n,C) | AA† = 1}
grupa unitárńıch matic
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