Univerzita Karlova v Praze
Matematicko-fyzikalni fakulta

BAKALARSKA PRACE

Milan Vankat

Spinory v Minkowského ¢asoprostoru

Matematicky ustav UK

Vedouci bakalarské prace: RNDr. Svatopluk Krysl, Ph.D.
Studijni program: Fyzika, obecna fyzika

2010



Dékuji RNDr. Svatopluku Kryslovi Ph.D. za vedeni prace.

Prohlasuji, ze jsem svou bakaldiskou préaci napsal samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament. Souhlasim se zaptujcovanim préace a jejim
zverejnovanim.

V Praze dne Milan Vankéat



Néazev prace: Spinory v Minkowského ¢asoprostoru
Autor: Milan Vankat

Katedra (ustav): Matematicky tstav UK

Vedouci bakalaiské prace: RNDr. Svatopluk Krysl Ph.D.
e-mail vedouciho: Svatopluk.Krysl@mff.cuni.cz

Abstrakt

Predkladand prace shrnuje zakladni koncepce teorie spinoru a za-
sazuje spinory do obecnéjsiho kontextu specialni teorie relativity. V
postupnych krocich zavadime spinovy prostor a spinorovou algebru.
Pomoci Infeld - van der Waerdenovych symboli nasledné vnotime
tenzorovou algebru do spinorové. Z aplikaci teorie se prace omezuje
na preformulovani zédkladnich objektu elektrodynamiky do spinoru.

Hlavni duraz je kladen na srozumitelnost textu. I proto se prvni
dvé kapitoly vénuji grupé Lorentzovych transformaci a podrobné kon-
strukci nakryt{ grupy komplexnich matic s jednotkovym determinan-
tem na vlastni Lorentzovu grupu. Dokazana je mj. véta o rozkladu
libovolné Lorentzovy transformace na rotaci, boost a rotaci.

V textu dusledné rozlisujeme mezi souradnicovym a bezsouiad-
nicovym (geometrickym) zépisem, zapisem ve slozkich a metodou
abstraktnich indexi.

Klicova slova: Lorentzova grupa, spinor, Infeld - van der Waerdenovy sym-
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Abstract

In the bachelor thesis, we explain the theory of spinors and present
them in a more general context of the special theory of relativity.
First, the concepts of spin space and spinor algebra are gradually in-
troduced. In the following step we immerse the corresponding worldten-
sor algebra using Infeld - van der Waerden symbols in the spinor
algebra. Concernig applications of the theory, the basic objects of
electrodynamics are reformulated into spinors.

Comprehensibility of the thesis is emphasized. In the first two
chapters we discuss the Lorentz transformation and covering map
of the complex unimodular group to the Lorentz group. A proof of
a decomposition of an arbitrary Lorentz transformation in rotation,
boost and rotation is included.

In the thesis we consistently distinguish between coordinate and
coordinate—free (geometrical) notation, components notation and ab-
stract index notation.
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Uvod

Stejné jako zadny uceny z nebe nespadl, nespadla z nebe ani zadna tplna
matematicka teorie. Tak jako kazdy clovék — a nejen ten uceny — jedinecné
odrazi dobu, v niz zije, zrcadli i teorie spinoru fyziku 20. stoleti a vyvoj
lidského poznani vubec.

nemusi byt jen samotny obsah - grupa Lorentzovych transformaci a ivod k
teorii spinort, ale i forma — konkrétni aplikace formalismu soucasné fyziky.
Dusledné je rozlisovan soutradnicovy a bezsouradnicovy zapis, zapis ve sloz-
kach a metoda abstraktnich index.

Povzneseme-li se od obsahu jesté vyse, jevi se teorie spinoru jako priklad
vécného prolinani fyzikalnich predstav, chladné matematické logiky a experi-
mentu. Stejné jako preformulovani Newtonovy mechaniky do hamiltonovské-
ho havu otevtelo dvere ke kvantové mechanice, stavi spinory most mezi kla-
sickou relativistickou fyzikou a nanejvys kvantovou vlastnosti mikrosvéta —
spinem. Ve zkratce tak ¢tenare ¢eka cesta od Michelsonova-Morleyova az ke
Sternovu-Gerlachovu experimentu.

7 perspektivy zaméreni prace — bakalarska prace, ¢i z pohledu erudova-
nosti autora — nizké neni mozné ocekavat rozsdhlé monografické dilo ani
podrobny rozbor vyse zminénych experimentu. Presto autor véri, ze by
vysledny text mohl pripadnym zajemcum pomoci v seznamovani se se zaklad-
nimi ideami teorie.

Kapitola 1 — Lorentzova transformace primo rozsifuje latku probiranou
na prednasce ze specidlni teorie relativity pro 2. roc¢nik. Vedle zavedeni
Lorentzovych grup O(1,3), SO(1,3),, grupy rotaci R a grupy specidlnich
Lorentzovych transformaci B (boostu) obsahuje i dukaz véty o rozkladu li-
bovolné Lorentzovy transformace SO(1,3), na rotaci, boost a rotaci.



Kapitola 2 je vénovéna podrobné konstrukei zobrazeni Y : SL(2,C) —
SO(1,3)4. Dokazuji se zdkladni vlastnosti nakryti — grupovy homomorfis-
mus, fundamentéalni dvouhodnotovost i zachovani podgrup Y : SU(2) — R.
Jako nosice reprezentace SL(2, C) slouzi 2 x 2 komplexni hermitovské matice,
spinory jako takové prindsi az kapitola néasledujici.
moci abstraktnich indexu spinorova algebra. Nakryti T ziskava novy vyznam
v kanonické korespondenci hermitovskych spinort a tenzoru. Elegantni spi-
norovou formulaci obléknou vedle ¢tytvektoru, Minkowského tenzoru a ten-
zoru elektromagnetického pole i Lorentzova sila a Maxwellovy rovnice. V
zavérecné Casti vysvitnou spinory na svétlo svéta, a to doslova — spinovym
vektorum (resp. jejich tfidam) se podaii jednoznacné prifadit body na svétel-
ném kuzeli (tzv. vlajky).



Kapitola 1

Lorentzova transformace

Stredem zajmu tuvodni kapitoly je Lorentzova transformace jako matema-
ticky objekt (oddily 1.3 <+ 1.6), ptipadné obecnéji prostorocas jako mate-
matickd struktura (oddil 1.2). Uvodnf édst 1.1 zavadi potiebny formalismus
a pridava i fyzikalni motivaci — princip kovariance a Zeemanuv teorém.

1.1 Princip kovariance

Vytvorit trojrozmérny soufadny systém je nanejvys jednoduché (na rozdil
od ¢tyfrozmeérného). Staci vztycit poporadé palec (€7), ukazovacek () a
prostiednicek (€3) do ti{ vzadjemné kolmych sméru. Vektorem 7 pak muze byt
pomyslnd Sipka spojujici poc¢atek soustavy souradné (ruku) a kuleénikovou
kouli lezici na billiardu opodal. Snadnym experimentem zjistime, ze pfi
rotaci soufadného systému (otoceni zapésti, {&}3_, — {¢/;}3_,) zlistava svet
kolem nés stale tyz, polohu koule nevyjimaje: 7 = rié; = r’ie/; 1. Na aktudlni
poloze ruky zjevné nezavisi ani vysledek sréazky dvou kulecnikovych kouli,
celkové hybnosti pred (pry) a po srdzce (pPour) se rovnaji po slozkach, bez
ohledu na to, vuci které bazi rovnost vyjadiujeme. Pozadavek, aby nejen
zakon zachovani hybnosti, ale fyzikalni zakony viubec mély tvar nezavisly na
konkrétnim natoceni souradného systému nazveme princip kovariance vici
rotacim.

Specialni teorie relativity v prvni fadé precizuje pojem souradného systé-
mu - z klasické mechaniky prejima inercidlni souradny systém (ISS). Ke tfem

1S pouzitim sumacni konvence — automaticky se séita pres dva indexy, z nichz jeden
je nahofe a jeden dole, aniz by se explicitné vypisoval znak .



prostorovym rozmérum pribyva rozmér ¢tvrty — cas (eg). Pro odliseni od kla-
sickych (tif)vektoru — sdzenych se Sipkou budou v textu (¢tyt)vektory pros-
torocasu sézeny tucéné. Bazi souradného systému S tak tvori {eg, €1, €2, €3} =
{eo} U{ei}i, = {eu}>_, * Dale uvazujeme vyhradné inercidlni systémy
souradné, podminky kladené na bazi ISS upfresnuje oddil 1.2.

Bodem (polohovym vektorem) x prostoroc¢asu rozumime udalost — napii-
klad fuknuti tuzkou do stolu. Vzhledem k danému souiadnému systému
S je udalost uréena svou polohou (z?) a ¢asovou soufadnici (2°). Casovou
soufadnici mérime stejné jako prostorové soutadnice v jednotkach délky.
Uvazujme tedy 2° = ct, kde ¢ znaéf rychlost svétla ve vakuu a t ¢as. Plati

x = 2'e, = 2%ey + x'e; + 1’y + 1€z a (1.1)
20
_ | 0 .1 .2 3\T
r= o = (x°, 2z, 2%, 2°)" . (1.2)
23

Pti prechodu do jiného inercidlniho souradného systému S’ (pohybujiciho

se vuéi S rovnomérné piimocare) zustava svét (déni) kolem nés stéle tyz, tj.

x = z''e, = 2", (1.3)

Obecny tvar transformace 2’(x), resp. z(z') je vymezen vysledkem Michel-

sonova-Morleyova experimentu. Rychlost svétla musi byt v obou soufadnych

systémech stejnd, rovna jedné (viz zavedeni z°). Podrobnéji, oznac¢ime-li

x,Xg dvé ruzné udélosti na trajektorii (svétocéare) téhoz fotonu, plati v S,
resp. S’ rovnosti

(2" —2g)* + (2° — 25)* + (2° — 23)* — (¥ — a)* = 0 (1.4a)

(:L’ll _ :L,Bl)Q + (l,IQ _ 162)2 + (1/3 _ x63)2 _ (ZL‘IO _ 160)2 =0 (14b)
Jinymi slovy transformace z'(x), resp. x(2') nutné zobrazuje svételny
kuzel (s vrcholem v libovolném bodé) opét na svételny kuzel. Zaroven je

ptirozené predpoklddat, ze se oba pozorovatelé shoduji na sméru casu (leti-
li foton do budoucnosti nebo do minulosti), a proto

20 > 1) = 2° > 2}, (1.5)

Uvedené podminky postacuji k vysloveni Zeemanova teorému.

2V souladu s obecnou konvenci vyhrazujici pismena latinky prostorovym souiadnicim,
zatimco feckd pismena odkazuji na libovolny rozmér prostoroc¢asu



Véta — Zeemanuv teorém. Necht z'(z), resp. x(x') jsou vzdjemné inverzi
zobrazeni R* na sebe sama. Necht pro kazké x,xy € R* leZici na svétocdre
fotonu (1.4a) plati:

i. o'(x), xy(xo) spliugi (1.4b)
i ¥ > 1) = 2%(x) > 20 (x0)

Necht z(x') spliuje analogické predpoklady. Potom () lze wvyjddrit jako
slozené zobrazeni ' (x) = S oT o A, kde:

1. S(x) =kx, k>0,

2. T(x) =2 +yo, o € R a

AOO A01 A02 A03 X
Alo A11 A12 A13 T
A20 A21 A22 A23 T
A30 A31 A32 A33 T

Matice A vyhovuje definiéni podmince obecné Lorentzovy grupy (1.14a)
a navic prvek A% > 1.

3. ANz)=Az =

0
1
2
3

Diikaz. Dukaz Zeemanova teorému lze najit v [1, str. 66]. O

Zobrazeni S, resp. T odpovidaji skdlovani os, resp. posunu pocatku
soufadnic (prostorového i ¢asového). Dohodnou-li se pozorovatelé v S a
S’ na spolecné soustavé jednotek (tj. & = 1) a zvoli-li souradné systémy
tak, Ze pocatky soutradnic splyvaji (tj. yo = (0,0,0,0)7, prostorové pocatky
soufadnic se mijeji — koinciduji — v ¢ase 2% = 0 = 2'°), jsou zobrazeni Si T
identitou. Transformace 2’(x) se tim padem redukuje na linedrnim zobrazeni

A, t.

AOO A01 A02 A03 JIO
Aty A AL, Al x!
! o — 0 1 2 3
a'(x) = Av = A2, A2, A%, A2 21 (1.6)
A30 A31 A32 A33 1'3
Piipadné ve slozkach
't = A v (1.7)

Michelsonuv-Morleyuv experiment ukézal rovnocennost vsech inercial-
nich soustav vzhledem k rychlosti sifeni svétla. Vhodnou transformaci sou-
fadnic mezi ISS je pak (diky Zeemanovu teorému) transformace A, tzv.
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Lorentzova transformace. Einsteinem objevend specidlni teorie relativity ve
vytycené cesté pokracuje a formuluje fyzikalni zakony ve shodeé s principem
kovariance vici Lorentzovym transformacim.

1.2 Prostorocas

Zeemanuv teorém zkoncentroval pozadavek konstantni rychlosti svétla do
definiéni podminky (1.14a). Jejim zkoumdnim se zabyvé zbytek kapitoly.
Nejprve — nyni jiz rigorézné — definujeme prostorocas.

Minkowského prostorocas, zkracené prostorocas nazveme Ctyirozmérny
redlny vektorovovy prostor V se symetrickou, nedegenerovanou, bilinearni
formou n signatury (1, 3).

V teci symbolu predstavuje Minkowského prostorocas dvojici (V,n)

n:VxV — R (1.8)
(viw) — n(v,w)eR, Vv,weV

spliujici axiomy:

i. Va,b e R n(au+bv,w)=an(u,w)+ bn(v,w) (linearita)
ii. n(v,w) =n(w,v) (symetrie)
iii. p(v,w)=0 VYweV —= v=0 (nedegenerovanost)

V bodech (i) az (iii) splyvaji pozadavky kladené na zobrazeni n s ax-
iomy skaldrniho soucinu. Chybi pouze predpoklad n(v,v) >0 Vv €
V.

Z analogie s linearni algebrou proto vime, ze existuje iplna ortogonalni
béze (ziskand napt. pomoci Gramm-Schmidtovy ortogonalizace). Poza-
davek na signaturu m uplatnime ve chvili, kdy zkonstruovanou bazi
normalizujeme.

iv. I{e,}2_, bdze ve Vi m(es,e5) =nap a,8=0...3 (signatura)

100 0
0 100

=10 010 (1.9)
0 00 1



Soufadny systém urceny ortonormalni bazi vzhledem k n (tj. n(e,, es) =
Nag o, =0...3) nazveme inercidlni.

V definici (1.8) shledévame, ze zobrazeni n je tenzorem fadu (5) (multi-
linearitu zarucuji body (i) a (ii)). Tenzor m byva na pocest némeckého
matematika Hermanna Minkowského nazyvan Minkowského metricky ten-
20r.

Rovnice n(eq, €s) = 1nap pak neni ni¢im jinym nez soutfadnicovym vyja-
dfenfm Minkowského tenzoru v bézi {eq}. Oznacime-li {€”}3_; prvky dualni
baze, €”(e,) = 67, miizeme pro Minkowského metricky tenzor psat

N =n(e,, es)e” @ e’ = nupe® @ e’ (1.10)

V soufradnicich déale vy¢islime pusobeni metrického tenzoru na prvky V
nasledovné

NV, W) = nasv°w’ = v nw v =1%,, w = w’es. (1.11)

Kvadratickou formu indukovanou Minkowského metrickym tenzorem ozna-
¢ime @ a nazveme ctyrinterval.

Q) =n(v,v) = nasv®v” = vino. (1.12)

Ze znalosti ¢tytintervalu 1ze Minkowského tenzor jednoznaéné rekonstruovat,
nebot plati

n(v.w) = 5 [Q(V) + QW) ~ Qv —w)]. (113)

Pomoci ¢tytintervalu rozlisujeme vektory x € 'V prostorupodobné s Q(x) >
0, svetelné s Q(x) = 0 a casupodobné s Q(x) < 0. Nadplochu {x € V, Q(x) =
0} nazveme svételny kuzel.

1.3 Obecna Lorentzova grupa O(1,3)

Obecnou Lorentzovu grupu O(1,3) definujeme jako mnozinu vsech matic
A € GL(4,R)? vyhovujicich podmince

ATpA =1 tj. (1.14a)

O(1,3) = {A € GL(4,R) | ATnA = n}. (1.15)

3G L(4,R) predstavuje realné reguldrni matice 4 x 4. Viz prehled grup v Dodatku.
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Nejprve dokazme, ze mnozina O(1,3) tvofi grupu vuci operaci mati-
cového nasobeni.
Pfipomenme nejprve definici grupy.

Definice. Mnozina G s operaci ® tvori grupu, jsou-li pro kazdé g, h,k € G
splnény axiomy:

(G1) goheG (uzavienost)
(G2) (9O h) k=90 (hOk) (asociativita)
(G3) JecG eOg=gOe=g (jednotkovy prvek)
(G}) gl eG gog'l=glog=e (inverzni prvek)

Asociativita (G2) je zarucena asociativitou maticového ndsobeni. Uza-
vienost (G1) dokdzeme piimo (A A2) A1 Ay = ATATHA Ay = AT(ATHA) A,
= A'nA, = 1. Jednotkovy prvek e zastupuje jednotkovd matice 1, v (G3)
zbyvé ovéfit pifslusnost matice identity k obecné Lorentzové grupé: 11n1 =
n.

Inverzi (G4) libovolné Lorentzovy transformace A 1ze vypocist z defini¢ni
podminky (1.14a) pouzitim n* = 1, piip. nT = n:

At =nATy (1.16)

Dukaz grupové struktury O(1,3) uzavira tvrzeni A~! € O(1, 3):
(A=A = (nATn)TmATn = nAnnnATn = nA(p*) (nATn) = nAA~" = 1.

Defini¢ni podminku (1.14a) a formuli pro inverzni matici (1.16) muzeme
ekvivalenté vyjadrit ve slozkach:

(M) 505 = Nag
N oNosns =Nap Y a,B=0,...,3 (1.14b)
Slozky matice A~! byva zvykem oznacovat (A1) = Ag® :
Aot At A AT
AOZ A12 A22 A32
A03 A13 A23 A33

(1.17)

13



Ptedpis pro inverzi (1.16) prepiseme ve slozkach do podoby:

A = A%
A()Z' = —AOZ' a Aio = —Aio (118)
Ai] - Alj

Zadanou matici Lorentzovy transformace A = [A*,] lze interpretovat

dvéma rovnocennymi zpusoby.
Doposud jsme uvazovali tzv. pasivoni interpretaci — prepocitavaji se slozky
vektoru ze souradného systému S = {e, } do &’ = {€/,,}, ale vektory samotné

se nemeéni 4:

v !
x = al'e, = 2"e,

e, =N,€, e, = ACe (1.19)

" = A a2t ¢ = A2

Stejné dobie muze byt vztah ' = Az souradnicovym vyjadienim (v bazi
{e,}) linedrniho zobrazeni A Minkowského prostoru V na sebe sama, pak
mluvime o aktivni interpretaci:

A:V -V

x =a"e, — A(x)=21"e, =N\ a'e, (1.20)

Dvoji interpretace se prenasi i na definicni podminku Lorentzovy grupy.
Splnéni (1.14b) znamené ortonormalitu sloupct matice A, resp. A~ viéi n,
a tedy v pripadé pasivni interpretace — (1.19) — ortonormalitu baze {e,},
resp. {€/,} vuci Minkowského skaldrnimu sou¢inu. Lorentzova transformace
(ve shodé s ivodni motivaci) spojuje inercidlni systémy souradné.

V pripadé aktivni interpretace zachovava Lorentzova transformace A,
diky definiéni podmice (1.14b), Minkowského skaldrni soucin:

vvow eV n(Av),Aw)) = n(A0%,, A sules) =
S e Ca
(A,YQASBU"/(S)UQU)IB - naﬂvawﬁ - ’I'](V, W)

“Matematicky vzato — viz e, = A” €', — predstavuje A matici prechodu z S’ do S. V
textu se nicméné podrzime zazité konvence oznacovat matici Lorentzovy transformace z
S do 8§’ matici vystupujici ve vztahu 2’ = Az +» 2'* = A*,z".

14



Zaroven jsme se tak dopracovali k ekvivalentni bezsoutadnicové® definici
obecné Lorentzovy grupy jako grupy vsech linearnich zobrazeni zachovavaji-
cich danou strukturu (V,n) — Minkowského prostorocas.

0(1,3) ={A € GL(V) | n(A(v),A(w)) =n(v,w) Vv,weV} (1.21)

1.4 Lorentzova grupa SO(1,3).

Pokracujme ve zkoumani definiéni podminky obecné Lorentzovy grupy. In-
dexiim o = f = 0 podminky (1.14b) odpovidé rovnice:

3

—(A%)% 4+ (M) =1, (1.22)

=1

odkud nutné plyne
|A%] > 1. (1.23)

Vypoctem determinantu levé a pravé strany (1.14a) déle nahlédneme
det A = +1. (1.24)

Podmnozinu matic O(1,3) s jednotkovym determinantem a A% > 1
nazveme vlastni Lorentzovou grupou, zkracené Lorentzovou grupou SO(1,3),.

SO(1,3)y ={A € O(1,3) | A% >1, det A =1} (1.25)

7 fyzikalniho hlediska vybiraji dodateéné podminky ty Lorentzovy trans-
formace, které spojuji shodné orientované (pravo- ¢ levotocivé) systémy
souradné se shodnym smérem casu (viz diskuse u Zeemanova teorému v
oddile 1.1).

Dokazme, ze mnozina SO(1,3) tvoii grupu vuc¢i maticovému nasobeni
(podgrupu O(1, 3)).

Asociativitu (G2) i jednotkovy prvek (G3) dedi SO(1,3); z O(1,3).
Ziejmé plati: detl =1 a 1'; = 1. Ndvod na vypocet inverze (G4) poskytuje
i naddle formule (1.16), piip. (1.18). Pro danou A € SO(1,3), lezi A= v
SO(1,3); diky det A = = =1a A% =A"> 1.

Zbyva dokazat uzavienost (Gl). Vezméme proto A,Il — dva libovolné
prvky SO(1,3),. O souc¢inu AIl vime, ze je prvkem O(1,3). Podminku

5Operace maticového ndsobeni ptejde ve skldddni zobrazeni, jednotkova matice ve
zobrazeni identita, inverzni matice v inverzni zobrazeni.
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det(AIl) = 1 zarucuje véta o determinantu soucinu det(AIl) = detA detIl.
Na ovéfeni zbylé podminky (AIT)%, > 1 se nejprve vybavme pomocnym
tvrzenim:

Torzeni: A € O(1,3) = AT € O(1, 3).
Diikaz: Postupnym pieformulovdnim rovnice (1.16): A=t = nATn dostéavame
1 = AnATn, a tedy n = AnAT, éimz nachdzime hledané (AT)Tn(AT) = .
Dusledkem dokazaného podléhaji i radky matice Lorentzovy transformace
podminkam ortonormality analogickym (1.14b).

(ATD)% = A°,IT#y = A%II% + A%TT%. Clen A%IT% nyni odhadneme po-
moci Cauchy-Schwartzovy nerovnosti:

3 3

AT < 4| D (A%)%, [ Y ()% = v/ (A%)? — 14/(T1%)% — 1 < A%IT%

i=1 =1

V rovnosti vySe vyuzivame podminky ortogonality (1.22), resp. jeji ana-
logie pro fadky. Soucin A%II% je kladny dle predpokladu A, IT € SO(1,3),
(dokonce A%TI% > 1). Ve spojeni s pravé dokdzanou nerovnosti zjistujeme
(AI1)% > 0. Vzhledem k tomu, ze prvky O(1,3) podléhaji nerovnosti (1.23),
soucin AIl nevyjimaje, nezbyva nez (AIl)% > 1.

Perlickou pro matematiky je nalezeni geometrické — bezsoutadnicové
verze definice (1.25). Podminku A% > 1 lze prevést na pozadavek invariance
tfid ekvivalence ¢asupodobnych vektoru (,,minulé a budouci“, podrobnéji viz
[1, str. 16]) vuci transformaci A. Jednotkovému determinantu odpovidd za-
chovani formy objemu w definované v konkrétni (avsak libovolné zvolené)
ortonormalni bazi vztahem w = e’ A el A e? A €3,

Bez dikazu uvedme i poznamku, ze SO(1,3), je komponentou souvis-
losti O(1, 3) obsahujici identitu.

1.5 Podgrupy R a B

V nadchézejicim oddile priblizime doposud ryze matematickou definici Lo-
rentzovy grupy intuitivnim predstavam o specialni teorii relativity. Kon-
krétné uvidime, ze prvky A%, resp. A% maji jasny fyzikdlni vyznam. Po
definovani podgrup rotaci R a boostu B ve sméru osy z; nés pak fyzikalni in-
tuice navede, jak sestavit dukaz véty o rozkladu libovolného prvku SO(1, 3) ;.
na rotaci, boost a rotaci.
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Uvazujme ¢dstici (chcete-li kosmickou lod’) pohybujici se rovnomérné
piimocare. Soufadny systém s ni spojeny oznacime S’. Déle vezméme X, Xq
dvé libovolné udalosti na svétocare cCastice. V soustavé &’ ma ctyivektor
Ax = x —xg vyjadieni: Az’ = (Az,0,0,0)T. Bez tjmy na obecnosti
Az > 0.

Pohyb ¢éstice (kosmické lodi) pozorujeme ze souradného systému S -
laborator (piip. Zemé), pricemz Lorentzova transformace z S do &’ je ddna
matici A € SO(1,3),. Souradnice ¢tyfvektoru Ax v soustavé S vypocteme
pomoci A7l Azt = AFAZ™ | Ax = (APAz0 Ayt A0 Ag? Az’ A3 Az®)T .

Z pohledu pozorovatele v S nas zajima klasicka rychlost ¢/ ¢dstice (soutad-
ného systému S’) vuci S.

Al‘i AOiAI'IO AOZ‘

b= = =——" 1.26
CTAD T AOALD T A, (1.26)
Klasickou (eukleidovskou) velikost vektoru ¢ ozna¢ime § := |t|gs. Z nulté
podminky ortogonality (1.22) plyne:
. i (M%) 1
52:W%“:_7$§__:1_A%2 (1.27)
Déle definujeme-li v := A%, ptejde (1.27) ve zndmy tvar:
1
7vi= Ay = —— (1.28)

S5

Volime kladnou vétev odmocniny, aby A patiila do SO(1,3),.

Na zévér zavedme d = %17. Fyzikalné se jedna o smér, pod nimz po-
zorovatel z S (laboratot, piip. Zemé) vidi vzdalovat se systém S’ (éastici,
resp. kosmickou lod). A analogicky d - smér, pod kterym se kosmonau-
tovi (souf. systému S') vzdaluje S (Zemé). Z definice nahlédneme |d|gs =
||z = 1.

Pfi znaceni definovaném vyse muzeme libovolnou Lorentzovu transfor-
maci A € SO(1,3) zapsat ve tvaru (vyuzivame rovnic (1.26) a (1.18)):

v —pd

: AY A, Al
Y 1 2 3
: A3y A3, A3
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Vratime-li se k dvodu nagich tvah, zjistime, ze Az® = A’Ax"® = yAx”
neni ni¢im jinym nez vzoreckem pro dilataci ¢asu. V tomto svétle je nerovnost
(1.23) zapisem véty: V pohybujici se soustavé souradné plyne ¢as pomaleji.

Zkoumejme specidlni piipad Lorentzovy transformace, kdy k dilataci
¢asu nedochdzi — v = A% = 1. Takto definovanou mnozinu oznac¢ime R
a nazveme grupou rotact :

R ={A € SO(1,3), | A% =1} (1.30)

Z rovnic (1.27) a (1.29) vidime, ze pro rotace A € R je rychlost 8 nulova,
a proto A% = A%y = 0 (tvrzeni nahlédneme i pifmo z podminky ortogonal-
ity (1.22)). Soutadné systémy S a S’ spocivaji vzdjemné v klidu (8 = 0),
¢as plyne v obou soustavach stejné. Obecnéji, casova slozka libovolného
¢tyfvektoru se pii transformaci mezi S a 8’ zachovava. Diky blokové di-
agonalité matice A € R se prostorové souradnice transformuji oddélené od
casové slozky: o't = A%jad.

Oznac¢me [A’;] matici vzniklou z A odifznutim nultého fadku a sloupce.
Rozvojem determinantu A snadno zjistime, ze det[A’;] = 1. Predpis pro
inverzi (1.16) (pfip. (1.18)) se navic redukuje na [A%;]~! = [A%;]7. Posledn{
dvé pozorovani nam umoznuji zavést ekvivalentni definici mnoziny R:

1 0 0 0

0 RY)Y R'Y R
0 R* R% R%
0 R31 R32 R33

ReER < R= [R';] € SO(3)° (1.31)

Prvky R € R tak prirozené ztotoznime s prvky [R';] € SO(3). Sklddén{
rotaci Ry, Ry € R, tj. jejich maticové ndsobeni Ry Ry nadto odpovida skladani
(ndsobeni) pifslusnych reprezentantu [R’;] € SO(3). Diky tomu lze R a
SO(3) ztotoznit nejen jako mnoziny, ale i jako grupy — véetné ndsobeni a
inverze *. Vzhledem k tomu, ze SO(3) tvoti grupu, déd{ tutéz strukturu i R.
Nadto ziskava smysl nazyvat R grupou rotact, nebot grupa SO(3) reprezen-
tuje klasické rotace ,naseho (=eukleidovského) trojrozmérného prostoru.

Skldddme-li Lorentzovu transformaci A € SO(1,3) s rotaci R systému
S: AR, resp. s rotaci systému S’: RA, neméni se nulty sloupec, resp. nulty
radek matice A. Pridrzime-li se fyzikalni analogie z ivodu oddilu, fika tento

5Definice SO(3) i ostatnich grup jsou shrnuty v Dodatku.
"Jedn4 se o izomorfismus grup R a SO(3).
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fakt: i prestoze se Zemé toci ® (rotace S), vzdaluje se kosmonautovi ve stéle
stejném sméru (d’ se zachovava). Jinymi slovy interpretace d,d’ je konzis-
tentni s interpretaci grupy R.

V souladu s principem ekvivalence se v obou ptipadech neméni ani ~-
faktor.

Druhy specialni pripad Lorentzovy transformace nastava, pokud d =
—d’ = (1,0,0) — boost ve sméru osy z; (|| z}). Matice transformace pak
nabyva tvaru:

g —?v q ? ¥y =By 0 0
=By Ay Ay A [ By v 00

A=1 A2, A% AL | o 0 A2, A2 (1.32)
0 A3 A3, A3 0 0 A3, A3

V druhé rovnosti pouzivdme podminek ortogonality (1.14b) a jejich analogie
pro fadky. Analogickym postupem jako u grupy rotaci (aplikaci (1.27) a véty
o determinantu blokové diagondln{ matice) odhalime, ze matice [A’;] vznikld
z A vyfiznutim nultého a prvniho fadku a sloupce patii do grupy SO(2).
Zaméime se nyn{ na specidlni piipad, kdy obecnou matici [A%;] € SO(2)
nahradime konkrétnim prvkem SO(2) — identitou.

Volbou [A%;] = 1 obdrzime grupu specidlnich Lorentzovjch transformact,
zkracené grupu boosti B. Jednd se o jednoparametrickou podgrupu grupy
SO(1,3) . Jeji prvky prirozené ocislujeme A(S), 5 € (—1,1). Definujme

B={Ae€SO(1,3), |3 (—-1,1) A=A(p)}, kde (1.33)
v =By 00
By v 00 1
A(B) = V=—F— (1.34)
0 0 10 /1= B2
0 0 01
Slozenim dvou transformaci z B nalezneme relativisticky vzorec pro s¢itani
rychlosti:
Bi+ 5o )
A(B1)A =AN|l —— 1.35
R (1.35)

87 Toéici se”’soufadny systém nespadd na rozdil od ”pootoceného”’do héjemstvi
STR. Preciznéji: Kosmonaut dopoledne transformoval soufadnice zasilané ze Zemé
prostiednictvim A, tj. ' = Az. Po (dlouhém) polednim odpoc¢inku se mu sice Zemé
vzdalovala ve stédle stejném sméru, nicméné pii transformaci musel zapocist probéhnuvsi
otoceni Zemé: ' = ARx. Po (krdtkou) dobu obou méfeni se Zemé jevila nehybna.
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Vysetfovanim prubéhu funkce f(f5, 82) = % lze ukazat f(f,[2) €
(—=1,1) pro By, By € (—1,1), tj. uzavienost B.

Jeste jednodussi je vztah pro inverzni prvek (dosazenim do formule (1.16)):

A(B)™ = A(=B) (1.36)

Ocislovani prvki B pomoci parametru  je jen jednou z moznych voleb
parametrizace B. Snadno nahlédneme, ze libovolna 1 : 1 regularni funkce
definovand na (—1, 1) je moznou parametrizaci B. Proved me napiiklad sub-
stituci:

g =tanhf, A(B)= L(0) (1.37)

Hyperbolicky tangens skutecné zobrazuje vzajemné jednoznacné intervaly
(—=1,1) a (—o0, 4+00).

1 | cosh 0|
v = = = cosh 6
\/ 1 —tanh?0 \/ cosh? 6 — sinh? 6
v = sinh §

coshf —sinhf 0

0
—sinh® cosh® 0 0
0
1

L(6) = (1.38)

0 0 1
0 0 0

Navic se — diky souétovym vzorcum pro sinhé a coshf — zjednodussi
skladéani rychlosti (1.35):

tanh @) + tanh ¢y  sinh(6:) cosh(6) + cosh(6;) sinh(0;)
1 +tanh @, tanhf,  cosh(f,) cosh(fy) + sinh(6;) sinh(6s)
_ sinh(6; + 0,)
~ cosh(f; + 6s)

= tanh (91 + 92)

L(0)L(6:) = L(6y + 65) (1.39)
L) = L(-9) (1.40)

Od parametrizace fyzikalné nazorné B = {A(5) | § € (—1, 1)} pfechdzime
k parametrizaci matematicky elegantni B = {L(f) | § € (—o0,+0)}.
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Cesta ke geometrické definici podgrup R a B C SO(1,3), vede pfes
izomorfismus s vhodnou znamou grupou. V ptipadé R je touto grupou SO(3)
— grupa transformaci zachovavajicich klasicky eukleidovsky metricky tenzor
signatury (0,3) = (3). Protéjskem B je pak SO(1,1) — grupa zachovéavajici
metriku signatury (1, 1). Samoziejmé nelze bezsouradnicové definovat grupu
boostu ve sméru osy x;. Podgrupou SO(1,3), izomorfni SO(1,1) je grupa
boostu v libovolném (pevném) sméru.

1.6 Rozklad SO(1,3),

Véta — rozklad A. Pro libovolnou Lorentzovu transformaci A € SO(1,3)4

existuje specidlni Lorentzova transformace A(B) € B a dvojice rotaci R, R’ €
R takovych, ze A = R'A(B)R.

Dikaz. V prvni fadé muzeme A zapsat ve tvaru (1.29). Dukaz provedeme
pfimo — zkonstruujeme matice R~%, R'~! € R takové, ze AR € B.

Ptripomenme, ze A(fS) je boost ve sméru osy x; a cfsmér, vV némz se
pozorovateli na Zemi(S) vzdaluje kosmickd lod(S’). Ocekédvame proto ?
R(0, J)T = (0,1,0,0)%, tj. R71(0,1,0,0)" = (0, cf)T. Matici R~ proto zvolime
ve tvaru:

1000
0 i i
0deée f
0o

R =

Vektory € a f vybereme tak, aby usporddand trojice {cf, e, f } tvorila
pravotocivou ortonormalni bazi 3. Tento pozadavek je ekvivalentni podmince
[(R71)Y] € SO(3), tj. R°t € R.

Po provedeni A(3)R ? se kosmonautovi vzdaluje Zemé ve sméru (—1, 0, 0)7,
tak je motivovana definice B. Predpokladame ale &, tj. R'(0,—1,0,0)" =
(0,d)7, neboli R—(0,d)T = (0,—1,0,0)T. R~ uhodneme ve tvaru:

9...pokud véta o rozkladu plati, tj. pokud vhodné R, R, A(3) pro zadanou A vitbec
existuji, nutné splnuji...
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1 0 0 0
0 - —d
/—1 __ N
R = 0 --- ¢
0 - f

Vektory ¢ , f’ dopliuji —d’ na ortonormaln{ pravotociovou bazi s, a tedy
R1'eR.
Vyéisleme nyni sou¢in R~1AR™!:

v =By o 0
=By —ANGdd; —Neld; =N d;
0 Nde;,  ANjele,  Ajfie;
0 Aydf]  Nyelfi A

RTIAR™ =

Dle definice &/ = —ﬂ—lwAOj ad, = %Aig. Aplikaci podminek ortogonality
(1.14b) se maticovy element o = = 1 déle zjednodust:
1 1

3 3
—NGdd; = > AN = D A%A%AY
(B7)? (B7)? =

ij=1

1 0 & 0 2 _ 1 72
= (M)QA 0 (Z(A 7) ) = (m)ﬂlﬁvdlm =

j=1

Vzhledem k tomu, ze mnozina SO(1, 3) tvoii grupu (a R C SO(1,3),),
lezii R'AR™ v SO(1, 3),. Pomoci podminek ortogonality nyn{ zjistujeme:

vy =By 0 0
a1 _ | =By 0 0 B 5
RO = 0 0 Alyele, Afiel =AB)R (1.41)
0 0 Aelfi NS

S Lorentzovou transformaci tvaru (1.41) jsme se jiz setkali v Casti o
specidlnich Lorentzovych transformacich. Vime proto

1o 0 0 10 0 0
~ 0 1 0 0 01 0 0 -
f= 0 0 Ayele, Afiei | [0 0 R%, R [R';] € SO(2)
0 0 Ayelfl AfIf! 00 R R
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Fyzikalné: Pozorovatel na Zemi a kosmonaut jesté potiebuji setidit osy x5 a
5. R ziejmé patif do R.

Vichovsudy jsme nasli matice R™1, R~', R € R a A(8) € B takové, ze
RAR™' = A(B)R. R ale tvoii grupu, a tudiz existuj{ inverze k R~ a R'~!
patiici do R. Diky uzavienosti grupy je soucin RR prvkem R. Pro zadanou
matici A € SO(1,3), plati: A = R'A(B)(RR). O
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Kapitola 2
Nakryti SL(2,C) na SO(1,3)+

Nakryti SL(2,C) na SO(1, 3), tvoii pilif korespondence mezi tenzory a her-
mitovskymi spinory. Zakladni kdmen budouciho kanonického (bezsoutadni-
cového) ztotoznéni (oddil 3.3) pokladd kapitola 2 jesté v konkrétni bazi.
Zvolenim pevného (ortonormélniho) soufadného systému se Minkowského
prostor (V,n) redukuje na (R*, 7).

Vychodiskem tvah je jednoznaéné korespondence (izomorfismus) pros-
toru (R*,n) a prostoru 2 x 2 komplexnich hermitovskych matic (h2(C), det).
Na prvni pohled uméld ”substituce” h,(C) za R?* odhali pozoruhodnou sou-
vislost mezi vlastni Lorentzovou grupou SO(1,3) a grupou SL(2,C), 2 x 2
komplexnich matic s jednotkovym determinantem.

SL(2,C) = {A € GL(2,C) | det A =1} (2.1)

Lorentzovy transformace chdpeme v kapitole 2 jako linearni zobrazeni.

2.1 Izomorfismus (R* 7)) a (h2(C),det)

Zacénéme zkoumanim mnoziny 2 x 2 hermitovskych matic hy(C).

ho(C) = {h € My,5(C) | At = h}, kde (2.2)

M, «n(R(C)) oznacuje realné (komplexni) matice rozméru n x n

7 vlastnost! komplexntho sdruzeni, (hy + ho)t = Al + bl = hy + ho
a (ch)" = ch! pro h,hy,hy € h2(C) a ¢ € R, nahlédneme, Ze hermitovské
matice tvori redlny vektorovy prostor. Dle definice muzme libovolny prvek
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h € ho(C) vyjadrit ve tvaru:

h € hy(C) < h:(j i) a,beR,z€C (2.3)

Prostor hy(C) mé proto dimenzi 4, stejné jako Minkowského prostor.
Moznou volbu béze piedstavuji matice {o,}3_,:

=20 1) Y
o= (0) =503 =506 5

Snadno se presvédéime, Ze jsou matice {0, }2_, linedrné nezdvislé.
Tato volba baze je pfirozené napiiklad proto, ze oddéluje matici identity
0o a matice s nulovou stopou o; 1. V¥znam normaliza¢niho faktoru f osveétli

oddil 3.3. Bez faktoru f se matice o; rovnaji Paultho maticim, v kontextu

spinoru pak byvaji (normalizované) matice {o,}>_, nazyvany Infeld - van
der Waerdenovy symboly.
Libovolny prvek h € hy(C) rozvineme do zvolené baze:

hehy(C) <= h=za%, (2.5)
22t 2t P e R
Sugestivni oznaceni koeficientu rozvoje x® napovida, ze jsme na stopé
hledanému izomorfismu (vzdjemné jednoznacnému linedrnimu zobrazeni)
mezi redlnymi vektorovymi prostory R* a ho(C). Izomorfismus oznaéime
J a explicitné definujeme:

LR — hy(C) (2.6)
T = (xo zt, 2? :E3)T — j_l(x = 1%,
x + 23 b —iax?
ot +ir? 2% — 2
j:hy(C) — R? (2.7)

h—(z z> — j(h)—%(d#-b,z—i-i,i(é—z),a—b)T

!Takto definované matice navic spliiuji komutaéni relace [ L \—f] f%

€5k 75 \/5
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Nad kazdym vektorovym prostorem muzeme vybudovat tenzorovou alge-
bru multilindrnich zobrazeni. 2 Izomorfismus mezi vektorovymi prostory pak
jednoznacné definuje izomorfismus mezi ptislusnymi tenzorovymi mocninami
(Z) Jinymi slovy ztotoznéni vektorovych prostortii umoznuje ztotoznit jejich
tenzorové algebry.

Vyznam nalezeného izomorfismu j spoc¢iva v tom, ze nad ho(C) lze ctyi-
interval vyc¢islit jednoduse vypoctem determinantu:

Q(x) = a"ne = —2 det(j " (x)), (2.8)

nebot
24l ) = —zder (5 (070 N ) -
= (00 0T -
= —[(@*)? = (@) = (") + (#9)?)] =
= —(@)?+ (@) + (2?2 + (7)) = Q(x).

Ze znalosti izomorfismu j dale zkonstruujme indukovany izomorfismus [
mezi prislusnymi prostory linedrnich zobrazeni do sebe sama — End(hs(C))

a End(R*).

I :End(h2(C)) — End(R%) (2.9)
[ :h—T)] — [IT):z— IT)(z):=(oloj ) (z)],kde
h,T'(h) € h(C) r,I(T)(z) € R*

Fakticky jsme tak prevedli studium obecnych Lorentzovych transformaci
O(1,3) (zachovévajich ctyfinterval vektort?®, tj. podléhajicich podminkdm
ortonormality (1.14a)) na studium linedrnich transformaci hermitovskych
matic zachovavajicich determinant.

Piikladem takové linearni transformace hy(C) je zobrazeni Y, definované:

Ya:h Yy(h) := AhAT A€ SL(2,C), h € hy(C) (2.10)

2Specialnim pifpadem tenzort jsou bilinedrni formy (napf. Minkowského tenzor nad
Minkowského prostorem) — tenzory typu (g), a déle linedrni zobrazeni z V do V' (endo-
morfismy, napi. aktivné interpretované Lorentzovy transformace Minkowského prostoru)
— tenzory typu (})

3Invariance ¢tyfintervalu je ekvivalentni invarianci Minkowského skaldrniho souéinu
diky vyjddien{ 1 pomoci Q — (1.13).
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Ovéime, ze Yy, patif do End(hy(C)). (ARANT = (ANT(AR)T = ARTAT =
AhAT, a tedy opravdu Y, : ho(C) — by(C). Z definice SL(2, C) pifmo plyne
det Ya(h) = det AhAT = detA det h detAT = 1(det h)1 = det h.

Nic ndm ovSem nebrani zabyvat se samotnym zobrazenim Y:

Y :GL(2,C) — End(hy(C)) (2.11)
A — (Yy:h— ARAD)

Piipadné definujme zobrazeni T := 1o Y":

T:GL(2,C) — End(R%) (2.12)
A = (Tya:x— j(A7 (2)AY))

Pred dalsim pokracovanim ucinme nékolik dulezitych pozorovani.

Schéma nakryt{ je znazornéno na Obrazku 2.1. Jednotlivé casti sché-
matu budeme postupné objasnovat a dokazovat.

AeSL(2,C) = T4 € 0(1,3). Viz vyse Y4 zachovava determinant
j71(z), a proto i T4 zachovava ctyfinterval. Pro dané z € R* a A €
SL(2,C) platt: Q(T a(x) = —2 det (j [Ta(r)]) = 2 det (Valj~ (x)])
= =2 det (j7'(2)) = Q).

SL(2,C) je grupa. Uzavienost plyne z véty o determinantu soucinu
matic. Existence inverzniho prvku je zaru¢ena nenulovym (jednot-

7 . -1 _ 1 _
kovym) determinantem a det A™' = —— = 1.

SL(2,C), O(1,3) i SO(1,3)+ maji dimenzi 6. * Tvrzeni zduvodnime
jen intuitivné. Dimenze My (C) = 8, pticemz podminka det A = 1+
07 odebira dva stupné volnosti. V piipadé Lorentzovych transformaci
odecitame od 16 = dim(End(R?)) = dim(Myx4(R)) 10 nezavislych
podminek ortogonality (1.14a). Fyzikdné: 2 stupné volnosti na smér
boostu, 1 na rychlost 5 a 3 thly vzdjemného natoceni souradnych
soustav.

Ta=T7T_4. Zatimco [ je izomorfismus (vzéjemné jednoznacny), plyne
z definice Y (2.11): Y4 = Y_4.

4Rigoréznéji: SL(2,C), O(1,3) i SO(1,3) jsou Lieovy grupy dimenze 6.
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2.2 Nakryti SL(2,C) na SO(1,3);

Z predchozich pozorovéni vime, ze obrazy prvku grupy SL(2, C) lezi v obecné
Lorentzové grupé O(1,3), tj. T(SL(2,C)) C O(1,3). V nésledujici vété vy-
jasnime vztah SL(2,C) a SO(1,3)..

Véta — nakryti SL(2,C) na SO(1,3),. Zobrazeni Y definované predpisem
(2.12) splriuge:

i. T zobrazuje SL(2,C) na vlastni Lorentzovu grupu SO(1,3),.

ii. Y respektuje grupovou strukturu SL(2,C), resp. SO(1,3)4, tj. Tap =
TATB a TAfl = T;l

i11. Y zobrazuje SL(2,C) na vlastni Lorentzovu grupu SO(1,3)4 prdvé 2:1.
Pro kazdou vlastni Lorentzovu transformaci existuji pravé dva vzory v
SL(2,C).

Platnost bodu ¢ a ¢ nds opraviuje nazvat Y grupovym homomorfismem

SL(2,C) na SO(1,3),.

Dukaz. Zactnéme bodem 7i.

Nejprve dokazme, ze T komutuje s grupovym nasobenim Y sp = T4 p.
Predné plati Yap(h) = ABR(AB)t = A(BhBT)A" = Ys0Yg(h). Z definice
T a I pak plyne

TAB:]oYAB:joYABoj_l:joYAoj_lojoYBoj_l:TAOTB

T4, Ty jsou ale linedrni zobrazeni nad R?, jejich skladani se realizuje jako
maticové nasobeni: Top =Y 40 Yp =T 4Y5.

Dale ovéime YT 4-1 = T;ll. Z predchoziho vime Y T 41 = Ty yu-1 =
Ty, zbyva ukdzat T; = 1. Pouzijeme osvédcené matematické metody —
odvodime Y 4 pro obecnou matici A a dosadime. Obecny predpis pro T
zuroc¢ime i pozdéji. Piimou aplikaci vyse uvedenych definic obdrzime:

BT Re(af +48) Im(af +4d) a8z
” Re(ay + 30) Re(ad + Bvy) Im(ad — B5) Re(ay — 39) (2.13)
47 | Im(ay + B0) Im(ad + Bv) Re(ad —B7) Im(ay — B9) '
ao_HrﬁB;'y"yf&; R6<QB . 75) Im(aﬁ_ . ,75) ao‘zfﬁﬁg'y’_y+55



Oveéreni Ty = 1 je jiz pouhou formalitou.

Vratme se k bodu i : T(SL(2,C)) = SO(1,3),.

Zacneme inkluzi Y(SL(2,C)) C SO(1,3)4. V prvni fadé vime
T(SL(2,C)) C O(1,3). Z predpisu (2.13) plyne Y,% > 0, vzhledem k
podmince (1.23) proto nezbyvé nez Y 4% > 1. Pifmocarym 5, byf pracnym
vypoétem, lze ukdzat det T, = (ad — Bv)?(ad — B7)?%. Z predpokladu A €
SL(2,C) vime, ze ad — fy =det A =1, a proto det T4 = 1.

Na dikaz opacéné inkluze T(SL(2,C)) D SO(1,3), se nejprve vyzbrojime
nékolika konkrétnimi priklady T 4.

aw) = (25 ) aw- () %) ew

— S1n b) COS b) e'2
9 .19
cosh 5 sinh 5

- 1% 9
— sinh 5 cosh 5

53

B0 = ( ) ousen
Snadno ovérime, ze As(V), As(p), B(6) jsou prvky SL(2,C): detAy(d) =
detAs(p) = detB(0) =1 V0,9,¢ € R. Odpovidajici obrazy v SO(1,3);

nalezneme pomoci predpisu (2.13).

coshf —sinhf 0 0
—sinh® coshé 0 O
Tre = L(0) = 0 0 10 (2.15)
0 0 01
1 0 0 0
0 cost?d 0 —sind
0 sin?? 0 cosd
1 0 0 0
|0 cosp —sinp 0
Tae =B =10 gno cosp 0 (2.17)
0 0 0 1

5Chépeme-li h € h2(C) jako sloupcové vektory (hi1, b2, hat, ha2)T', 1ze prevést det T 4
aa af pa BB

. _ | o7 ad By B
na det Y4, kde Y4 = va VB da OB

Yy o6 6y 6d
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Ry (¥), resp. R3(p) znadi rotoci kolem osy xo o thel ¥, resp. kolem osy
xg o thel p. By(0), A2(V) i As(p) ziejme lezi v SL(2,C).

Chceme odvodit, ze kazda Lorentzova transormace A € SO(1,3); md
vzor v SL(2,C), tj. T(SL(2,C)) D SO(1,3),. V tomto okamziku pfijde
vhod véta o rozkladu A = R'L(A)R dokdzana v predchozi kapitole. Pro
libovolnou rotaci R navic existuji thly 1,7, ¢y (Eulerovy dhly) takové, ze
R = R3(p1)R2(9)R3(2), ¢1,p2 € (0,2m),9 € (0,7)8. Libovolnou vlastn{
Lorentzovu transformaci s pomoci Eulerovych thlu prepiseme do tvaru:

A= R3(90/1)R2(79/)RS(%)L(Q)Rs(%)Rz(ﬁ)Rs(%)
Vzor sou¢inu téchto matic zname:

A = TA3(<PI1)TA2(19,)TA3(‘P/2)TBI(G)TA3(<P1)TA2(19)TA3(S@2)

T A5 () A2 (97) As () B1 (8) As (01) Az (9) As (i92)

Kazdy ze soucinitelu A3(¢)), ..., As(p2) patii do grupy SL(2,C), v
SL(2,C) proto lezi i soucin As(¢]) ... As(p2).

Z véty o nakryti zbyva ovérit bod i : T zobrazuje SL(2,C) na SO(1,3)
pravé 2 : 1. Dokazeme dokonce implikaci T4 = T = A = £B, tj.
kazdy prvek SO(1,3)+ mé v SL(2,C) pravé dva vzory, které se lisi (pouze)
znaménkem.

Méjme T4 =Tpg. Uvazime-li 1 = TA(TA)il = TA(TB)il =T YTp 1 =
T ap-1, potfebujeme dokazat pouze Tx = 1 =— X = =41. Tvrzeni
dokdzeme piimym vypoétem z predpisu (2.13) s uzitim podminky det X =

1. Oznac¢me X = ?; ? . Zrovnic Tx% — Tx33=0a Tx% — Tx3 =0

okamzité plyne, ze v = 8 = 0 a |a] = |§| = 1. Pozadavek det X = 1 pak
nabyva podoby a = §. Napiiklad pomoci rovnice T x's = 0 nahlédneme, ze

a-il,atedyX-i(é (1)> O]

SDikaz véty o Eulerovych thlech lze najit v [3].
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2.3 Nakryti SU(2) na SO(3) ¥~ R

Nakryti T respektuje grupové operace (nisobeni a inverze) na SL(2,C),
resp. SO(1,3),. Je proto nasnadé ocekavat, ze vzory podgrup B, R C
SO(1,3); budou podgrupami v SL(2,C).

Boostum B = {L(0) | 8 € R} odpovidd v SL(2,C) podgrupa
{B1(0), —B1(0) | 0 € R}. Uzavienost obou grup plyne ze souc¢tovych vzorcu
pro hyperbolicky sinus a cosinus. Inverzni prvek ziskame obracenim znaménka

ud.

Protéjsek rotaci R — grupu SU(2) C SL(2,C) zavedeme nejprve samo-
statne.

SU((2) ={A € SL(2,C) | AAT = 1} (2.18)
Defini¢ni podminka (2.18) vymezuje obecny tvar A € SU(2):

AcSU(2) «— A= (_O‘B g) o>+ 18P=1 a,BeC  (219)
Z definice (2.18) snadno nahlédneme, ze SU(2) tvori grupu vuci maticovému
nasobeni. Naopak dosazenim ekvivalentni definice (2.19) do pfedpisu (2.13)
zjistime Y 4% = 1, tj. Y(SU(2)) € R. Opacnou inkluzi jsme jiz dokdzali
vyse — rozlozenim libovolné rotace pomoci Eulerovych dhlu. Staci ovérit, ze

Ay(9) a As(yp) jsou prvky SU(2).

Z véty o nakryti vime, ze ke kazdé rotaci z R existuji v SU(2) prave
dva vzory. Jako tecku za kapitolou 2 tento vztah vizualizujeme. Nejprve
rozepisme definiéni rovnici SU(2) (2.19): |a|* + |B]? = af + a3 + 57 + 52 =
1. Prvek SU(2) si tak muzeme predstavit jako bod na trojrozmérné sfére:
SU(2) ~ S? c R

Pted vizualizaci grupy rotaci ptipomeneme pojem n-rozmérny redlny pro-
jektivni prostor RIP". Zjednodusené se RIP" rovna mnoziné vsech piimek v
R"*! prochazejicich pocdtkem ”.

Pro nézornost uvazujme RIP?. Postavime-li pifimkam v R? do cesty horni
polosféru S% se stredem v pocdtku, 1ze piimky prochdzejic pocatkem (RIP?)

"Dle standardni matematické definice RP" := (R"*! — {0})/ ~, kde v ~ w <=
Ja € R v = aw (pro v,w € R""! — {0}). Slovné: RP" je mnozinou t¥id ekvivalence
vektorti z R" ™t — {0}. Prvek RPP" ziskdme ztotoznénim (faktorizaci) viech nenulovych
vektorii téhoz sméru. Prvky RIP™ miizeme reprezentovat pomoci pifmek v R"*1.
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ztotoznit s body S3 — piislusnymi pruseciky. Pozor si musime dét pouze
na kraji polosféry (rovniku), dvojice protilehlych bodu odpovidaji jedinému
prvku. Ziskanou polokouli S? nakonec sesldpneme v kruh. Libovolny prvek
RIP? tak lze (topologicky) ztotoznit s bodem kruhu (dvourozmérné koule),
piicem? protilehlé body hranice kruhu (kruznice, S*) splyvaji.

V pripadé grupy rotaci R provedeme stejny postup, pouze po zpatku a
o dimenzi vyse. Libovolna rotace z R je dédna osou otaceni (jednotkovym
smérovym vektorem) a tdhlem otoc¢eni ¢ € (—m, 7). Mnozinu R si proto
muzeme predstavit jako uzavienou kouli o poloméru 7, pricemz protilehlé
prvky na sfére (S3) ztotoznime (rotace kolem pevné osy o m a —m mé stejny
vysledek). Zbyva vypnout vnitiek koule zpatky do ¢tvrtého rozméru do tvaru
horni polosféry S%. Vysledek symbolicky zapiseme R ~ SO(3) ~ RP? C
R

Kazd4 pifmka v R* prochdzejici pocdtkem (R € R) protind trojrozmér-
nou sféru S* prave ve dvou bodech — vzorech R v SU(2).

T:5%~SU?2) — R~ RP? (2.20)

32



(WA

YUV

If\
Al =
al 1 =]
0] | =
Y f—
Wl =
I| I|I L]
o o
= 2
= —_
- &,
\% Il
> o
a ©
S ‘;_:
Rt
.A.
bl m
N g.
i, =
I'\,-'I || || ﬁi
i i}
N

Obrazek 2.1: Nakryti SL(2,C) na SO(1,3)4

33



Kapitola 3

Spinory v Minkowského
casoprostoru

Spinory zobecnuji klasické tenzory na efektivni formalismus pro popis ¢astic
se spinem. Kvantové aplikace stoji ovéem mimo intence prace. Céstecnou
protivahu jinak pfedevsim matematického obsahu poskytuje oddil 3.4, v
némz je do spinoru preformulovana elektrodynamika.

Podobné jako zavadime tenzory nad Minkowského ¢asoprostorem, defi-
nujeme i spinory (oddil 3.2) nad spinovym prostorem (oddil 3.1). Tenzorovou
algebru nésledné do spinorové algebry vnofime (oddil 3.3).

Pfi pronikani do nové teorie celi fyzik zpravidla dvéma tskalim — vstie-
bani nového formalismu a pochopeni teorie samotné. Protoze uskali se snaze
prekonavaji postupné nezli na réaz, zavedeme! formalismus abstraktnich in-
dexu nejprve na prikladu objektu z prvni kapitoly.

3.0 Formalismus abstraktnich indexu

Doposud pouzivany formalismus rozlisoval mezi objektem samotnym (napf.
geometricky chapany vektor x, Minkowského tenzor 7, Lorentzova transfor-
mace A) a jeho soutradnicovym vyjddienim (napf. vektor — sloupec z, matice
1, matice A). Ze slozek (vuci dané bézi {e,}3_;) bylo navic mozné vyéist
typ tenzoru: z# = e*(x) slozka tenzoru typu ((1)), N = n(ey,, e,) — slozka

1Zamérém je predevéim ,pfipravit pidu“ pro zbytek kapitoly. Ve v&i obecnosti a
rigoréznosti lze definici abstraktnich indexu nalézt ve [2, str. 26].
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tenzoru typu (g), A+, = et(A(e,)) - slozka tenzoru typu G) 2

Pfi bezsouradnicovém zapisu naopak tenzory jednotlivych typu splyvaly
—x,1n, A. Jejich rozliseni docilime pridanim abstraktnich indexi. Bezsoutad-
nicovy zapis pak zdanlivé vypadd jako zapis ve slozkach.

Xt N, A¥, = xm A

Abstraktni indexy — sazané na rozdil od klasickych slozek tuéné — nena-
byvaji ¢iselnych hodnot, ani nepodléhaji sumac¢ni konvenci. Jejich smyslem
je urcit pozici, na kterou vektor, resp. formu do tenzoru dosazujeme.

TVl“IVTIlll---Hsvul Ce W”Saul te /Bur A T<V’ W QL ”8)

metoda abstraktnich indexi <> klasicky zapis

T¥1¥r e (¢ v puvodnim zapisu T) je tenzor typu (;),
v whs € V# (& v, .. w € V) oznacuji vektory a

Ay, ...B. €V, (¢ «,...,3 € V*) zastupuji 1-formy na Minkow-
ského prostorocase.

Po pridani abstraktnich indexti muzeme tenzory nadéle scitat a ndsobit
skaldarem:

aT" ¥ e FOUT = (aT + bU)Vlmwﬂlmﬂs

V1..UV v1..V V1.V,

VabeR, VT, e, Uy, € Videtr

kde V=¥ oznacuje mnozinu vsech tenzort typu ("), tj- (0)-tou tenzorovou
mocninu vektorového prostoru V.

Tenzorovy soucin se jevi v abstraktnich indexech zdanlivé komutativni:

vi...v L1...L _ L1...L V...V
T Tt U ke = Uk T Tpieps & TOU
v Tylmyrul.../.ts c VZ]i’:ISJ \V/ ULl.annl...nn c VL]_‘..Lm

K1...Kn

Nekomutativité tenzorového souc¢inu odpovida vztah (pro jednoduchost uva-
zujeme misto obecnych tenzoru vektory a 1-formy):

virwr oy, By, # VvIPwWH e, B, < (Ve w)(a,B) # (Wev)(a,B)

*Piipomenme, ze {e"}3_ je dudlni béze k bazi {e,}>_, e(e,) = o/
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Z obecného tenzoru muzeme vytvorit novy tenzor (stejného typu) tak, ze
zménime poradi, ve kterém do tenzoru dosazujeme. Pro permutaci abstrakt-
nich indextt o : {vi,...,vp} — {v1,...,vp} a tenzor T+, ., €
Vit definujeme novy tenzor Tow1)-o(vr) pa.ps € Vi vztahem:

TO’(VI)'“U(VT‘)HI.““SV”]' . W“Sag-(yl) ce /Bo‘(l/'r') =

vy...Up M1 Hs
T props VI oWy, By,

Analogicky zavadime permutaci indexu pro dolni (kovariantni) indexy.

Nézornost formalismu abstraktnich indexu se uplatni, chceme-li ztotoznit
vektory a 1-formy na Minkowského prostoru. Moznost kanonicky ztotoznit
prostory V# a 'V, poskytuje pfitomnost metriky — Minkowského metrického
tenzoru. ZvySovdnim, resp. sniZovdnim indexu nazveme jednotlivé smeéry to-
hoto izomorfismu.

snizovdnd indexi :  V* — 'V, (3.1)
vl = v, = vy
Zvysovani indexu zapiseme pomoci kontravariantniho Minkowského ten-
zoru . Tenzor n*¥ definujeme tak, aby zvySovani indexu bylo inverzni
operaci ke snizovdni, tj. vztahem: n**n,¢ = &, kde ¢ je identické zo-
brazeni. 3
ysovani indexi : 'V, — V# (3.2)
v, — viti=n"v,
Na zaveér shriime (<> v porovnani s klasickym zapisem) nékolik zakladnich
prikladu.
vektor : xM =2"e! (< x=2"e))
=g xt (&1 =e"(x))
vektorovy prostor : xt € V¥ (<3 x€V)
I-forma : a, =o€, (¢ a=aE’)
a, =ouel (<o, =ale))
dudlni prostor : a, €V, (< acV)

3Snadno ovéifme vlastnosti: n*vuwy, = N vtw? Vv, w, € Vy,oanh” = ik,
Na drovni slozek vuéi ortonormélni bazi plati: n#*¥ = naﬁegeg , kde 1P = nap Vo, B =

0,...,3, tj. [1%°] = [nap] = n.
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bilinedrnf forma : 1, = 74p€), ® el (&M = Nape® @ €°)
Nap = Muvehel (¢ Nap = N(€a; €p))
Minkowského
skalarni soucin

linedrnf zobrazeni : A¥, = A%ef @€l (< A = Age, ®€”)
A% = At efel (< A% =€e"(A(ep)) )
AP, o xP s APLXY (o A ix = A(X))

N VW’ (& n(v,w))

, . vi..Up . a]...0p vy vr f1 Bs

obecny tenzor : T progis = 1 Br.Bs€ay -+ Cor€hh - Ep
(T =T 5€4®...0€, Q" ®@...®e™)

~ al...00 . vy...V, aq ar M1 Ms

slozky tenzoru T Brfs = TV i pus€os -+ Epr€p) - €5

((—> Tal'"argl_“ﬁs = T(Eal, .. ,€ar, sy, .- . ,egs) )

3.1 Spinovy prostor

V prvni kapitole jsme definovali Lorentzovu grupu SO(1,3), jako grupu za-
chovévajici danou strukturu — Minkowského prostoro¢as.* Svou invariantn{
strukturu mé i grupa SL(2,C), je ji spinovy prostor.

Spinovy prostor definujeme jako komplexni vektorovovy prostor S# se
symplektickou formou e danych vlastnosti.
V feci symbolil predstavuje spinovy prostor dvojici (SA, ean)

EAB SA X SA — C (33)
(€A7¢A) = 6AB€A¢B € (Ca VEA71/)A7 € SA

spliujici axiomy:
i. eap(a&® + bypA) P = aeap€® 0B + bepprh® 0B (linearita
ii. eap = —€pa (tj. eaBEAYB = —epa&29B) (antisymetrie
ifi. 34,04 €S2 eapt®OB #£0 (nenulovost
iv. 02epctBYC + PPepcoBeC + E2epcpBoC =0  (cyklické pravidlo
Va,b € C, V &A™, o c SA

~—  ~— ~— ~—

4Pfesnéji jako komponentu souvislosti grupy O(1,3) — definice (1.21) — obsahujici
identitu.
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Na Minkowského prostorocase privilegoval Minkowského metricky tenzor
ortonormalni (inercialni) systémy souradné. Analogické vysadni postaveni
maji na spinovém prostoru spinové baze {sf si} = {s§}%_, vyhovujici
podmince eppsfsP = 1.

Existenci spinové baze a dalsi vlastnosti spinového prostoru shrnuje nésle-
dujici véta.

Véta — Zakladni vlastnosti spinového prostoru.

1. Spinovy prostor je komplexni vektorovy prostor dimenze 2.

2. FExistuje spinovd bdze.

) C12 . . A % A Gll G12
3. Necht {s§}5_, je spinovd baze. Necht |G*g| =

2 2 ) je matici
1 2

prechodu od {s'SY%_, k {sSY4_,, tj. sS = GAps'S. Pak {s'S}%_, je
spinovd bidze prdave tehdy, kdyz matice [G*g| patii do grupy SL(2,C).

(srov. s pasivni interpretaci Lorentzovy transformace (1.19))

4. Linedrni transformace G*g, zadand vici zvolené spinové bdzi matici
[GAB] € SL(2,C), zachovd symplektickyj soucin, tj. eas G*c€CGBpP
= eaftp" V€A YA e SA

(srov. s aktivn{ interpretaci Lorentzovy transformace (1.20))

5. Spinové vektory €& a ™ € SA jsou linedrné zdvislé prdvé tehdy, kdy?
A,B _
eap& Y = 0.

Diikaz. 1. Dokazme, 7e spinové vektory ¢* a @4 7 axiomu (iii.) tvoif bazi
spinového prostoru. Zaénéme linedrni nezavislosti. Z axiomu (i.) a (ii.)
je ztejmé, ze eap je linearni i v druhém argumentu. Diky antisymetrii
(ii.) navic plati eagtp2ypB =0 V2 € SA. Piedpoklddejme, Ze 14 a
04 jsou linedrné zavislé, tj. existuje A € C takové, ze t* = \@*. Pak
ale nutné eaApt®@B = eApA\0208 = \eap020® = 0, coz je hledany
spor. Zaroven jsme dokézali jeden smér ekvivalence v bodé 5.

Libovolny spinovy vektor €4 € SA miizeme rozvinout do baze {¢4, 04}
diky cyklickému pravidlu a exgt®0® # 0:

EAGBcl,BOC + eAeBchLC + LAGBceBEC =0

fA _ <_ GBcﬁBbc) oA 1 (_6B09B§C) A

EBchOC GBcLBOC
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2. Opét vezméme spinové vektory ¢* a @4 z axiomu (iii.). Bez tjmy na
obecnosti predpokladejme expt®0B > 0 (v opacném pifpadé vektory
prohodime a pfeznac¢ime). Dvojice {sf s>} definovand

{sh s} = { ! A ! OA}

tvori spinovou bazi.

Pied pokracovanim v dukazu se zastavme u spinové baze. Obecnému

spinovému vektor &4 pifslusi v bazi {s§}%_, rozvoj €A = £PsB. Koeficienty

52
Oznacme {s¥}%_, dudlni spinovou bazi ke spinové bazi {s81%_, (plati
s8sq = 09). Projektujeme-li obecny spinovy vektor €4 do bazovych vektorii
(68 = ¢2s8), a pruméty nasledné zpatky slozime (£8s$), obdrzime ptivodni
vektor £€€. Tento — na koneénédimenziondlnich prostorech trividlni — fakt
nazyvame relace uplnosti:

1
rozvoje £# € C prilezitostné zapiseme do sloupce [£4] = (5 )

B.C _ 1.C_  2.C_ sD B.C_ sC
SASE = SaS;] + S48y = 05SasSy, = 04 (3.4)

Kronekerovo &4 interpretujeme jako slozky zobrazen{ identita 64.

V soufadnicich dale vyjadifme symplektickou formu: exp = ecps§sh.
0 1

-1 0/)°

vvvvvv

Koeficienty ecp = eapsasB zapiseme do matice [ecp] = € =

geometrické objekty a vyrazy pro slozky vuci dané bazi vypadaji stejné.
Presvééme se u sympektického soucinu:

ean®Y® = €ecpdLORE Y = ecp(shsh)(shsP )M " =

= (ecps§sp)(&*sh)(WPsp) = eprt" Y’ = eapttyp”

Vyraz pro symplekticky soucin dale upravime.
A, B A, B 1,2 #2901 gyt
eaBE YT = eaplTYT =T — 7Y = det (52 ¢2> (3'5)

Pokra¢ujme v dukazu véty o zakladnich vlastnostech spinového prostoru.
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3. Dle ptredpokladu tvoif {s§}%_, spinovou bazi:

1 = ECDS?SIQD = ECD(GAls A)(GBQS,D) GAlGBQECDS/SS/]B?
= G 1G 2€ECDS ?SQ +G21G 2€ECDS SS]ID
= (GY1G* — G21G12)€CDS/?S/? =detG eCDs’lcs/];
Z rovnosti 1 = det G ecps'Ts’y plyne pozadovand ekvivalence.

4. Linearni transformace G2g se v dané bézi realizuje jako maticové

ndsobeni: [GA5E8] = [GA5][£P], piip. GAEB = GYREPSA. Pro zvo-
lené &2 A € SA zapiseme symplekticky soucinu pomoci determi-
nantu (3.5):

Gl B Gl B
easG*c€CGPpyp® = det (G2§§B GizB)

B Gl Gl 51 wl

- (G a2) (6 12))

= det G det (61 ¢1> = det (51 W)
- e y?) T e 2
= €AB€A¢B

5. Zbyva dokdzat implikaci eap€?9YB = 0 = &2, YA jsou lindrné
zdvislé. Bez ijmy na obecnosti predpokladejme, ze &4 i 1 jsou nenulové
— v opacném priipadé je tvrzeni splnéno trivialné.

Vezméme o® € SA takové, 7e egcpPpC # 0. Hledané po? skutecné

existuje — zvolime-li vzhledem k pevné spinové bazi o' = —@ a g’ = E
1 _ 2
vyjde symplekticky sou¢in nenulovy: egc®o€ = det (iQ d}—q’f > =

% + [¢?)? # 0.
Vektory &4, 9" a o® nyni dosadime do cyklického pravidla (axiom
iv.): 0*epctBYC + YrepcoPEC + 2epcypBo® = 0. Vzhledem k

R T € B¢C
eaA P =0 a epcp®oC # 0 zjistujeme €4 = ( 652535 > (s
[

Symplektickd forma umoznuje (v analogii s Minkowského tenzorem na
¢asoprostoru) zavést na spinovém prostoru zvySovdni a sniZovdni indexi.
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Vzhledem k antisymetrii eap zdlezi na tom, pres ktery index snizujeme,
resp. zvySujeme. V souladu se zazitou konvenci zvolme:

sniZovdnd indexti :  S* — S (3.6)

% = €a=ecal®

Zvysovani indexi zapiseme pomoci tenzoru €AB, jenz definujeme vzta-
hem: eABecp = 68. °
zoySovdnd indexii - Sp — S (3.7)

€a — EA = 6AB€B

Symplekticky soucin tak ekvivalentné vyjadiime v libovolném z tvart:

eap€?Y® = EpyY® = —¢2 s = 2Py (3.8)

Zaveérem oddilu dokazme jednu uzitecnou identitu.

Torzeni:
eape P — 5550 — §D5C (3.9)

Diikaz. Pravdivost ovéfime piimym vypoctem. Vyuzijeme toho, ze symplek-
ticka forma ma stejné jako zobrazeni identita shodna souradnicova vyjadieni
v libovolné spinové bazi.

eape™” = (eprsysp)(¢?sGshy) = (shsp — sasp)(sTsy —sy'sp)
= SpSHSIS; +SASESyS] — SpSHSy Sy — SASpsysy
shsCshs? + sysosgsy +
SASy SBSy + SASTSEST — SASySESy — SAST SRSy
—SAS]SpSy — SASYSEST
= (shSy +sasy)(spsy +spsy)
—(saSy +5387)(spsy +spsy)
= 0x0p — 0R05
O]
®Snadno ovéiime rovnosti €ABEpyp = ea€AYPB  V €a,1pa € SA a 2B = —€BA.

Na trovni slozek vi&i spinové bazi plati: AP = eCDsés%, kde e4B = e4ppro A,B =1,2,
[ _AB
tj. [e*P] = [eap] = €.
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3.2 Spinorova algebra

Spinory definujeme v analogii s tenzory jako multilinearni zobrazeni. Zobec-
néni oproti tenzorum spociva v tom, ze do obecného spinoru dosazujeme
nejen z vektorového prostoru SA a jeho dudlu Sy, ale i z (anti)izomorfnich

kopif S¥ a Sy. Prostory S¥ a Sy si nyni priblizime.

Prostor SX je vérnou kopif spinového prostoru S#. Dvojice (SX, €xy)
splinuje pro kazdé a,b € C a €X,¢X,gx € SX axiomy analogické (3.3).
Vsechny vlastnosti prostoru SA plati i pro SX, Speciélné existuje spinova
béze {s¥,s 5 sXl = {S ; (VyhOVUJlCl podmince exys¥s) = 1) a baze k ni

dualni {SX - (splnuJ1(21 S = 5Y) Dual prostoru SX oznacime Sy. °

Vektorove prostory SA a SX maji stejnou dimenzi, muzeme proto jeden
na druhy vzijemné jednoznacné zobrazit. Zobrazeni oznacime ~ a nazveme
operace sdruzeni. Nadto pozadujeme, aby operace sdruzeni byla antiizomor-
fismem:

—osA o gX (3.10)

€A o EA=¢A gplaujic
a€A + bpA = at® + by Va,beC VEr YA cSA (3.11)
Podminka antiizomorfismu (3.11) jesté neurcuje operaci sdruzenf jedno-

znaéné. Konkrétn{ realizaci ziskdme po zadani dvou (= dim SA = dim S¥)
dvojic sobé si odpovidajicich vektoru. Ptirozené vyberme spinové baze:

shosh=s) B=12 (3.12)

V dusledku této volby se jiz libovolnad spinova baze zobrazi opét na
spinovou bazi. Vskutku, necht’ {s'S)%_, je spinové béaze a [GA | € SL(2,C)
matice prechodu od {s'S¥3_, k {s$13_, (tj. s§ = GAps'S), potom spinové
baze {sX}:_; a {s' Y}Y . spojuje diky antiizomorfismu (3.11) matice kom-
plexne sdruzena, tj. s GXYS'f(, kde Gl1 =Gy, Gl = G, G2 =G?, a
G2 = G2, (pip. zkracene GA, = GAp). Matice [GXy] zistéva v SL(2,C)

6Matematicky jsou prostory SX a4 84 (resp. Sa a Sg) ,jednovajecnymi dvojcaty*,
které rozlisSime pouze tim, Ze jedno z ,dvojcat“ obleceme do puntikovanych indexu.
Teckované indexy (af uz abstraktnf nebo slozkové) budeme nadto zpravidla volit z konce
abecedy.
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(det[G*y] = det[GAp] :_1), a proto diky vété z oddilu 3.1 tvoii {s’;(}%,:i
spinovou bézi prostoru SX.

Podivejme se, jak se operace sdruzeni realizuje ve slozkach vuci pevné
bézi. Z antiizomorfismu (3.11) plyne:

A = ¢Bh s A ¢BsA kde¢d =EA (3.13)

B’
1 i 1
() ~ (&)~ &)
Operaci sdruzeni zavedeme i ve sméru = : SX _, gA jako inverzni zob-
razeni k puvodnimu : S& — SX.
X o g2 (3.14)
& - gR=gX

Operaci sdruzeni nakonec rozsitime i na dudly:

Sa — Sx (3.15)
Er — Er=E;
LS = Eaph VX e sk

Jinymi slovy vysledky kontrakei sdruzené a puvodni formy na odpovidajicich
si vektorech jsou komplexné sdruzend cisla. Korespondence mezi dudly je
opét antiizomorfismem. Opacny smér ~: Sg — Sa definujeme znovu jako
inverzi: g = &x.

Snadno ovéfime, Ze pro g = sﬁ plati s§s§ = 512/ Tedy, ze se dualni
béze v Sa zobrazi na odpovidajici dudlni bazi v Sg. V dusledku mj. plati
(pripadné s odvoldnim na (3.5) a (3.13)):

EVeghy = ey 85PY = eaplryB = eABE g (3.16)
vV gA A e A

Tvrzeni nahlédneme i z toho, ze symplekticky soucin nabyva ve vsech ¢tytech
podobéach spinovych bézich stejného souradnicového vyjadieni.

eanl =[] = el =1 =e= (O ) @an

43



Vsiméme si, ze libovolny spinovy vektor muzeme ekvivalentné zadat v
libovolné ze ¢tyt podob €4, €4, €X a €x. Mezi nimi lze jednoznaéné piechdzet
prostiednictvim operace sdruzeni (7) a operace snizovani a zvySovani indexu.

&€a €Sa - &x € Sx
4 R
sA:eCAgct’\ | eA—eABgy Gxmeaxs? | K=Ky
€A cSA - €X c gX

Tucné hlavicka néasledujiciho odstavce dava tusit, ze nadesel cas k zave-
deni klicového pojmu celé bakalaiské prace — pojmu spinor.

Definice — spinor. Kazdé multilinedarni zobrazent

A1 AKXy X . . ‘
'3 BrB.Yi. V. | SAy X...XSa XSx X...xSg

xSB1 x  xSBsx SYrx .. xSY» 5 (C

. rom
nazveme spinorem typu s nl

5 5 o, rom 3 X, L
Mnozinu vsech spinoru typu (s n) oznacme Sgig:;cll;(: a nazyvejme

s n
Pro obecné spinory definujme operaci sdruzeni ~

T m . .
-tou Spinorovou mocninou.

— QA1 AKX A1 AnX:.. Xy
‘SBl...BsYl..‘Yn — SBl...BnYl...YS (3'18)

€A1...ArX1...Xm — EAl...Aer...Xm

B1..BsY1.. Y, B1..BsY1..Yn

_ FfALL AKX X
= ’ By B.Y:. Y, kde

FA1..AmX;..X . . . ..B1 Bn,, Y1 Ys .
I3 m "Bi.BuY. V. XA - - .,BAm'yxl o 5Xr1,b Lwtrutt T =

A A XX .. . . Y Yna,B B
EAL AKX mBl...BsYl...YnO‘xl-~5xm7A1~-5Ar"v/) 1 wYepBl [ pBs

. . Ay A:Xq.. X
Tenzorovou algebru nad spinovym prostorem, @, . _ B BT
»S,M,N= 1...BsY1..Yn

vybevenou operaci sdruzeni nazveme spinorovou algebrou.
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K definici operace sdruzeni poznamenejme, Ze sdruzeny spinor € vyéislime
na odpovidajicim poc¢tu vektoru a forem tak, ze do puvodni spinoru &
dosadime antiizomorfni obrazy ptislusnych vektoru a forem, a vysledek kom-
plexné sdruzime.

Ve spinorové algebte muzeme identifikovat ,redlnou strukturu® — spinory,

. . , L s ror
jez se pusobenim operace sdruzeni neméni. Spinor typu (s ¢ | nazveme
hermitovsky prave tehdy, kdyz & = €.
. L 11 . Lo
Ukazme, ze hermitovské spinory typu < 0 O) reprezentuje v dané spinové
bazi {sA}2_, hermitovska matice 2x 2. Pro dané €A% = fBYs§s§ a libovolné

Pa = @Z)Bsﬁ €Saapx = gysf-( € S rozepisme podminku hermitovskosti.

€AX¢AQX = EAxlpAQx = A% o4

Pomoci relaci iplnosti prejdeme k souradnicovému vyjadieni:

5AX¢AQX = ¢AX g ihy = EAX g iabx, po pieznaceni indexit

eXAp by = €A% by VEa, b € SA

Rovnice £X A= £AX A X =1,2 jeslozkovym vyjddienim hledané podminky

11 12 . ) 11 e\ T
(§2i §22> =[] =M = (E:Qi §22> :

3.3 Korespondece tenzoru a hermitovskych
spinoru

V nadchéazejicim oddile posklddame dohromady indicie posbirané v pred-
chozich kapitolach. Vychodiskem ke konstrukci nakryti Y : SL(2,C) —
SO(1,3) byl izomorfismus ¢tyfvektoru a 2 x 2 hermitovskych matic a nent
nahodou, ze praveé 2 x 2 hermitovské matice reprezentuji hermitovské spinory
ve spinové bazi.

Mostem, kterym hermitovské spinory a ¢tyivektory spojime budou Infeld-

van der Waerdenovy symboly o,**. Podobné jako lez{ konce mostu na dvou

A

ruznych brezich, odkazuji i indexy o ,** na dva ruzné svéty — Minkowského

prostor V¥ a spinorovou algebru SAX,
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Stavét zaéneme nejprve abstraktné — shrnutim pozadavku na O'NAX v
definici abstraktnich Infeld-van der Waerdenovijch symbolu. V souradnicich
nasledné ukazeme, ze izomorfismus j z kapitoly 2 dané vychozi axiomy

spliuje.

Definice — Infeld - van der Waerdenovy symboly.
Multilinedrni zobrazeni O'MAX

U“AXZ VEXx Sy xSy — C
(va €A7 vva) = J“AxvusA'ﬁbX c C

nazveme abstraktni Infeld - van der Waerdenovy symboly, vyhovuje-li pod-
minkdm:

i. o ARVEEAYy = o AXVEE P YV VH € VI Ep € S, Py € Sk

ii. 0,2%0,8Y (—eapexy) = N
Z definice umoznuji Infeld - van der Waerdenovy symboly auAX konver-
tovat ¢tyfvektory na kontravariantni spinory a naopak kovariantni spinory

na étyiformy.”

VE o 88X (3.19)
vHh o vAX = O'MAXV”
Eax — &ui= _O'MAXEAX
Znaménko ,—“ v (3.20) volime z konvencnich duvodu. (Zhruba feceno,

Minkowského metricky tenzor — jako protéjsek symplektického soucinu —
pak v soutadnicich vyjde 7, a nikoliv —n.)

Podminka (i) tvrdi, Ze spinor vAX pifslugejicf étyfvektoru v je hermi-
tovsky. Naopak forma &, odpovidajici hermitovskému spinoru &,y bude
mit diky bodu (i) v libovolné dudlni bazi Minkowského prostoru rediné
slozky, nebot vysledkem jeji kontrakce s libovolnym étyivektorem je redlné

"Princip, kterym hermitovké spinory na SAX a ¢tyivektory na V# ztotoziujeme,
nazyva slovenskd terminologie puvabné bilinedrné spdrenie.
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c¢islo. Vskutku: vx¥ € V¥ xHE, = —x“aquéAX = —xho, AXE, ;=
_X“UMAXSAX = XHE,,.

Na spinorové algebte i na Minkowského prostoru lze zvysovat a snizovat
indexy. Diky definiéni podmince (ii) nezélezi na tom, na kterém z pros-
torti zvysovani, resp. snizovani provadime. ® Dokazme, Ze snizovat indexy
u ctyfvektoru muzeme ekvivalenté ,oklikou pfes spinovy prostor*: V# —
SAX — S,x — V,. Vektor v# € V¥ zobrazime na spinorovy protéjsek
vAX = g, A%y, Na spinorové algebfe snizime indexy pomoci symplek-
tické formy: v x = €Ba€yxT,E VY = €ape€xy0O,BY VY, a pies Infeld -
van der Waerdenovy symboly prejdeme zpatky na Minkowského prostor:
—0, 2% eapexy 0, BYVY = 0,2%0,BY (—eapegy) VY = N VY = V.

Nevytesenou otdzkou zatim zustala konverze kontravariantnich spinoru
na ctyrvektory a ¢tyiforem na kovarianti spinory. Spusténim spinorovych
indext a zvySenim casoprostorového indexu u Infeld - van der Waerdenovych
symbolt

B v g BY _ v . g BY
ot x =" epaeyxo., T =nN"eapexy oL (3.21)

obdrzime zobrazeni:

SAX _ vm (3.22)
EAX — Ey. = _o,y,AXEAX
V, — S,x (3.23)

R T
Vu 7 VaAx "= 07 A% Vi

Dokazme, ze zobrazeni (3.22), resp. (3.23) jsou inverzni k (3.19), resp.
(3.20), tj. plati:

o, oY \x = o, (3.24)
o, Koty = —088% (3.25)

Prvni identitu ovéfime pomoci definiéni podminky (ii): O'HAXO'V AX =
UHAXTIVPEABGXYUPBY = _UNAXUPBY(_EABGXY>"7VP = —MNupn”” = _5;':'

Vyyaz 0,2 X ot 5y sndze vysetifme na Minkowského prostoru — po ztizen{
s 0,BY. Prechod na Minkowského prostor je ekvivalentni tipravou, nebot

8Po dodefinovani spinorového ekvivalentu obecného tenzoru (3.26) uvidime, Ze
podminka (ii) postuluje za protéjsek Minkowského tenzoru 1, spinor —eapex~ -
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existuje inverze —o* , %, jak jsme prave ukédzali v (3.24). Postupnymi ipra-
vami nachdzime o,%Y (0, % atpy) = 0,4%(0,PY otpy) = ~0,2%) =
—0,AK = 0, BY (—540%).

Infeld - van der Waerdenovy symboly o* ,x podléhaji podmince hermi-
tovskosti analogické (i). Pro v, € V, a &4 9* € SA upravme kontrakci
oH Ak Vb2 YT = N eapexy 0, PY v 4T = 0,BY vV ety

= 0, BYVVE, P = Nt eppexy 0L BY vV EX YA = ok v, EXPA ]

i ot AV EAPX = ar g v, X PA Vv, €V, €A e SA yX e sX
Analogickym rozborem jako u O'MAX zjistime, ze se i ¢tyiformy zobrazi
na hermitovské spinory a naopak ¢tyrvektorové protéjsky hermitovskych
spinoru jsou realné.

Infeld - van der Waerdenovy symboly o,%* a o, tak zprostredko-
vavaji izomorfismus mezi kovariantnimi, resp. kontravariantnimi hermitov-
skymi spinory a ¢tyrformami, resp. ¢tytvektory.

Korespondenci mezi ¢tyivektory a hermitovskymi spinory piirozené roz-
§ifime na obecny tenzor, resp. obecny hermitovsky spinor.

AX

A1 A X, X,

. V1...Up : 4 :
o meus < hermitovské spinory v SBl...BSYl.,.YS

Ay A:X;.. X
T ' T rBl..ABSYl..AYS = (326)
— CrulAle e o-l/rArxro-HlBlYl tt UIJ’SBSYSTULHU"‘IJ’L--I—"S
Eul'”urﬂfl..-l"‘s = (_a-VlAle) e (_a-urArXr) (327)
B1Y BsYs) ¢A1.. A X7 X
(_0-/1,1 ' 1) (_O'IJ's ° S)€ ! T rBl...BsYl...YS

V tomto kontextu postuluje pominka (ii) v definici Infeld - van der
Waerdenovych symbolu spinor —eapexy za protéjsek Minkowského met-

rického tenzoru n,,,,. Symplekticky soucin diky tomu odpovidad Minkowského

‘i p . WxrV AX BY [ .. WxrV
skaldrnimu soucinu: 1, u'w” = 0,40y, (—e A.BEXY) ubw? = .
AX BY _ AX _ BY BY :

— €aBExy (0,0 uH)(0,° T WY) = —eaBexyuttW , t].

plati:

= “UpyW
u,wh = —uAXwAX (3.28)
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Konstrukce izomorfismu mezi hermitovskymi spinory a tenzory pomoci
Infeld - van der Waerdenovych symbolt o,4* vypadala doposud pomérné
presvédcive a slibné, lec jeji vadou na krase je, Ze nevime, jestli multilinearn{
zobrazen{ a,** vyhovujici definiénim podminkém (i.) a (ii.) viibec existuje.
9

O kladné odpovedi se presvédéime v konkrétni bézi. Zvolme proto {e#}3_,
ortonormaln{ bazi ve V# (inercidlni souradny systém S) a {s8}%_, spinovou
bédzi v SA. Nasnn kandidatem na Infeld - van der Waerdenovy symboly
o, =00 s” SASX je izomorfismus z kapitoly 2 (2.6) s maticemi o, defi-
novanymi ve VZOI"CI (2 4):

p=0,...3 [0, =0, (3.29)

Udél Infeld - van der Waerdenovych symbolt propojovat Minkowského
prostor a spinorovou algebru se prolina do kombinovaného vektorovo - mati-
cového souradnicového vyjadreni.

o = (3500 1)1 )‘\f‘( a6 )
= ENENC DI )

Dosazenim relaci uplnosti do libovolného ze vztahu pro konverzi hermi-
tovskych spinoru na tenzory (piip. tenzoru na spinory) se snadno piesvéd-
¢ime, ze prislusné vzorce pro slozky vypadaji stejné, pouze nejsou tistény
tuéné a pres stejné indexy se dle sumacni konvence séita. Pro nézornost

uvazme formuli (3.19). Komponentu v% spinoru vAX = vBst;sX Vypoe-
; . (1ot 12 A X.
teme kontrakei spinoru s prvky dudlni baze s a Sy
AX BY_A_X BY v A X _ _ BYsv p A X
v = Vv sBsY =0, V'spsy =0, 0,vPspsy

= o,° (sgeu)v"sl‘%sé (e}, O'VBYSQSX)(E“V”) = UMAXU“
Matice [v4%] je souctem redlnych (komponenty v*) ndsobki hermitov-
skych matic (0,), a je proto hermitovskd. Hermitovsky je tudiz i odpovidajici
spinor vAX Ji inymi slovy definujeme-li slozky O'MAX dle (3.29), splnime prvni
definiéni podminku Infeld - van der Waerdenovych symbolu.

9Podobné by mohla byt napadena existence samotného spinového prostoru. Snadno
nahlédneme, ze vektorovy prostor C2? se symplektickym souc¢inem definovanym pomoci
determinantu (3.5) axiomum spinového prostoru dostoji.
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I druhou defini¢ni podminku nam nezbyde nez vysetiovat ve slozkéach:

AX _ BY
0, 00,7 (—€aBexy) = Nw w,v=0...3
Vétsina ¢lenu v sumaci na levé strané diky [eap] = [exy] = € (viz (3.17))
vymizi: o o o o
1 _ 22 12 2i 21 12 22 1i
Nw = —0, 0, +0, 70,7 0,70, —0,70,

Vzhledem k symetrii obou stran rovnice vici zameéné . <+ v staci vySetfit

pouze 10 slozek p > v. Vyuzijme dale toho, ze matice [o9"*] Ax

a [04] maji
nenulové pouze diagonalni slozky, naopak [074%] a [05'%] pouze slozky mi-

modiagonalni.
1 _ 29 22 1i 1 29 AX
=—0, 00" —0,00 =——7=0, ——F4=0,"=—>7=Tr|o

M0 n 0 I 0 \/5 K \/5 K \/5 [ K ]
Nenulové stopé se z matic [O'“AX ] t&sf pouze [002%], Tr [694X] = \%, a tedy
Noo = —1, zatimeo 719 = 120 = 130 = 0.

C o 1 . .
M =0, 0" + 0,0 = NG (Uum + au21>

Z vyse uvedeného plyne 1y, = 131 = 0, déle n;; = \/Li (\/L5 + \%) =1a

_ 1 i i\ _
7721—75(—75—1—75)—0.

. . . i . .
_ 12 _ai 2i 19 _ 12 2i
Nu2 =0y, 027 + 0,707 = —= (0'# — 0oy )

V2

Opét ziejmeé plati 3o = 0 a 199 = \/Li <_\/L§ — \/Li) = 1. Ovéreni definiéni

podminky (ii.) dokonéime vypoctem nzz = —o3't 0322 —032203!t = —20311 5322
—_91 (_ 1) —

Izomorfismus hermitovskych spinoru a tenzoru je tim definitivné potvrzen.

Provedeni dukazu existence Infeld - van der Waerdenovych symbolu v
konkrétnich bazich {e*}3_, a {sB}%_, tyto béze do jisté miry privileguje.
Je otédzkou pro ndsledujici odstavce, zda-li pfi zméné baze zustane sym-
bolim o ,4% elegantn{ soufadnicové vyjadieni podobné (3.29). Piipadné
obecnéji, co vubec zména bdze pro multilinearni zobrazeni ,rozkrocené mezi
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dva svéty“ znamena? Pro odpovéd se vratme do kapitoly 2 ke konstrukci
nakryti T : SL(2,C) — SO(1,3).

Hermitovskou matici A € ho(C) nyni nahlizime jako souradnicové vyjé-
dreni h = [{’AX] hermitovského spinoru EAX = SBYS‘ES?E € SX ve zvolené
spinové bazi {s§}%4_,. Slozkovy zapis konverze vektorii na spinory (3.19):
vAX = UMAX’U‘LL ziejmé odpovida zobrazeni j~! definovaném formuli (2.6),
proto i v novém kabaté:

[ AX} B Uli 012 B L W43 ol — 2 (3 30)

v - 2)21 U22 _\/5 vl—|—z'v2 00 — 3 .
Porovnanim pfepoctu spinort zpatky na vektory (3.22): {# = —o# , ¢ AX

se zobrazenim j definovanym formulf (2.7) uhodneme soufadnicové vyjadrent

Infeld - van der Waerdenovych symboltt o# g = 0" pyelsis) .

(Ke stejnému vysledku samoziejmé vede i piimy vypocet z definice (3.21):

no . BY
0% ax = T €ABExy Oy )

0" 45] = ~l0,"]=—0, p=0,1,3
[U2AX] = [UQAX] S Nep)

1 (10 (10

V2 \0 1 01

1 (01 01

V21 0 1 ~\1 0

[J AX} — n 0 —i - E 0 —i (331)

va\is 0 i 0

1 1 0 (1 0

v\ —1 0 —1

Klicovym ¢lankem v konstrukei nakryti je zobrazeni Y. Po pripomenuti

konvence znaceni G' = [G*p] = [GX ;] prepisme definici (2.10) do slozek:
Yo 1 €% GABGXEPY . Tdeu nakryti Yg — definice (2.12) — vystihuje
nasledujici diagram.

vhe (TG)“,,U”ez‘
UAX:UMAX,U#\L Té—u_o.,qué-AX
. . Y . . .
AX B.Y c A X ¢BY B.Y
77 sasy G Gy €7  sysy
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Pro libovolny ctyrvektor v''ey € V<, matici G = [GAg] € SL(2,C) a
Lorentzovu transformam TeeS O(l 3) zadanou vzorcem (2.13) je splnéna
rovnice: (Tg)' 0" = —o* v GApGX 10,8V v”. Dosazujeme-li za v = = vhel
postupné jednotlivé bazové vektory e, zbavime se zavislosti na v":

(Yo), = —0" G 5GY 0, ®  VYu,v=0,....3 (3.32a)

Na obé strany rovnice (3.32a) nyni zapusobime symboly apAX a inverzni

Lorentzovou transformaci (Y¢),". Po pouziti identity (3.24) pro slozky, a
nasledném preznaceni indexu A za p obdrzime:

= G pGY L (Ye) 0 Vv =0,....3 (3.32b)

Piedpokladejme, Ze zméné baze {s§}%_, N {s'5Y5_,, 8§ = GAps'S,
na splnovem prostoru odpovida na Minkowského prostorocase zména baze
{ea )’ Lo, {e'n 1 0, e/‘j = (TG)”ue’j. Prislusné dudlni béze spinového
prostoru jsou spojeny ' = GAps a s’y = G*¥ys},, na Minkowského pros-
torocase plati €' = (T¢),"ed. Piepoctéme slozky Infeld - van der Waerde-

novych symbolu do ¢arkovanych souradnic.

ULAX = sés’Xe’a CZ _ GABSCGXYSY(TG) el‘f‘aacZ
= GYGY(Ta) (60 oo PsEsy) = G pGY 3 (Ya), oY
= o, (3.33)

Baze {e!}3_, a {sB}%_, zvolené v kapitole 2, potazmo v ditkazu exis-

AX

tence o, nemaji nikterak vysadni postaveni. Infeld - van der Waerdenovy

symboly nabyvaji stejnych soutadnicovych vyjddienich ,4% (3.29) v kazdé
. . , . , VRN NI G
dvojici asociované spinové a ortonormalni béaze. Zméné baze {sg}QB e
C o e
{s'5}%-, na spinovém prostoru odpovidd zména {ef}?_ —> {e }—o na
Minkowského prostorocase. °
V aktivni interpretaci pfitazuje nakryti T kazdé linearni transformaci
spinového prostoru G2g : SA — S#, v néjaké spinové bézi zadané matici

0Dovedeno do detailu, odpovidé ortonormalni bazi {e"‘ 3 _, hned dvojice asociovanych

spinovych bazf {£s8}%_,. Snadno se piesvédéime, ze zdména si — —s% (a tedy zdroven
si-f - —s;() nezméni ani komponenty o, 4% ani [’UAX } Ucinéné pozorovani je ve shodé

s dvouhodnotovosti nakryti Yo =71 _¢.
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G = [GAB] € SL(2,C), Lorentzovu transformaci Yg#, : V¥ — VH vy
asociované bazi zadanou matici Yo = [Tt ] € SO(1, 3)4.

Yt = —U“AXGABGXYU,,BY (3.32¢)

Zavérem ukazme, kterak z obecné teorie plyne vyjadieni Ctyfintervalu
vektoru pomoci determinantu matice prislusného spinorového ekvivalentu
(2.8). Vyjdéme z formule (3.28): Q(v#) = 1, vFv" = u, v¥ = —v,xVAX =
—v,xv™**. Definici snizovén{ indexii v g = €pa€yxV"Y prepiseme nej-
prve do slozek v,y = epacy xvPY = —eapvP¥ey ¢, a ndsledné vypocteme v

By x]-

o] = (01 v 12\ (001
Aax] = 1 0 o2 22 -1 0
UQQ _,UQi 1 00 — 3 ol — 2
= 12 H /= 7=\ _, 14 ;2 0 3 (3.34)
v v V2 (U ) VW + v

Po dosazeni vysledku (3.34) do formule pro ¢tyfinterval nachazime

ERIZE S <U22U11 4 (_v2i)vlé 4 (_vm)UQi 4 Uli,022> _ —2(1}111)22 X

- vlévﬂ) = —2 det [UAX], a tedy:

maticich [v,x] = —[ean][v

Q(v") = —2 det [UAX] (3.35)

3.4 Aplikace spinort na popis elektromag-
netického pole

Specialni teorie relativity popisuje elektromagnetickou interakci prostred-
nictvim antisymetrického tenzoru Fj,,,. V nasledujicim oddile ukdzeme, jak
korespondence mezi hermitovskymi spinory a tenzory ve spojeni s anti-
symetrii tenzoru emg. pole pfirozené vede k definici symetrického spinoru
elektormagnetického pole ¢ap. Jednoduchého tvaru spinorového ekviva-
lentu F gy nhasledné vyuzijeme k formulaci spinorové verze Lorentzovy
sily a k vyfeseni elementarniho piikladu — pohybu testovaci ¢astice v kon-
stantnim elektrickém a magnetickém poli.
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Spinor elektromagnetického pole ¢ap

Necht F},, oznacuje antisymetrickou bilinedrn{ formu. Zkoumejme, jak se an-
tisymetrie (F),, = —F,,,) pfenese z tenzoru na spinorovy ekvivalent F gy

T T I P T N R
Frxpy = 0" ax0 gy Frv = —0"gv0" sxcFop = —Fpyax

Spinor F, xgy proto muzeme piepsat do podoby:

Faxpy = %(FAXBY — Fpyax)
= %(FAXBY — Foxav + Fxay — FBYAX)
= %(FAXBY — Fpxay) + %(FBXAY — Fgyax)
= L0568 — 0RO Fusmy + 56007 — 6Y6) Fapay
Zde ziro¢ime vztah (3.9): eap€®P = 6{0p — 0505, dokdzany v oddile 3.2.
Fpsxpy = %GABGCDFCXDY + %GXYGWFBI'JAV
= EAB(%FCXCY) + va(%FBUAﬁ) (3.36)

Definujme spinor elektromagnetického pole ¢ o vztahem:

1 . 1 v
baB = 5Fya"'B = € Frupy (3.37)
Snadno ovéfime jeho symetricnost (tj. das = ¢PBa):
$aB = §€UVF AUBV — §€VUF BVAU
1 1
§FBVAV - §F\'/BVA = ¢Ba
Operaci sdruzeni dédle dopocteme antiizomorfni obraz spinoru emg. pole:
— 1 . 1 1
by = bxy = 5Foxy = 5Foxy = 5Fuxy (3.38)

Vratmé se k rovnici (3.36). Spinorovy ekvivalent libovolné antisymetrické
bilinedrni formy F},, lze jednoznacné zapsat pomoci symetrického spinoru

¢AB :

Fprxpy = €ABPxv + PaBExy (3.39)
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Podivejme se, jak vypada korespondence mezi F),, a ¢ap ve slozkich
vici dané ortonormélni bazi {e#}3_ a s ni asociované spinové bazi {sa}%_,.

Prubéh elektromagnetického pole na prostorocasu je urcen tenzorovym
polem Fy,, (x*) = Fs(z)ete), kde x? = z%ef a x = (2% 2!, 2% 2%)" =
(2°,Z)T. Pozorovatel v 8 = {et}3_, zméii v case 2° v misté # intenzitu
elektrického pole E(x) a magnetickou indukei B(x). Nésledné sestavi matici
emg. pole ve tvaru:

[Faﬁ(x)] = EQ(ZE) —B3(:L’) 0 Bl(x
E3(x) B%*@x) —-BY(x) 0

(3.40)

Pro jednoduchost dale explicitné nevypisujeme zavislost na bodé pros-
torocasu z.

Slozky ¢cp spinoru ¢ap = ¢opsq sy ziskdme z definice (3.37) dosazenfm
konkrétni (s {e#}3_, asociované) baze {s5}%5_;:

1 . .
AB_ 1 uv A_B
Ocp = @ABSCSp = 5€ F\ruBvscsp

1 v oo s
_ UsV _TWp | A_B
- 551“ O0we€ " Favpvscsp

1 . . . . . .
= 5(8){82)(S§VS¥)€TWFAUBVSéSzB>

1 .. . . . .
= §(€TWS§S§V)(FAUBv53SgS?)S¥)

J . 1
= §6XYFCXDY =5 (Feip = Feapi)

Dopocteni souradnicového vyjadrenti je jiz jen cvicenim na Infeld-van der
Waerdenovy symboly.

1 v
o1 = 2 (Frits — Fisii) = Fhis = 010" 15 0

_ 0 1 0o 2 3 1 3 2
= 04i0 1901 + 01407 15F02 + 07150 15F31 + 071075 F5

= - (L(=E") +i(—F*) + 1(B*) +i(-B"))

— Do =

= - (B*—E'—i(E*+ B"))

[\]
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1
(Fligs — Flagi) = 2 (0"110%95 — 01507 51) Fu

¢12 = ¢21—

1
_ 0o 3 3.0 .0 1. 2 2 1.
= 3 (‘7 110%95 Fos + 0711095 F30 — 01150751 Fia — 0%150 21F21)

[\3|>—l

T (DB + 1) = (<i)(B%) — (- BY)

= % (E®+1iB?)

—_

P22 = B (Fhiny — Fosi) = Fying = 0%910" 35 F
01210022F10 + ‘71210322F13 + 02210022F20 + 0221‘7322F23
1
5 (L(E 1)(=B?) + (—i)(E?) +i(B"))
1
_(B2+E1 'E2_Bl))

Spinor emg. pole odpovidajici tenzoru [F,s] (3.40) zastupuje v asociované
spinové bézi matice [¢ap].
1 (32 — E'—i(E? + BY) E3+iB?

[¢AB] = 5 B3 + iB3 B2 + El — Z‘(EQ . Bl)) (3'41)

Dynamika castic v elektromagnetickém poli

Pted vlastnim prepisem pohybové rovnice testovaci ¢astice v emg. poli do
spinoru nejprve ve strucnosti shrneme dynamiku ve specialni teorii relativity.
Definujme nabitou testovact ¢astici jako trojici (g, mo, a*(t)). Konstanty
q € R, resp. mg > 0 znaci ndaboj, resp. klidovou hmotnost castice. Trajektorie
— svétocdra Castice a(t) je casupodobnd regularni kiivka ve V¥ tj.
B (to,tl) CcCR — V# (342)
t € (to,t1) — at(t)=a”(t)et a splouje

L. a”(t) € Cl{to,t1) Vv =0,...,3; V{el}3_, bazi ve V¥
2. Nuv da;t(t) da:t(t) <0 Vte (to, tl), kde

da (t)

derivaci definujeme pomoci libovolné baze {e# } Jako
K det ) . dar(t)

klasickou derlvacn odpovidajicich sloze i
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Od obecného parametru t je diky zadané metrice (Minkowského tenzor)
vyhodné piejit k parametrizaci vlastnim casem 7. !

’T(O(“(t)) = T(t) ::/ n da”(t/) daV(t/) 1

o |0t dt’

d’ (3.43)

Poznamenejme, ze vyraz (3.43) nezdvisi na volbé parametrizace.
Teény vektor ke svétocate — ctyrrychlost u* pak vychazi normalizovany.
Plati

n
uh(a (1)) = ub(t) == d“d—T(T) (3.44)
N uru” = —1 (3.45)
Exkurz do dynamiky STR uzavird pohybovd rovnice 2
u
iy 28 dT(T) = F¥(T) (3.46)

Vektor F¥(1) = F*(aP(T)) nazveme ctyrsila.
Protéjsky objektu (3.42) az (3.46) ve spinorech vypocteme prostied-
nictvim izomorfismus daného Infeld - van der Waerdenovymi symboly (3.19).

e trajektorie ve spinorech

aAX(T) = a‘qua“(T) (3.47)

e vlastni cas vyjddreny pomoci spinori

— V2 / \/ det —aAX t')} d’ (3.48)

Ctyfinterval piejde v determinant diky (3.35).

e ctyrrychlost ve spinorech

. . . d d .
ut*(r) = o, (1) = 0,A% dr “(r) = dr WAk (T)
d .
= = ¥ (1) (3.49)

1 Jednd se o analogii parametrizace kiivky prostfednictvim délky oblouku (viiéi euk-
leidovskému metrickému tenzoru).

2Definujeme-li étyrhybnost p* = mou*, nabyvé pohybova rovnice podoby %(T) =
FH(T).
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[zomorfismus o,A% se ve slozkdch realizuje jako linedrni kombinace

(srov. (2.6)). Poradi O'uAX a derivace podle vlastniho ¢asu lze proto
zamenovat.

normalizacni podminka

' 1
det [uAX } =35 v libovolné spinové bazi {s5} (3.50)

Poznamenejme, ze normaliza¢ni podminka nezavisi na zvolené spinové
bazi.

Ctyrsila ve spinorech ' _
FAX = g AXFH (3.51)

spinorovd pohybovd rovnice

d ax AX
mo—u" (1) = F* (1 3.52
oo (r) = PAX(7) (35
Korespondence hermitovskych spinori a tenzori je vzajemné jedno-
znatnd. Aplikace Infeld-van der Waerdenovych symboli o,A% na obé

strany rovnice (3.46) je proto ekvivalentni tpravou.

Lorentzova sila

Do pohybové rovnice (3.52) budeme — vedeni snahou pouzit teorii spinoru k

popisu pohybu v emg. poli — dosazovat Lorentzovu silu Ff;z( Jeji vyjadreni
ve spinorech je proto dalsim krokem.

Specialni teorie relativity definuje Lorentzovu silu jako kontrakei tenzoru

emg. pole a ctyirychlosti castice :

F! — qF"u, (3.53)

Spinorovy ekvivalent opét vypocteme piimou aplikaci Infeld - van der

Waerdenovych symbolu (3.19) a dale pomoci identity (3.24).

AX AX pp AX ppv . AX S\ v
FLOT = Ou FLO’I‘ =q0u F U, = —qoy, ( (SV)F Ux
AX/ _ BY A v
= —qo, (0,7 0 gy) F* uy
_ AX _ BY puv A _ AXBY_ . .
= —q(ou" "o, T F*) (07 gyun) = —¢F Upy
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Nasleduje gymnastika snizovani a zvySovani indexu:

AXBY CZ
Lor — _QGCBEZYF u

AXBY CZ
= —qepcey F u
AX CZ
AB_XY CZ
—qe e Fgycopzu
CZ
= —q eBcPyy + PBCEYy) U
AB XY AB XY CzZ
= —q ((6 €BC)€" " Pyy + € Prc(e GYz)) u
A _XY AB X\ ,.CZ
= —q (—éce Pyy — € ¢BC5Z> u
XY AZ AB CX
= q(e Oy u" " 4+ € Ppcu >
Lorentzovu silu zapiseme ve spinorech elegantné ve tvaru:

FiX=q (cbxzuAZ + qucuCX) (3.54)

6AB GXY (

Pohyb testovaci castice v konstantnim poli

S prepsanou Lorentzovou silou a pohybovou rovnici jsme pripraveni prediko-
vat pohyb testovaci ¢astice v elektromagnetickém poli.
Diferencialni rovnici uréujici pohyb ééstice je rovnice (viz (3.52) s pravou
stranou (3.54)):
d . . . .
4 oax_ 4 <¢XZuAZ + ¢ACuCX) (3.55)
dr mg
Piedpokddejme, ze pozorovatel v 8§ = {e#}3_, pocituje konstantni elek-
trické a magnetické pole ve sméru osy x3: £ = (0,0, E)T a B = (0,0, B)T.
13
Elektromagnetickému poli odpovida v S matice (viz soufadnicové vyjé-
dfeni tenzoru emg. pole (3.40)):

0O 0 0 —-F
0O 0 B 0

[Faﬁ<x)] - 0 —-B 0 0 (356)
E 0 0 0

13Regeny pifklad je obecnéjsi nez se na prvni pohled muze zdat. G. Naber ([1, str.
113]) ukazuje, 7e na FeSeny tvar (mg. a el. pole ve sméru osy z3) lze vhodnou volbou
inercialntho souradného systému S prevést libovolné konstantni elektromagnetické pole,
jez je v néjaké bézi zadané reguldrni antisymetrickou matici [F,g].
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~ 7 ~ /. . . . ’ . ’ Ja A 2
Pifslusny spinor emg. pole je v asociované spinové bazi {sp}5_;, resp.
X2 v s

{sZ}7_; urcen matict:

1( 0  E+iB
[PaB] = 3 <E+7LB 0 ) , Tesp. (3.57a)

. »
0 ZB) (3.57b)

9xv] =35 (E—z’B 0

Ke slozkam vuéi konkrétni spinové béazi prejdeme i v pohybové rovnici
(3.55):

d Ax q XY AZ AB CcX
—u = — € o U + € u >
dr mo d)Yz ¢BC

d ax q ( Xy AZ | _AB ox
—u = —le€ U € U )
dr mo vz OpC

d ax q ( A%, XV | AB ox
—u = —|u vE T € U )
dr mo Oy 2

A=1,2 X=1,2

Pravou stranu upravime nejsnéze v maticovém zapisu:

L) = L ()00 + [ [bme] [u) (3.58)

dr mo

i utl yl? o q utl 12 0 E —iB 0o 1\"
dr uzi u22 - 2mq uzi uzé E —iB 0 -1 0

(01 0  E+iB\ [u!! u?
-1 0)\E+iB 0 w2t 22
d uli u12 q . uli _u12
%(uﬂ u22> = 2 ((E_ZB) (uQi _u22>
uli ul?
F+iB : :
+(E +1B) (_um _u22) )
. q Eull  iBu!?
 mg \—iBu?' —FEu*
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Vsiméme si, ze matice na pravé strané vysla hermitovska. Ji odpovidajicim
ctyrvektorem je samoziejmé Lorentzova sila.
Vypisme explicitné soustavu pohybovych rovnic:

d;‘iuli _ ;_Eouli (3.592)
diTuli _ ﬂ%zuﬁ (3.59D)
d%_uﬂ = —z'%u21 (3.59¢)
d;‘iu'ﬁ _ _‘%;u?? (3.594)

Reseni nahlédneme snadno. Integracni konstanty zvolime tak, aby vy-
sledek lezel na prostoru hermitovskych matic a splnoval normaliza¢ni pod-
minku (3.50).

qF . gB
- Aemo”  Ze'mo” A BeR ZeC
AX )
uw(T) =1 _ ., p 3.60
o] = (e ) TS e
Ekvivalentné 1ze integraéni konstanty zadat ve tvaru A = —“—jf’, B = a—\;; a
Z = ’f}” kde a,b,c,d € R. Vyznam na prvni pohled podivné volby do-
AX).

cenime po piepocteni ¢tyfrychlosti zpatky do vektora (u#(7) = —o* , v u

. E E
asinh =7 + bcosh =71

B ﬁm
csmfn—T—i-dcosq— a,b,c,d € R

ccos £27 — dsin 4= 7' —a?2—c2—d%=

[ut(7)] = (3.61)

a cosh T +b smh

Diskutujme pohyb testovaci ¢astice ve dvou specidlnich piipadech — v
samotném elektrickém a v samotném magnetickém poli.

Zacnéme u elektrického pole (E # 0 a B = 0).

Ve smérech ef’ a e} se testovaci ¢dsti pohybuje obecné rovnomérné primo-
catfe. Pro jednoduchost zvolme pocatecni rychlosti v téchto smérech nulové
c= d = 0. Normalizaéni podml’nku b?> — a®> = 1 pak splnime volbou b =
cosh meTo & a = — —sinh £ T, 7o € R. Vyraz pro ¢tyirychlost se nésledné
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zjednodusi uzitim souctovych vzorcu pro hyperbolicky sinus a cosinus:

cosh %(T )

[u*(7)] = 8 (3.62)
E
sinh q—O(T )
sinh £ (1 — 7 E
= mg( 0) = tanh q—(T )
cosh L= (1 — 79) mo
mo
Trajektorii o*(7) dopocCteme integraci ¢tyirychlosti (3.62).
“Bsinh L 9E (7’ —710) + 2§
1
x
()] = s (3.63)
0
o5 cosh L 9E (T —10) + 3

Samotné elektrické pole — konstantni sila pusobici ve sméru pohybu télesa
— generuje tzv. hyperbolicky pohyb. Testovaci ¢astice, z pohledu pozorovatele
v §, zrychluje ve sméru elektrického pole. Jeji klasicka rychlost méfena v &
— B roste k rychlosti svétla (lim, ., 6 = 1).

V druhém piipadé naopak predpokladdme nenunlové pouze magnetické
pole (B # 0 a E = 0). Testovaci ¢astice se nyni pohybuje rovnomérné
pifmocare ve sméru ef: a = u3. Konstanty ¢ a d zvolime ve tvaru ¢ =
—ug cos %Tg a d = ufsin an—BOTO, kde 79,uj € R. Velikost zbylé integracni
konstanty b je jiz ddna normaliza¢ni podminkou ((3.50), resp. (3.45)): b =
V14 (ud)?+ (uf)? Po provedeni substituci (a aplikaci souctovych vzorci
pro sinus a cosinus) piislusi ¢tyfrychlosti vektor:

V1 (ud)? + (uf)?

u(f sin £ B _ 7)

z = 3.64
(7)) —uj cos & ab (T —70) (3.64)
uf
Trajektorii dopocteme opét integraci:

V1t @d)? + (uh)? 7+ 2

Y mg 4B (- _ 1
[a#(7)] = uowfmcos qB( o) + %2 (3.65)

—uf o sin —(T —70) +

uOT + 1’0
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Z pohledu pozorovatel v S se testovaci ¢astice pohybuje po sroubovici,
jejiz osa je rovnobézna s magnetickymi indukénimi carami — smérem mg.
indukce. Specialné pro uj = 0 predpovida relativisticka teorie kruhovy pohyb
nabité cdstice v homogennim magnetickém poli. Pravé ten je teoretickym
vychodiskem hmotnostni spektrometrie.

Maxwellovy rovnice

Z teorie elektromagnetismu zbyvd zminit tzv. polni rovnice — podminky,
které omezujf obecny tvar tenzoru [F,z(z)], resp. [¢ap ([x9%])] a svazujf jej
se zdroji pole (naboj, proud).

Piimym vypoctem lze ukazat ([2, str. 47]), ze pro elektromagnetické pole
ve vakuu maji Mazwellovy rovnice mimoradné jednoduchy tvar:

Vg, =0 B=12 X=12 (3.66)

Diferencidlni operator VAX definujeme jako spinorovy ekvivalent parcidlni
derivace:

vAX .= a#AXa# ot =n"0,, kde 0, = —
ox”
Soustavu rovnic (3.66) nazveme rovnici pro nehmotnd pole o spinu s = 1
a pole ¢ g, jez ji Tesi, foton.

3.5 Reprezentace spinovych vektori pomoci
vlajek

V zavérecném oddile se od praktickych aplikaci vratime zpatky k teorii
samotné. Do svéta spinoru jsme zatim nahlédli jen z ¢asti — objektum z
vSedni zkuSenosti jako uddlost (polohovy vektor x*), ctyrrychlost (vektor
ut), & elektromagnetické pole (2-forma F),) odpovida jen vybrana tiida
spinoru — spinory hermitovské. Cil pristich fadku je proto nasnadé — najit
vhodny ,hmatatelny* objekt prostorocasu, s nimz lze jednoznacné ztotoznit
samotny spinovy vektor &4 € SA.

Hlavicka oddilu napovida, ze onémi zastupci spinového prostoru na ¢aso-
prostoru budou tzv. vlajky. Konstrukei reprezentace spinovych vektoru proto
nelze zacit jinak nez vztycenim stoZdru.
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Stozdrem pifslusejicim spinovému vektoru &4 € SA nazveme ctyivektor
v# € V# definovany jako vektorovy protéjsek hermitovského spinoru vA4% :=
£aex, tj. , ,
AX = —ot 1 E2E" (3.67)

Ackoliv nazvoslovi stoZdr evokuje vektor prostorupodobny, lezi ¢tyrvektor
v# na svételném kuzeli. Nulovost ¢tyfintervalu Q(v*) plyne z antisymetrie
symplektického souéinu' Ealt = EXEX = epalB&A = 0, a tedy Q(V*) =
v vH = —v, vAX = —£A£A€X€X =0.

Blizsi predstavu ziskame po zvoleni pevného inercidlniho systému & =
{eM}3_, a asociované spinové baze {s5}%_,. Koeficienty rozvoje 4 spinového
vektoru €4 = ¢Bsh zapiseme jednoznacné ve tvaru:

(€4 = (g;) =2 ( 2al- > Ape(0,2r) a',a®*>0 (3.68)

a‘e'?

Moo
V5 = =07 zAxV

Déle predpokladejme, ze spinovy Vektor EA je nenulovy, a tedy a' +a? > 0.

Odpovidajici hermitovsky spinor v4 SBSYS Bs zastupuje matice:
i 2 a2 dla2e—i
[ ] [£A€X] (gzgl §2§2) - (aga2)€up (a2>2 ) (369)

Prislusny ¢tytvektor — stozar — jednoznaéné vyjadiime ve sférickych sou-
fadnicich (R, 9, ¢):

1 \p T (@) R
w 2a'a? cos ¢ | Rcospsind
] = V2a'a? sin ¢ ~ | Rsinpsind |’ kde (3.70)
75 ((a')? = (a®)?) Rcos ¥

¥ = arccos (—EZ%ZEZE;) = arcsin <—(a1?§i‘322)2>
Budouci svételny kuzel (¢asovd souiadnice v° > 0) si umime predstavit
jako rozbihajici se kulovou svételnou vinu — ,,zablesk zarovky“ v bodé #¥ = 0
v ¢ase 2° = 0 $iifcl se prostorem. Smer (9, ¢), do ner foton vylétd — zerd
vlajky miii — je urcen pouze vzajemnym pomérem Z—Q a vzajemnou fazi ¢
koeficientti rozvoje £ a 2. Je proto stejny pro celou tifidu spinovych vektort

¢4 2 € C\ {0}. Vyska stozdru — vzdalenost (napi. pocet svételnych let),
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kterou foton od pocdtku urazil — je pak ddna absolutni velikosti koeficientti
rozvoje. Jiz z jednoduchého vypoctu e’2 €A — vAX = ihgAeiAgX — gAgX
plyne, ze reprezentace pouze pomoci stozaru v* neni s to rozlisit absolutni
fazi A spinového vektoru.

Pomozme si proto vytazenim vlajky do vhodného sméru. Druhym ob-
jektem, ktery spinovy vektor €4 € SA vedle hermitovského spinoru vAX
generuje, je symetricky spinor ¢AB = £A¢B_ resp. XY = £X¢Y. Jeho
casoprostorovym protéjskem je (viz (3.39) se zvySenymi indexy) antisymet-
ricky bivektor F*¥:

FH = (0¥ yg)(—0" gy ) FAXEY (3.71)
FAXBY AB d’XY + ¢AB GXY

Vyraz pro bivektor (3.71) upravime trikem. Symplekticka forma nabyva

v libovolné spinové bézi soutadnicového vyjadieni eAB = e“PsAsB = sPsB—
AB

s#sB. Za prvni bazovy vektor zvolime €4 =: s# a doplnime ho spinovym
vektorem s5 = 1* na spinovou bazi, tj. eap€21® = 1. Existenci takového
vektoru 1A € SA dokdzeme vzapéti, az budeme pracovat v konkrétni béazi.
Prozatim pokrac¢ujme tpravou vyrazu (3.71):

F' = ot g0y (eBe™Y + ¢ABXY)
= o ax0ny (197 —prEMENEY + AP (R YT — y¥eY))
— o k0 py (£ YPEREY — preBeReY 4
TERERE Y - ehePyReY)
= 0" px0”py (EAEX(WPEY + EPpY) — PV (pAEX + £2yY))
= (0" ax€€¥) (0" py (¥P€7 + %9Y)) +
— (o ax (e + £24%)) (0¥ pyeBe)
Ovéime, 7ze spinor PAEX + ¢29pX = wAX je hermitovsky, a tudiz
reprezentovatelny pomoci étyfvektoru. Pro libovolné ca, Ba € Sa plati:
"By = whXag s = (A5 + EApN)ag s = BABAE ay +

EABAY X oy = (P%Bx) (€2 an)+(E¥Bx) (¥ an) = (E2%+9p 26X an By

= WAXaAﬂx.
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() () (o) (e
- (orner) (o) (o) (oo™

= V”W" — whv”

Oklikou pies symetricky spinor ¢*B se ndm podaiilo piifadit ptivod-
nimu spinovému vektoru €# dalsf étyivektor: w. Konstrukce vektoru w*
ma ovSem jednu slabinu — nejednoznaé¢nost. Puvod nejednoznacnosti spo¢iva
v dopliiovan{ spinového vektoru €% na spinovou bazi. Nechf epg&?sB =1
a €eap&?sP = 1, pak eap€?(sP — 3B) = 0, a tedy podle bodu (5.) véty
o zékladnich vlastnostech spinového prostoru sy — §& = A\¢2 kde \ € C.

Provedme proto v zavedeni wAX zdménu ¥» — ¥ + M2, a definujme
tak:

WAX = (g AEMEE + A (X 1+ 2K (3.72)
= (PP 4 eMPT) + (A + N)EreR
= wAX 4y (2Re )\)VAX = wAX 4 fvAX kEeR

Konverze hermitovskych spinort na ctyivektory je linedrni. Pifmka v
hermitovskych spinorech v SA%¥ se zobrazi opét na pifmku ve V.

WH = wh + kvH kEeR (3.73)

Doplnujicim prosttedkem k reprezentaci spinovych vektoru, ktery dua-
lita antisymetrickych bivektoru a symetrickych bispinort nabizi, nen{ vektor
wH . ale cela tiida ctyrvektoru — primka WAX, Snadno se presvédéime, ze
antisymetricky spinor F*¥ = v#w" — wHv” se nezméni pokud vektor w#
nahradime kterymkoliv jinym ¢tyfvektorem wH € W

Dvojici (v#, W#) nazveme vlajkou spinového vektoru

Zkoumejme blize geometrii dvojice (V“,W“). Piimka W* je ziejmé
eukleidovsky rovnobézna se smérem stozaru v#. Tim spise prekvapi, ze z
hlediska Minkowského sklalarniho soucinu plati kolmost: 1, v¥w" = 0
YwH € W“, nebot 7, v#(W” + kv¥) = 1, vFw"” + kN vy = vyw” =
_VAXW = _€A€x(¢A€X SA'%[’X) = _€A¢A(Exsx) (£A£A)€x'¢x =
0.

SA-M

14psimku W* mitzeme vnimat jako smér, do kterého je ,,vyvésena vlajka® — odtud také
nazev vlajka samotny.
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Analogickym vypoctem ukdzeme Q(wH) =2 VYwH € W
(Wptkv,) (WH+EkvH) = w,wh+2kw, vF+E v, vF = w,wH = —w,x W
= —(Yalx + Eathg)(PAEX + €M) = —PaliEi Yt — Eapt Y€ =
—(—=1)1 — 1(—=1) = 2. Z hlediska Minkowského metriky lez piimka W*
na pruniku dvou ploch — ortogonélniho dopliiku ke sméru stozaru a plochy
konstatniho invariantu Q(w*) = 2. Ijvahy zpresnime v pevné zvolenych
bazich {e#}3_, a s nf asociované {s8}%_,.

Postupujme ve vyse uvedenych krocich. Nejprve dopliime spinovy vektor
€4 (3.68) vhodnym vektorem ¥# = 1Ps4 € S# na spinovou bazi.

[ = (ié) = % (_el_w) (3.74)

Déle dopocteme komponenty wAX = @Z)ASX + waX spinoru wAX =

¢AEX + EAwX:

1 —2a' cos(2A + ) ale?P — qleTi(2A+29) (3.75)
al + a2 alefiZA . a26i(2A+2tp) 2&2 COS(QA + QD) :

AX

X =

Spinoru wAX odpovida ¢tytvektor

(a® — a') cos(2A + @)
V2 a' cos 2A — a? cos(2A + 2¢)
al +a? | —a'sin2A — a?sin(2A + 2¢)
—(a' + a?) cos(2A + )

W] = (3.76)

Pro tplnost uvedme i parametrickou rovnici pifmky Wh.

(a* — a') cos(2A + )

s = V2 a' cos 2A — a? cos(2A + 2¢)

al +a? | —a'sin2A — a?sin(2A + 2p)
—(a* + a®) cos(2A + )

2 (@ + (@2
V2a'a? cos ¢
V2a'a? sin ¢

L) — (a2)?)

(3.77)

+k k e R.
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Xo

Obrazek 3.1: Reprezentace spinovych vektoru pomoci vlajek
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Dodatek

Piehled grup
GL(n,R(C)) = {A redlna (komplexni) matice n x n | det A # 0}
grupa realnych (komplexnich) regularnich matic
GL(V)={A:V — V |linearni, invertovatelné}
grupa automorfismu V

O(1,3) ={A € GL(4,R) | A"nA = n}
obecnd Lorentzova grupa (maticoveé)

O(1,3) ={A € GL(V) | n(A(v), A(w)) =n(v,w) Vv,weV}
obecnd Lorentzova grupa (bezsouradnicove)

SO(1,3)y ={A € 0O(1,3) | A% > 1,det A =1}
(vlastni) Lorentzova grupa

R ={A e SO(1,3); | A% =1}
grupa rotaci (STR)

SO(n)={Re GL(n,R) | R~! = RT det R =1}
grupa rotaci
SO(m,n) ={B € GL(m +n,R) | BT gnnB = gmn,det B=1, kde
8mn = (_ﬂ)mxm S¥ ILn><n}
grupa zachovavajici metriku signatury (m,n)

SL(n,C) ={A € GL(n,C) |det A =1}
grupa (komplexnich) unimoduldrnich matic

SU(n) ={A € SL(n,C) | AAT =1}

grupa unitarnich matic
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