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Uvod - Klasické spinory

Dirac, Atiyah a Singer

Paul Dirac (1902-1984), r. 1928
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W R* — C* C* - Diracovy spinory

T/J:(¢0(t,X,Y>Z)7~-~,¢3(t7X7YaZ)) P. Dirac
vi € M(4,C)
Operator je hyperbolicky

Michael Atiyah (1929), Isadore
Singer (1924)

Véta o indexu eliptickych operatord -
Fieldsova medaile pro M. Atiyaha 1966
Eukleidovsky analog Diracova operatoru M. Atiyah . Singer

Operator je elipticky




Uvod - Klasické spinory

Klasické spinory

SO(p, q) specialni ortogonalni grupa pro symetrickou bilinearni
formu Q signatury (p, q)

Cliff(p, g) = T(RPT9)/(v @ v — Q(v, v)1l]v € RPTY)
Cliffordova algebra, Spin(p, q)  Cliff(p, q)

A= Spin(p, g) — SO(p, q) zobrazeni 2 : 1 pomoci antiinvoluce
7 (antiinvoluce na Cliff(p, q))

Spinorové prostory: reprezentace Cliff(p, g) na C™ =: S

Zizeni reprezentace na Spin(p, q) neni reprezentaci SO(p, q) -
neexistuje p' : SO(p, q) — Lin(S,S), aby p = p'\.

Spin(p, q) LN Lin(S,S) ,

J/ Bo’
A

SO(p,q)

p 4+ q = 4 spinorovy prostor izomorfni S ~ C? ¢ C? ~ C*



Uvod - Klasické spinory

Diraciiv operator pomoci projekci

(RPF)* @S~ S @ T, kde T je reprezentace Spin(p, q)

P RPYI = S, ¢ € C°(RPHY,S)

Diracova rovnice ([P1))(m) = m10(Dv)(m), kde D je totalni
diferencial a 710 : (RPT9)* ® S — S je projekce

w10 zobeciuje nasobeni maticemi v;, i =0,...,3

[ je invariantni vzhledem k spinorové reprezentaci
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Symplektické spinory a Diracovy operatory

Dvojité nakryti symplektické grupy

w : R?" x R?" — R nedegenerovana antisymetricka bilinearni
forma

A R?" — R?" linearni a w(Av, Aw) = w(v, w) pro
Yv,w € R2"; tvori symplektickou grupu - Sp(2n, R)

A € Sp(2n,R) - kanonické transformace

Dvojité nakryti A : Mp(2n,R) — Sp(2n,R) - metaplekticka
grupa



Symplektické spinory a Diracovy operatory

Historie symplektickych spinori

1) D. Shale, I. E. Segal (1962) [Trans.AMS62]
2) A. Weil (1964) [Acta.Math.64]

3) B. Kostant (1974) — symplektické spinory jako fibry nad
symplektickymi varietami [Kostant74]

4) K. Habermann (1995) — symplektické Diracovy operatory
[Ann.Glob.Anal.95]
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Symplekticka spinorova reprezentace

o : Mp(2n,R) — U(L%(R"))
U(L%(R")) unitarni operatory na Hilbertové prostoru L?(IR™)
o(g) : L2(R") — L*(R"), g € Mp(2n, R)

Definovana pomoci Schrddingerovy reprezentace
Heisenbergovy grupy

[P(R") = L(R"); @ L*(R")_
Symplekticky spinorovy prostor: S =S, @ S_

Dalsi nazvy: Shalova—Weilova, Segalova—Shalova—Weilova,
oscilatorova, metaplekticka



Symplektické spinory a Diracovy operatory

Symplekticky Diraciiv operator

Symplekticka spinorova pole: zobrazeni R?" do symplektickych
spinorti ¢ : R2™ — [2(R"); ¢ € C>=(R?", S)

Totalni diferencial: (Dy)(m) = 377, dx’ ® g}(/’,(m) ceR?")*®S

Véta (Krysl [J.LieThy2012]): (R2")* ® S ~ E*0 @ E1! kde E¥ jsou
neekvivalentni reprezentace Mp(2n,R) a £ ~ S.

Definice symplektického Diracova operatoru:

DS : C=(R?", S) — C>(R?", S)
(D%¢)(m) = 10 ((Dy)(m)), kde
70 (R?")* ® S ~ E*® @ E™ — E10 projekce a m € R?".

Mozné definovat: Analogie twistorového operatoru
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Symplekticky Diractv operator v soufadnicich

YR - [2(R") = ¢ :R3 = C

(x1,...,x®") € R (q%,...,q") €R"

A0t X2 gh . q") = (X X2 (gL, )

Pro symplektické spinorové pole ¥ : R2" — [2(R") N C>(R")

s, 1 . 09 B o (09
D¢ = 22("7 Ixnt+i dqi <8xi)>

i=1

Ekvivalence definici: teorie reprezentaci

Pro n =1 je 9(xt, x?) € L2(R) = (ao(x}, x?), a1(x1, x3),...) =
>0 ai(xt, x?)hj, kde (h;)22, je Gplny ortonormalni systém L%(R),
napf. (normalizované) Hermitovy funkce, a >°%°, |ai(x!, x?)|? < oo
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Symplektickd geometrie

Symplektické variety

Symplekticka varieta je kazda dvojice (M,w), kde M je varieta a w
je uzavrena nedegenerovana antisymetricka diferencialni 2-forma.

Priklady:
1) M=R?>"[q%,...,q", p1,...,pn), w =7, dp;i A dq’ (fazovy
prostor)

2) N varieta; M = T*N, w = d¥, kde ¥ je tzv. Liouvilleova forma
3) M =52 w=sin()d¢ A df (forma objemu pro "kulatou
metriku”), Riemannovy plochy



Symplektickd geometrie

Fedosovovy konexe

Vektorova pole na M znaéme '(TM)

Konexi V : [(TM) x [(TM) 5 (X, Y) = VxY € [(TM) na
symplektické varieté (M, w) nazveme Fedosovovou konexi, pokud
Vw=0aVxY—VyX=[X,Y],VX,Y € [(TM), V je rozsiteni
V na tenzorova pole.

Tenzor k¥ivosti RV(X,Y)Z = VxVyZ —VyVxZ — Vix,v1€
I. Vaisman: RY = RicY + WYV rozklad na symplektickou Ricciovu a
Weylovu ¢ast



Symplektickd geometrie

Symplekticky Diractiv operator na varietach

B. Kostant: Kazda symplekticka varieta pripousti fibrace
symplektickymi spinory nebo jejich komplexifikacemi (tzv.
symplektické spinorové fibrace S).

Fibrace = bandly s vektorovymi prostory L?(R")

V Fedosovova konexe = V° kovariantni derivace na
symplektickych spinorovych fibracich (invariantni derivovani na
symplektickych spinorovych polich)

Symplekticky Diraciiv operator na varieté: D29 = w19V,
v M—=S
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Jadro Diracova operatoru

Vysledky K. Habermannové

K. Habermann [HaberManuscr.]

Pro sféru S? se symplektickou formou w = sin(6)d ¢ A d @ je
prostor feseni symplektického Diracova operatoru izomorfni
prostoru S ~ L%(R).

Torus

- Pro trivialni spinorovou fibrace je prostor Ker D° izomorfni S.
- Pro ostatni spinorové fibrace je nulovy.

Pro Riemannovy plochy rodu g > 1 vSechna symplekticka
spinorova pole v jadru symplektického Diracova operatoru jsou
nulové. (metoda: Weitzenbdckovy formule)



Jadro Diracova operatoru

Charakterizace feseni symplektické Diracovy rovnice

Véta: Necht (M2", w) kompaktni symplekticka varieta s
Fedosovovou konexi V a necht D° : C>*(M,S) — C>®(M, S) je
symplekticky spinorovy operator D° = m1oV°. Pak Ker D° je
konecné generovany a projektivni jako modul nad K (L2(R")).

(Krysl [Geom.Phys2016].)



Jadro Diracova operatoru

Zobecnéni charaterizace na eliptické operatory

Necht M je kompaktni varieta, E, F jsou vektorové fibrace nad M,
jejichz vlakna jsou jak Hilbertovy prostory, tak kone¢né generované
a projektivni moduly nad algebrou kompaktnich operatorti K(H)
Hilbertova prostoru H. Necht D : C>°(M, E) — C>(M, F) je
K(H)-invariantni elipticky operator. Pak

1) C*°(M, E) = Im D* @ Ker D, specialné Im D* je uzavreny

2) Ker D je konecné generovany a projektivni nad K(H)

(Krysl [Geom.Phys2016])



Jadro Diracova operatoru

Priklad M. Erata

Pro obecné fibrace nekoneéného ranku C*°(M, E) = Im D* & Ker D
neplati

Priklad — M. Erat [Math.Nachr.03]: Fibrace E Hilbertovymi
prostory nad M = S? zadana explicitnimi prechodovymi funkcemi.
Im D5 neni uzavieny podprostor. (Kohomologie neni Hausdorffova.)
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