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Dirac, Atiyah a Singer

Paul Dirac (1902–1984), r. 1928
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ψ : R4 → C4; C4 - Diracovy spinory
ψ = (ψ0(t, x , y , z), . . . , ψ3(t, x , y , z))
γi ∈ M(4,C)

Operátor je hyperbolický

Michael Atiyah (1929), Isadore
Singer (1924)
Věta o indexu eliptických operátorů -
Fieldsova medaile pro M. Atiyaha 1966
Eukleidovský analog Diracova operátoru
Operátor je eliptický

P. Dirac

M. Atiyah I. Singer
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Klasické spinory

SO(p, q) speciální ortogonální grupa pro symetrickou bilineární
formu Q signatury (p, q)

Cliff(p, q) = T (Rp+q)/〈v ⊗ v − Q(v , v)1|v ∈ Rp+q〉
Cliffordova algebra, Spin(p, q) ⊆ Cliff(p, q)

λ : Spin(p, q)→ SO(p, q) zobrazení 2 : 1 pomocí antiinvoluce
γ (antiinvoluce na Cliff(p, q))
Spinorové prostory: reprezentace Cliff(p, q) na Cm =: S
Zúžení reprezentace na Spin(p, q) není reprezentací SO(p, q) -
neexistuje ρ′ : SO(p, q)→ Lin(S,S), aby ρ = ρ′λ.

Spin(p, q)
ρ //

λ

��

Lin(S,S)

SO(p, q)

@ρ′
88

,

p + q = 4 spinorový prostor izomorfní S ' C2 ⊕ C2 ' C4
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Diracův operátor pomocí projekcí

(Rp+q)∗ ⊗ S ' S⊕ T, kde T je reprezentace Spin(p, q)

ψ : Rp+q → S, ψ ∈ C∞(Rp+q,S)

Diracova rovnice ( /Dψ)(m) = π10(Dψ)(m), kde D je totální
diferenciál a π10 : (Rp+q)∗ ⊗ S→ S je projekce
π10 zobecňuje násobení maticemi γi , i = 0, . . . , 3

/D je invariantní vzhledem k spinorové reprezentaci
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Dvojité nakrytí symplektické grupy

ω : R2n × R2n → R nedegenerovaná antisymetrická bilineární
forma

A : R2n → R2n lineární a ω(Av ,Aw) = ω(v ,w) pro
∀v ,w ∈ R2n; tvoří symplektickou grupu - Sp(2n,R)

A ∈ Sp(2n,R) - kanonické transformace

Dvojité nakrytí λ : Mp(2n,R)→ Sp(2n,R) - metaplektická
grupa
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Historie symplektických spinorů

1) D. Shale, I. E. Segal (1962) [Trans.AMS62]

2) A. Weil (1964) [Acta.Math.64]

3) B. Kostant (1974) – symplektické spinory jako fíbry nad
symplektickými varietami [Kostant74]

4) K. Habermann (1995) – symplektické Diracovy operátory
[Ann.Glob.Anal.95]
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Symplektická spinorová reprezentace

σ : Mp(2n,R)→ U(L2(Rn))

U(L2(Rn)) unitární operátory na Hilbertově prostoru L2(Rn)

σ(g) : L2(Rn)→ L2(Rn), g ∈ Mp(2n,R)

Definována pomocí Schrödingerovy reprezentace
Heisenbergovy grupy

L2(Rn) = L2(Rn)+ ⊕ L2(Rn)−

Symplektický spinorový prostor: S = S+ ⊕ S−

Další názvy: Shalova–Weilova, Segalova–Shalova–Weilova,
oscilátorová, metaplektická
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Symplektický Diracův operátor

Symplektická spinorová pole: zobrazení R2n do symplektických
spinorů ψ : R2n → L2(Rn); ψ ∈ C∞(R2n,S)

Totální diferenciál: (Dψ)(m) =
∑2n

i=1 dx
i ⊗ ∂ψ

∂x i
(m) ∈ (R2n)∗ ⊗ S

Věta (Krýsl [J.LieThy2012]): (R2n)∗⊗ S ' E 10⊕ E 11, kde E ij jsou
neekvivalentní reprezentace Mp(2n,R) a E 10 ' S .

Definice symplektického Diracova operátoru:

DS : C∞(R2n,S)→ C∞(R2n, S)
(DSψ)(m) = π10 ((Dψ)(m)) , kde
π10 : (R2n)∗ ⊗ S ' E 10 ⊕ E 11 → E 10 projekce a m ∈ R2n.

Možné definovat: Analogie twistorového operátoru
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Symplektický Diracův operátor v souřadnicích

ψ : R2n → L2(Rn) =⇒ φ : R3n → C
(x1, . . . , x2n) ∈ R2n, (q1, . . . , qn) ∈ Rn

φ(x1, . . . , x2n, q1, . . . , qn) := ψ(x1, . . . , x2n)(q1, . . . , qn)

Pro symplektické spinorové pole ψ : R2n → L2(Rn) ∩ C∞(Rn)

DSφ =
1
2

n∑
i=1

(
iqi

∂φ

∂xn+i
− ∂

∂qi

(
∂φ

∂x i

))
Ekvivalence definicí: teorie reprezentací
Pro n = 1 je ψ(x1, x2) ∈ L2(R) = (a0(x1, x2), a1(x1, x2), . . .) =∑∞

i=0 ai (x
1, x2)hi , kde (hi )

∞
i=1 je úplný ortonormální systém L2(R),

např. (normalizované) Hermitovy funkce, a
∑∞

i=1 |ai (x1, x2)|2 <∞
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Symplektické variety

Definice:
Symplektická varieta je každá dvojice (M, ω), kde M je varieta a ω
je uzavřená nedegenerovaná antisymetrická diferenciální 2-forma.

Příklady:
1) M = R2n[q1, . . . , qn, p1, . . . , pn], ω =

∑n
i=1 dpi ∧ dqi (fázový

prostor)
2) N varieta; M = T ∗N, ω = dϑ, kde ϑ je tzv. Liouvilleova forma
3) M = S2, ω = sin(θ)dφ ∧ dθ (forma objemu pro ”kulatou

metriku”), Riemannovy plochy
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Fedosovovy konexe

Vektorová pole na M značme Γ(TM)

Definice:
Konexi ∇ : Γ(TM)× Γ(TM) 3 (X ,Y ) 7→ ∇XY ∈ Γ(TM) na
symplektické varietě (M, ω) nazveme Fedosovovou konexí, pokud
∇̃ω = 0 a ∇XY −∇YX = [X ,Y ], ∀X ,Y ∈ Γ(TM), ∇̃ je rozšíření
∇ na tenzorová pole.

Tenzor křivosti R∇(X ,Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X ,Y ]Z

I. Vaisman: R∇ = Ric∇ + W∇ rozklad na symplektickou Ricciovu a
Weylovu část
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Symplektický Diracův operátor na varietách

B. Kostant: Každá symplektická varieta připouští fíbrace
symplektickými spinory nebo jejich komplexifikacemi (tzv.
symplektické spinorové fíbrace S).

Fíbrace = bandly s vektorovými prostory L2(Rn)

∇ Fedosovova konexe ⇒ ∇S kovariantní derivace na
symplektických spinorových fíbracích (invariantní derivování na
symplektických spinorových polích)

Symplektický Diracův operátor na varietě: DSψ = π10∇Sψ,
ψ : M → S
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Výsledky K. Habermannové

K. Habermann [HaberManuscr.]

Pro sféru S2 se symplektickou formou ω = sin(θ)dφ ∧ d θ je
prostor řešení symplektického Diracova operátoru izomorfní
prostoru S ' L2(R).

Torus

- Pro triviální spinorovou fíbrace je prostor KerDS izomorfní S .
- Pro ostatní spinorové fíbrace je nulový.

Pro Riemannovy plochy rodu g > 1 všechna symplektická
spinorová pole v jádru symplektického Diracova operátoru jsou
nulové. (metoda: Weitzenböckovy formule)
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Charakterizace řešení symplektické Diracovy rovnice

Věta: Nechť (M2n, ω) kompaktní symplektická varieta s
Fedosovovou konexí ∇ a nechť DS : C∞(M,S)→ C∞(M,S) je
symplektický spinorový operátor DS = π10∇S . Pak KerDS je
konečně generovaný a projektivní jako modul nad K (L2(Rn)).

(Krýsl [Geom.Phys2016].)
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Zobecnění charaterizace na eliptické operátory

Věta:
Nechť M je kompaktní varieta, E ,F jsou vektorové fíbrace nad M,
jejichž vlákna jsou jak Hilbertovy prostory, tak konečně generované
a projektivní moduly nad algebrou kompaktních operátorů K (H)
Hilbertova prostoru H. Nechť D : C∞(M,E )→ C∞(M,F ) je
K (H)-invariantní eliptický operátor. Pak
1) C∞(M,E ) = ImD∗ ⊕ KerD, speciálně ImD∗ je uzavřený
2) KerD je konečně generovaný a projektivní nad K (H)

(Krýsl [Geom.Phys2016])
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Příklad M. Erata

Pro obecné fíbrace nekonečného ranku C∞(M,E ) = ImD∗ ⊕ KerD
neplatí

Příklad – M. Erat [Math.Nachr.03]: Fíbrace E Hilbertovými
prostory nad M = S2 zadaná explicitními přechodovými funkcemi.
ImD1 není uzavřený podprostor. (Kohomologie není Hausdorffova.)
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