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Uvod a motivace

Variacni pocet je metoda, pomoci niz Ize hledat extrémy funkcionald, tedy zobecnénych funkci. Jedna se o snahu najit
takovou funkci nebo takové funkce, které lokalné optimalizuji urcitou velic¢inu. Pokud funckional zavisi pouze na volné
proménné, funkci a jeji derivaci, pak nutnou podminkou pro extrém je Euler-Lagrangeova rovnice. Soucasti prace je
pouZziti metody diskretizace, kterd umozni spojit dvé na prvni pohled nesouvisejici koncepty, a sice Euler-Lagrangeovu
rovnici a Lagrangeovy multiplikdtory. V préci se zabyvame predevsim fesenim rGznych problém variaéniho poctu
vedouci na feSeni zminéné rovnice. Z tématického hlediska Ize ulohy rozdélit na 5 hlavnich kategorii:

1. Fermatav princip Sifeni svétla, jeho odvozeni z Maxwellovy teorie a jeho filosoficka interpretace
Aplikace: odvozeni zakonu odrazu a lomu, konstrukce zrcadel a ¢ocek, ohyb svétla.
2. HamiltonQv princip nejmensi akce, jeho aplikace a vyvozeni z klasické mechaniky
Aplikace: pocitani trajektorii volného padu, lin. harm. oscildtoru, kyvadla a hm. bodu na rotujici kruhové
obrudi
3. Isoperimetrické Ulohy — odvozeni na zakladné zobecnéni metody Lagrangeovych multiplikator(
Aplikace: uloha kralovny Dido, problém fetézovky
4. Geodetiky — odvozeni obecného postupu vedouciho k nalezeni geodetik na kfivych plochach
Aplikace: hledani geodetik na roviné, valci, kuzelu a sfére
5. Ostatni - Uloha o brachystochroné (problém nalezeni kfivky nejrychlejsiho spadu) a hledani tvaru mydlové bubliny.

Tuto bakalarskou praci jsem se rozhodl psat, protoZze jsem Clovék se zajmem o fyziku a geometrii. Tyto dvé discpipliny
spolu velmi Uzce souvisi a hranice mezi nimi je ¢asto tenka. Samoziejmé: Cisty matematik by nejspis rekl, ze v
Platonové svété ideji existuji primky, kruznice, kuzelosecky i cykloidy nezavisle na jakémkoliv vnéjsim fyzickém svété.
Ano, kdybychom méli do tohoto svéta ideji pfistup, nemuseli bychom pti poznavani pravdy spoléhat na své omylné
smysly. My jsme vsak pfipoutani do svéta hmoty a nelze tedy disledné odlisit hmotu a duchovno. Kdyz malému ditéti
chceme vysvétlit, co je to pfimka, nakreslime ji na papir. Pfitom se snazime, aby vypadala "rovné". Ale v jinych,
neeuklidovskych geometriich vypadaji pfimky zcela jinak, nez jak jsme zvykli (tfeba na sfére jsou pfimkami hlavni
kruznice). Kdyz tedy malému ditéti ukazujeme primku, nevysvétlujeme mu vlastné pfimku jakozto primku z Platénova
svéta ideji, ale pfimku na papire, na néjz jsme ji nakreslili. A pouze diky smyslovému vjemu si tedy pojem euklidovské
primky dokaZe dité predstavit. Poznavani geometrickych pojm je proto do jisté miry zavislé na nasem vizualnim vjemu
(potazmo sluchovém a hmatovém).

To, Ze se o geometrickych pojmech doviddme zprostfedkované skze nase smysly, vSak nemusi byt vZdy jen na skodu.
Zkoumani pfirody a jevl v ni probihajicich nas velkym zpUsobem inspiruje pfi poznavani novych zakouti geometrie. A
naopak nové objevy v geometrii prohlubuji nase porozuméni fyzice. Ze se planety pohybuiji po elipsach neni ndhoda, je
to zakonitost! To, Ze pfiroda vybira tak jednoduchou a elegantni kfivku, je néco, co by ¢lovéka asi mélo fascinovat. To,
Ze krivka nejrychlejsiho spadu (brachystochrona) je stejna krivka jako ta, kterou opisuje bod na valicim se kole
(cykloida), nds téz napliiuje GZzasem. A Ze mydlova bublina zaujima takovy tvar, aby méla minimalni plochu, vyzniva
trochu jako magie - "jak si to ta bublina dokaze spocitat?", napadne mozna nékoho. Nemluveé o to, Ze se svételné
paprsky Sifi tak, aby drahu vzdy urazily co nejdfiv.

Tak ¢i tak, vSechny tyto problémy jsou ryze fyzikalni a pfitom v sobé zahrnuji jakousi matematickou "krasu", ukazuji
nam, Ze pfiroda se Casto chova tak, jako by chtéla, aby se nam to libilo. A kdyZ uZ se pfiroda tak snaZila, aby pfipravila
pro ty zvidavé z nas tuto estetickou podivanou, tak jsem se rozhod| vénovat svou praci tomu, Ze se pokusim v ni tuto
aspon stripek této krasy odhalit. A pravé variacni pocet je mistem, kde (dle mého minéni) se krasa a véda spolu snoubi
tak jako malokde jinde.

Upozoriuji vsak, Ze ne vidy je cesta k témto vysledklim snadnd a mnohdy bude potfeba prokousat se pfes spoustu
zdlouhavych vypoctu. Snazil jsem se praci psat tak, aby se Cetla dobfe mné samotnému v dobé, kdy jsem variacni pocet
jesté neznal. Snad proto je velka ¢ast mé prace vénovana tomu, aby uvedla do povédomi matematické metody, které
zde pouzivam. Snazil jsem se napsat nezbytné minimum nutné k pochopeni problematiky, ale nezachazet do
zbytecnych detail(, aby neutekla podstata véci.

Umluva: Citace na odbornou literatutu nejsou v kapitolach explicitné uvedeny, ale na konci préce se Ize doéist, kde byla
ktera kniha pouzita






1 Problém kralovny Dido a prvni historicky znamy
isoperimetricky problém

Roku 814 pred nasim letopoc¢tem utika fénicka krdlovna Dido ze svého rodného
meésta Tyru. Byla svrzena svym mocichtivym bratrem Pygmalionem. Na
pobiezi severni Afriky, v dneSnim Tunisu, chce Dido zac¢it novy zivot a zalozit
zde nové mésto - Kartdgo. Numidsky kral vSak zjevné z jejiho timyslu nebyl
prilis nadSeny. Dal ji tuto nabidku: Uzivej pozemek tak velky, jaky dokazes
ohrani¢it volskou kuzi [Vergilius].

Bylo jasné, ze ”velkorysa” nabidka byl pouhy vysméch do o¢i. Avsak fénicka
kralovna oplyvala duvtipem a zkusila z kralovského slibu vytézit maximum.
Vzala tedy kuzi vola a roziezala ji na co nejtenc¢i prouzky, na jaké byla schopna.
Tyto prouzky mély celkovou délku L. Dale chtéla vyuzit pobfezi moie jako
piirozenou hranici. Reknéme pro jednoduchost, ze pobiezi je dokonale rovné
(tvoif pifmku). Jaky tvar by mélo mit mésto, pokud Dido chtéla, aby bylo
ohrani¢ené pouze moifem a volskou kuzi, a pfitom zaujimalo maximalni moznou
rozlohu?

Zkusme nejprve ulohu fesit analyticky. Polozme jako z-ovou osu pobiezi
mote. Kiivka, podél niz bude natazena volskd kuze, muze byt vniména jako
funkce y = y(x). Délka této kiivky muze byt vyjaddiena jako:

s=/ds

Pritom element délky ds podle Pythagorovy véty muzeme vyjadfit jako

ds = \/m:\/<1+ <§z>2>da:2: V1+ ()2 da

takze vysledna délka kiivky bude:

s= [VITWPds



Rozloha mésta je ddna standardné pomoci Riemannova integralu jako:

S = /y(x)dx

Tim tedy mame vsechny dulezité veliciny vyjadrené. Posledni véc, kterou
bychom si méli ujasnit, jsou mista, kde se hranice mésta bude napojovat na
mote. Vlastné se jedna o dvé mista na z-ové ose. Ozna¢me si soutfadnice téchto
mist jako z4,zp. Na zacdtku idlohy nejsou tato ¢isla zadand, jejich nalezeni
je tedy nedilnou soucdsti feseni. Konecné tedy muzeme tlohu napsat pomoci
matematického formalismu:

Hleddme tedy dvé redlna ¢isla x4, xp a funkci y = y(x) takovou, ze:
T

1)s= [ 1+ (y)?de=L
TA

B

2) S = f y('%)d'73 = Shaz

TA

Hledame kiivku, kterd pii zadané hodnoté jeji délky maximalizuje plochu
mezi ni a osou z. Jednd se o piiklad tzv. isoperimetrické dlohy. Jak se s
problémem kralovny Dido vypotadat? Krivek o délce L existuje nekonecné
mnoho (na obrdzku vidime dvé ndhodné moznosti y1, y2). Jak vybrat tu spravnou,
pro kterou je obsah maximé&lni?

y1=yi(x)
sous

!

y

Tento kol se muze jevit velmi tézky, témér nemozny. Jednim z naSich
cilu bude postupné ziskat ”zbrané”, pomoci nichz se lze s podobnymi problémy
vypotradat. Odpovéd na tuto otazku totiz dava praveé variaéni pocet.




Ale prece jen, aby mé prace nezacinala jen sliby, zkusim ¢tendii ukazat, ze
tuto jednu konkrétni tlohu lze vyftesit i jinak - bez metod varia¢niho poctu.
Nase feSeni bude ponékud trikové a nelze v ném hledat néjaky obecné platny
postup, aplikovatelny na 8irsi tfidu tloh. Nicméné je to velmi elegantni cesta,
jak se dobrat k vysledku. Pochézi od Svycarského geometra Jakoba Steinera.
Tuto tivahu bych zde rad ukazal, snad pro ten esteticky pozitek.

Nejprve si uvédomme, ze oblouk tvorici natazenou kuzi musi byt konvexni.
Jak to vime? Inu, zkusme na chvili predpokldadat, Ze by oblouk mohl byt nekon-
vexni, a presto mél pii dané délce uzaviral maximélni moznou plochu. Pokud je
nekonvexni, pak na ném musi existovat dva body A, B, jejichZ spojnice — tisecka
AB — nebude lezet uvnitt dtvaru.

v

y
Oznacme ¢dst kiivky lezici mezi body A, B jako m. Uvazme kiivku m/, kterd
vznikne preklopenim kiivky m v osové soumérnosti podle piimky AB. Nové
vznikly dtvar mé zjevneé stejnou délku (osova soumeérnost zachovavé délku), ale
vétsi obsah. Proto puvodni nekonvexni itvar nemohl mit maximalni obsah. To
je ale spor s predpokladem.




Dalsi ¢ast dukazu je zalozend na nasledujici ivaze: Pojmenujme cely tutvar
jako U a oblouk jako 0. Oznac¢me koncové body oblouku jako A, B. Uvazme,
ze nas oblouk rozdélime libovolnym bodem C' na dva mensi oblouky AC,CB,
které si ozna¢me m,n. Protoze vime, ze utvar je konvexni, urc¢ité trojihelnik
ABC lezi uvniti zkoumaného dtvaru U. Zbylé ¢dsti itvaru si pojmenujme jako
M, N (formélné definovdno: M je utvar ohraniceny kfivkou m a tseckou AC
N je utvar ohraniceny kiivkou n a tseckou BC).

A B

Nyni uvazme, ze zkonstruujeme jiny utvar: nejprve vytvoirime pravouhly
trojuhelnik Ay ByCy s pravym tihlem pii vrcholu Cs, ktery se bude shodovat
ve strandch AsCy = AC, BoCy = BC. Pritom body As, Bs stéle lezi na ose x.
Poté ”nalepime” (z vnéjsi strany trojihelniku) k dsecce AsCy tdtvar M’ = M.
Obdobné ”"nalepime” k tsecce BoCy titvar N/ = N. Oznacme jesté kiivocarou
¢dst hranice dtvaru M’ jako m’. Obdobné n'. Konecné: sjednocenim oblouku
m/,n’ ziskdme novy oblouk o’. Oblouk o' spoleéné s osou x ohranicuje novy
utvar, oznacme jej U’.

o B.

-
s

Nejprve si vSimnéme, Ze kiivka o’ je stejné dlouhd, jako kfivka o. Proc?
Oblouky m,m’ jsou zjevné shodné (tvoii hranici shodnych dtvaru M, M’). Ob-
dobné i oblouky n,n’ jsou shodné. Krivka o je sjednocenim kfivek m, n; kiivka
o' je sjednocenim kiivek m’,n’. Proto jsou kiivky o, o’ stejné dlouhé.



Vime tedy, Ze sestrojeni nové kiivky o' neméni jeji délku. Logicky bychom
se nyni méli zeptat, co se bude dit s plochou utvaru U’. Ukdzeme, Ze nové
vytvoreny ttvar U’ mé obsah vétsi nebo roven obsahu puvodniho ttvar U. Z
obrazku vidime, ze:

1) dtvar U je tvoren trojihenikem ABC, plochami M a N.

2) tdtvar U’ je tvofen trojihelnikem ApBoCy, plochami M’ a N'.

Protoze M = M’',N = N’, sta¢i dokdzat, Ze trojihelnik Ay BoCy mé veétsi
obsah, nez trojihelnik ABC. Ozna¢me strany trojuhelniku BC, AC' jako a,b.
Déle ozna¢me thel ACB jako «y. Diky tomu, jak jsme definovali trojuhelnik
Ay By, tak strany BoCo a AoCo maji také délku a, b. Obsah trojihelniku ABC
lze urcit jako S = %absin'y , obsah trojihelniku AsB2Cy je zjevné S’ = %ab.
(thel AsC5Bs je pravy). Protoze siny < 1 pro libovolny thel v, je zjevné, ze
S < 8’. Rovnost nastane pouze pokud v = 90°.

Vidime tedy, ze obsah itvaru U ur¢ité neni maximalni, pokud thel AC B neni
pravy. Pokud tedy vibec néjaky utvar s maximélnim obsahem existuje, usecka
AB by teda méla jit vidét z dtvaru pod pravym thlem. Bod C byl zvolen zcela
libovolné na kiivce o. Takze zkoumana kiivka o by méla byt tvofena pouze z
takovych bodu, z nichz jde vidét tsecka AB pod pravym thlem. My vSak vime,
jak takovda kiivka vypadd! Je to Thaletova pulkruznice. Pokud tedy feseni
vibec existuje, musi to byt pulkruznice.

Bylo by vsak chybné spontanné prohlasit, ze odtud plyne, Ze feSenim je
pulkruznice. Pouze jsme dokazali, ze pokud feSeni existuje, pak je to nutné
pukruznice. Nemame v8ak nijak zaru¢enou existenci feeni. Moznd se to zd4a
jako malickost, ale z hlediska metody dukazu to malickost neni. Zkusim to
objasnit na ptikladu:

Predpokladejme, ze existuje nejvétsi prirozené ¢islo, oznacme jej n. Zjevné
n? je taky piirozené éislo. Pokud je n nejvétsi prirozené éislo, mélo by platit,
7e n > n?, nebo-li 0 > n? — n, nebo-li 0 > n(n — 1). Cislo n je vidycky kladné,
takze pokud mé nerovnost platit, musi byt druha zavorka nekladna. To ovSsem
splituje jediné pfirozené ¢islo: n = 1. Pokud tedy existuje nejvétsi pfirozené
¢islo, musi to byt ¢islo 1. Na zédkladé této argumentrace by se skoro zdalo,
7e 1 je nejvetsi prirozené ¢islo. Zdravy rozum ale ted kiici ”staj!” Jenze kde
je v dukazu chyba? Hned na zac¢atku: ”Ptredpoklddejme, Ze existuje nejvétsi
prirozené ¢islo, oznacme jej n“. Tento predpoklad muze, ale taky nemusi byt
oprévnény!

A stejné tak v loze kralovny Dido: predpoklddali jsme, Ze kiivka uzavirajici
pii dané délce maximalni obsah existuje. To je ovSem netrivialni pfedpoklad.
Co kdyz pomoci kiivky o délce L lze ohranicit plochu libovolné velkého obsahu?
Intuice nam fik4, ze to asi nepujde, ale jasny dukaz pro to nemame. Nastésti v
tomto konkrétnim piipadé se nase intuice nemyli. Resenim je skuteéné
pulkruznice.



2 Problém brachystochrony jako motivace pro
zavedeni pojmu funkcional

Uvazme, Ze méme v roviné zy dva body A[za,ya.), Blzs,ys]. Reknéme, ze z
bodu A pustime kulicku. Pustime ji po néjaké konkrétni draze y; = y1(z) a
budeme zkoumat, za jak dlouho se dostane do bodu B. Kulicka je urychlovana
pouze homogennim tithovym polem, navic neuvazujeme, ze by se energie ukladala
do rotacniho pohybu kulicky, ale pouze do translacni slozky pohybu. Oznacme
celkovy cas, ktery nas zajima jako t.

t:/dt:/vc(l::)

Element drahy ds lze vyjadrit z Pythagorovy véty snadno jako:

Zjevné plati

dy\ 2 dy\ 2
ds = \/dx? + dy? = \/dx2(1+ (%) ) = \/1 + (%) dx = /14 (y')%dx
coz muzeme dosadit do pfedchoziho vztahu:
/1 7\2
t:/dt:/“y)dx (1)
v(x)
Pokud na zacatku byla kulicka vklidu, jeji kinetickd energie byla nulova:
T(xa) = 0. Potencidlni energie kulicky je zjevné V(z4) = mgya.

Poté se kulicka na své dréze nachédzela ve mnoho ruznych bodech [z,y] s
kinetickou energif T'(x) = mv? a potencidlni energif V(z) = mgy.

At uz je kuli¢ka na své cesté z bodu A do bodu B kdekoliv, stéle musi platit
zakon zachovani mechanické energie:
T(x)+V(z)=T(xa)+V(za)
neboli

1
§mv2 +mgy = mgya

odkud muzeme vyjadrit rychlost kulicky v v dané vysce y jako

v=129(ya —y)
a toto vyjadreni dosadit do vztahu (1):

xT

F V1T )
= [ X2 gy
' OZ 29(ya —v) @



Zde si musime uvédomit, ze hodnota jmenovatele pro kazdy konkrétni bod
x je zcela jisté zdvisld na volbé drdhy y = y(z). Kdybychom si vybrali jinou
drdhu, feknéme yo = yo(x) a opét zkoumdme-li ¢as, jak dlouho potrva kulicce,
nez se dostane z bodu A do bodu B, dosli bychom pravdépodobné k numericky
tplné jinému vysledku.

}'A

y1=y1(x)

i i
Xa ¥g X

Nabizi se tedy zajimavé otazka, kterou se zabyva pravé variaéni pocet: pro
jakou drdahu bude doba potiebna k ptresunuti kulicky nejmensi? A existuje
vubec takova dréha? Je zjevné, Ze tato otdzka neni nijak jednoduchd na zod-
povézeni - kiivek spojujicich body A, B existuje nekonetné mnoho. Jak vybrat
tu spravnou?

Nyni tedy mame predstavu o tom, jakému problému celime. Nemame vSak
zadné ponéti, jak takovy problém analyticky fesit. Abychom se posunuli trochu
vpred, provedeme ukrok stranou a zamyslime se nad tim, o jaky typ ulohy se
jedna.

Jde o to, za urc¢itych podminek extremalizovat jistou veli¢inu, kterd zavisi na
volbé ktivky. V tomto piipadé se jedna o extremalizaci ¢asu pfi presunu kulicky
v homogennim tthovém poli - to uz je ale jistd konkretizace tulohy. Obecné
vzato vSak feSime toto: mam skiinku, do které vlozim funkci a vypadne z ni
¢islo. Jakou funkci musim vlozit, aby vypadlo co nejmensi ¢islo?

Skiinka m& v sobé urcity mechanismus, pomoci kterého kazdou dostatecéné
rozumnou kfivku zpracovat. Zde bychom mohli fict, ze vnitini mechanismus
skifiiky zndme: jednd se o piedpis (2).

A nyni provedeme naprosto genialni trik: na chvili pfedstirejme, Ze konkrétn{
mechanismus skifiiky nezndme - tj. odted to pro nés bude ¢ernd skifiika. A
chceme i pfesto najit urcity recept, jak najit kiivku, kterou kdyz do nasi ¢erné
skiinky vlozime, vypadne co nejmensi ¢islo.



Pohlizejme tedy na vztah (2), jako bychom jeho podobu neznali. Ve vztahu
(2) je dulezité to, ze zde mdme zdvislost na veli¢indch z,y,y’. Obecné feceno
tedy extremalizujeme néjakou velic¢inu I tvaru:

2

I= /F(x,y,y’)dm (3)

1

Posledni véc, kterou si musime uvédomit, Ze veli¢iny z,y,y’ jsou ve vztahu
(2) v jistém smyslu na sobé nezévislé. To zni trochu podivné: zivislost y =
y(x) prece svazuje veli¢iny x a y. Jenze my zde nezkoumdme, co ze skiiiky
vypadne, ale pouze samotnou tu skiinku. Informace o kfivce je néco, co jsme
zatim nepouzili (a ani nechceme pouzit, neb kiivku teprve hleddme). Stejné tak
nezavislost veli¢in y a y - je sice pravda, Ze druhé je derivaci prvniho, oviem to
ta skifnka "nevi”. Pro tu skiinku to jsou pii integraci nezavislé idaje.

N4&s pojem Cerné skifnky je vlastné vagni definice obecného pojmu ” funkcional”,
nase konkrétni skifiika s mechanismem popsanym vztahem (2) je ptiklad konkrétniho
funkcionélu.

Problém tedy po zobecnéni muzeme reformulovat: chceme najit nutnou
podminku pro extremalizaci funkcionalu.



3 Odvozeni Euler-Lagrangeovy rovnice: diskrétni
pristup

Tradiéné se ve vétsiné uc¢ebnic variaéniho poctu obvykle zaéina zavedenim pojmu,
jako jsou variace, aby bylo mozné fict, co to znamend extremalizovat funkci.
Kdyz fikdm funkci, myslim spojitou funkci (napf. v problému brachystochrony
draha musi byt zjevné spojitd).

Co kdybychom k problému pro zacatek pfistoupili trochu jednoduseji a
funkei diskretizovali (tj. definovali ji pouze v konkrétnich bodech)? Pak by
se ze spojité funkce stala posloupnost. Posloupnost je vSak mnohem jednodussi
objekt, da se s nim lépe pracovat, jak si vzapéti uvédomime.

Uvazme tedy posloupnost definovanou v ekvidistantnich bodech 1, xs, ...,
od sebe vzdalenych Az a s prislusnymi hodnotami y1,ys, ..., Yn, Viz obrazek:

y

V1
X
¥z ¥n
b 4 b 4
x x
X x o
[ ] [ ] [ | [ | [ ] [ ] [ | ']
| | ] | | | | | | | | | | | |
AR ¥ X

V predchozi kapitole jsme dospéli k zavéru, ze cilem varia¢niho pocétu je
nalézt metody, jak extremalizovat funkciondl tvaru (3). Ve funkciondlu se vysky-
tuje integrdl. Po diskretizaci ale neni co integrovat! Integrovat lze pouze funkce
realné proménné. Od integralu tedy musime udélat ”krok zpét” - vzpomenout si,
jaky ma vlastné integral vyznam. Jednd se objekt slouzici k sec¢teni nekonecéné
mnoha nekone¢né malych ¢lentu. V pifpadé (koneéné) posloupnosti ale mame
konecné mnoho ¢lent, které uz nemusi byt malé. Od integrilu tedy musime
prejit k sumé:

n
I=>" F(ak,yr yi) Az (4)
k=1
Dalsim problém, ktery zde vidime, je zde vyskytujici se derivace y},. Derivace
je opét definovana jen pro spojité funkce, nikoliv pro posloupnosti. I zde
udélame jakysi "krok zpét” a vzpomeneme si, jaky vyznam maji derivace -
jedna se o sklon kfivky:
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Yy = dy _ lim Ay
dr Az—0 Ax
Kdyz se oprostime od pozadavku limity, muzeme celkem rozumné definovat
analogicky derivaci jako sklon mezi dvéma sousednimi body posloupnosti:

yh = % _ Yrt1 — Yk (5)
T Az Ax
Nyni méme v8e pfipraveno a muzeme se pustit do feSeni problému. Mame
tedy funkcional, kterému déme na vstup kone¢nou posloupnost bodu a na
vystupu obdrzime ¢islo. A zajima nds, jakou posloupnost mame funkciondlu
predhodit, aby ziskané ¢islo bylo co nejmensi.

Body jsou ve vertikdlnim sméru zafixovany, nelze s nimi hybat vlevo nebo
vpravo, x-ové souradnice bodu x1, s, ..., T, jsou pevné. Co vsak muzeme, je
hybat s body nahoru a dolua, tj. ménit y-ové soufadnice. To muzeme skoro se
vSemi body, s vyjimkou okrajovych bodu y1, y,,. Déle pfedpoklédejrne, ze funkce
F(z,y,y’) je spojitd a diferencovatelnd ve vsech proménnych z,y,y’. Pokud m4a
funkcional nabyvat extrému, musf zfejmé platit, ze .- = 0 proi = 2,3,...,n—1.

Dosadme z piedpisu (4):

8 n
m <Z F(xk, Y, yL)Ax> =0

k=1

Ax je zde jenom multiplikativni konstanta, takze ji muzeme vytknout ze
sumy i z derivace a nésledné ji cely vztah podélit:

0 - Y
83}1’ <;F(xkayk7yk)> =0

Déle si uvédomme, Ze indexy v sumé nijak nezavisi na i, proto muzeme
zameénit derivaci a sumu:

z": OF( xk7yk,yk) _0
k=1 Yi

Zde pouzijeme tetizkové pravidlo pro derivaci funkei vice proménnych:

— Jxy, 0y; " oy oy dy;, yi =0

Z OF Oz, ~ OF Oy, = OF 0Oy,
k=1

" OF Oxy OF Dy, OF dy,
= 6
kzz:l Ozy Oy; Z * Oyr Oy Z < dy;, Oy (6)

d . [ , .
Zaméime se nyni na derivace %;’“ , gZ’“ , BZ’” , které se nam ve vyrazu vyskytuji.

Co o nich muzeme Fict?

11



9z - - - .. e . , . . .
° Tyk je zjevné vzdy 0, protoze jak jiz bylo feceno, x-ové a y-ové souradnice

bodu na sobé vibec nezdvisi. Prvnif suma ve vztahu (6) tedy zcela vy-
padne.

o Taktéz giy’: je nulové, az na jednu vyjimku: pokud ¢ = k, pak je derivace
rovna 1. Druhd suma ve vyrazu (6) se tedy redukuje na ¢len g—i.

e U posledniho vyrazu, % je potieba byt opatrny a vratit se ke vztahu
(5). Z n¢j vidime, ze na hodnoteé y; jsou zavislé jednak y;, jednak y;, ;. Z

, . Byl - . Oy
tohoto vztahu odvodime, ze 2% = —-L | podobné odvodime “2i=t = L.
’ Oy; Azx? dy; Ax

Pro jiné indexy, nez i, + 1 se opét derivace rovna 0. Ttet{ suma ve vyrazu

. o 1 9F , 1 OF
(6) se tedy zjednodusi na — 1~ oy T rz oy

Vztah (6) tedy prejde do znaéné jednodussi podoby:

OF 1 OF n 1 oF
dyi Az dy,  Axdy._,

OF 1 [OF oF
(% - ) =0 ™)
dy; Az \0y, 0Oy._,
Vztah (7) predstavuje n—2 podminek nutnych pro extremalizaci funkciondlu
I. Podminky se vztahuji k indextim 2, 3, ..., n — 1. Tim je tdloha zcela vyfesena

pro diskrétni pripad. Nyni uz staci pouze provést jednoduchou tvahu, abychom
dosli k piipadu spojitych funkci. Za¢neme tim, ze si minuly vztah prepiseme do
tohoto tvaru:
OF oF
oF oy - oyl _,
y; Az

Druhy zlomek lze vnimat i jinak:

=0

oF
oFr _ A@y/LI -0

Pro n — oo prejde diskrétni proménna z; na spojitou proménnou x a z
posloupnosti y; se stane funkce, o niz budeme ptredpokladat, ze je spojita a
diferencovatelna. Pak druhy zlomek muzeme interpretovat jako derivaci podle

x. Celkové tedy mame:
oF d (OF
% i (ay) = ®

Posledni rovnici nazyvame Euler-Lagrangeova rovnice. Jedna se o nutnou

x2
(nikoliv vSak postacujic) podminku pro extremalizaci funkciondlu [ F(z,y,y')dz.
x1
Mame vSak na mysli lokalni extrém. Co presné se tim mysli, se dozvime vice v
pristi kapitole.

12



4 Definice lokalniho extrému funkcionalu

Vztah (8) bychom rédi odvodili i spojitym pristupem, kdy se ptiblizujeme ne s
posloupnostmi, ale s funkcemi. Abychom to mohli udélat, musime si nejdiive
néco tict o tom, co minime pojmem ”lokdlni extrém”. Predpoklidejme, ze
zndme funkci y = y(z), kterd lokdlné minimalizuje zkoumany funkciondl tvaru
x2
(3), tj. funkciondl I(y) = [ F(z,y,y')dz.
1
Co to znamend ”lokdlné minimalizuje”? Funkcional jsme definovali jako
skifiiku, do néjz vlozime funkci a vypadne ¢islo. Lokalni minimalizace tedy
znamend, vagneé feceno, ze pro funkce Y = Y (x) hodné blizké k funkei y = y(x)
vystup z funkciondlu bude vzdy mensi (nebo stejné) ¢islo, nez pro funkci Y =
Y(x), tedy I(y) < I(Y). Pro maximalizaci by definice byla obdobnd, akorat s
opac¢nym znaminkem v nerovnosti.

Definice uz je skoro korektni, ovsem stdle nevime, které funkce Y = Y (x)
lze povazovat za hodné blizké funkci y = y(x). Tuto otdzku na chvili nechme
stranou, budeme ji podrobnéji diskutovat v dalsi kapitole.

O funkei y = y(z) tedy predopokladdme, ze minimalizuje funkciondl I(y) =

To

J F(z,y,y")dz. Déle uvazme libovolnou spojitou hladkou funkei n = n(z), po
z1

niz budeme pozadovat, aby n(x1) = n(z2) = 0. Pomoci ni vytvoifme urcitou
tifdu funkel Y = Y (), kterd bude parametrizovéna ¢islem e:

Y(z) = y(z) + en(z) (9)
Napiiklad uvazme, ze y(z) = 2 — . Reknéme pro konkrétnost, ze okrajové
body funkciondlu budou x; = —1,z9 = 1. Nyni mizeme vybrat libovolnou

spojitou hladkou funkci n(x) takovou, ze n(—1) = n(1) = 0. Tomu vyhovuje
napiiklad n(x) = 1 —22. To nadm generuje tifdu funkei Y (2) = 2 —z +n(1 —2?).
Na obrizku jsou znézornéné nékteré funkce Y (z) z této tidy.

13
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Pokud se € neomezené priblizuje nule, funkce Y (z) se na intervalu (z1,z2)
neomezené piiblizuje funkci y(z), coz je vidét i z obrazku. Pro ruazny vybeér
funkei n(x) vytvorime ruzné tiidy funkeci. A u kazdé takové tiidy funkei plati,
ze pro € — 0 plati Y(z) — y(z). Pro ruzny vybér n vak kazdé pfiblizovani
vypadé obvykle plné jinak. To ndm umozni popsat véechnu tu splet funkei
blizkych k funkeci y(z).

Pozndmka: Jak se chovaji funkce Y (x) mimo interval (z1, 22) nés nezajim4,
to uz totiz pro vypocet hodnoty funkciondlu nemé zadny vliv.

Nez prejdeme v odvozovani dal, chtél bych jesté upozornit na jednu véc:
feknéme, Zze v piedchozim piikladé y(x) = 2 — x opravdu lokdlné minimalizuje
néjaky fukncional I(y), ale pro volbu ¢ = 1, tj. pro funkci Y (z) =3 — 2 — 22
nam vyjde vystup z funkcionalu mensi. Je néco takového mozné? Neodporuje
to definici? Neodporuje, protoze y(x) = 2 — x je pouze minimem lokdlnim,
nemusi byt globdlni. Jinymi slovy, funkce Y () nebyla dostatecné blizkd funkei
y(x), aby se nerovnost I(y) < I(Y) mohla projevit. Volba € = 1 je az prilis
velkorysa a nespliuje dostatecné dobie pozadavek ¢ — 0. Lokalni minimum
ndm pouze ikd to, ze pro kazdé dostatetné malé € bude nerovnost I(y) < I(Y)
platit. Pfesnéji feceno zarucuje existenci takového intervalu (0, €y ), ze pro kazdé
€ z tohoto intervalu uz nerovnost bude platit. Tento interval mtze byt libovolné
maly, ale vzdy musi existovat.
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5 Odvozeni Euler-Lagrangeovy rovnice: spojity
pristup

Z2
Uvazme funkciondl I = [ F(xz,y,y’)dz a néjakou funkci y = y(x), kterd tento
x1
funkcional lokalné minimalizuje. Co pro takovou funkci musi platit? Odvodime,

ze musi platit vztah (8), tj. Euler-Lagrangeova rovnice.

Uvazme tedy pro n(x), specifikovanou vztahem (9), t¥idu funkef Y (z) =
y(z) + en(x). Pro dostatecné malé e musi platit nerovnost I(y) < I(Y"). Funkce
Y (z) jsou tedy blizké k y(x) pro dostatecné malé e. Zkoumejme nyni, jaké
¢islo dostaneme na vystupu, kdyz vlozime do funcionélu I nékterou funkei Y ()
dostatecné blizkou k y(z).

I(Y(z)) = /F(x,Y, Y')da (10)

Funkce Y zédvisi podle vztahu (9) na e. Lokalni minimum funkciondlu nas-
tane zjevné pro € = 0, nebot tehdy splyne Y (z) s y(z). Musi tedy zjevné platit

oI
- -0
Oe|._g
To po dosazeni z rovnice (10) ddva:
z2
Q/F(x Y,Y)dz| =0
66 L] -
1 e=0

Protoze neintegrujeme podle ¢, ale podle x, lze integral prohodit s derivaci:

7 OF (2,Y,Y")

dr =0
Oe v

e=0

X1
Déle pouzijeme tetizkové pravidlo pro derivovani funkci vice proménnych:

T2

/ OF 0x OF0Y  OF oY’

dr =0 (11)
e=0

92 0c "oy o T oy oe

x1

Podle vztahu (9) odvodime, ze %—f = n(z). Pokud tohle zderivuju podle z,

’ . ~ ’ . s . ) ~
dostanu aa% = n'(z). A konecné, x zjevné nezavisi na e, tj. % = 0. VsSechny

tii tyto substituce dosadim do rovnice (11):

oF oF

[ @5y +r@ss|  de=o

e=0
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Protoze parcidlni derivace vyéislujeme v e = 0, je Y(z) = y(z), takze
muzeme vhodné nahradit y za Y:

x2

OF oF
015+ @) de =0
1
Tim jsme se zbavili jak uméle vytvofené funkce ¥ = Y (x), tak jejtho

parametru €. Nyni ndm tedy v integralu prebyva "navic” uz jen jakasi funkce
spojitd hladkd funkce n(x), kterd je vdzand podminkou, ze n(z1) = n(x2) = 0.
Té bychom se chtéli ngjak zbavit. Pokud se ndm to podaii, vyhréli jsme!

Integral mohu rozdélit na sou¢et dvou mensich integréli:

Fooer [, oF
x)—=—dx () =—dx =0
[ @)oo+ [i@gs
T 1
Hodilo by se ndm ngjak vytknout n(z) a pak jim podélit celou rovnici, coz
by zéavislost na této funkci zrusilo. V tom nam ale brani skute¢nost, ze se zde
vyskytuje nejen n(z), ale i n’(z). Proto zde provedeme trik a na druhy integral

pouzijeme integraci per partes:
F o oF or|”  F  _d[oF
/n(w) oy T n(x)ay, /n(w)dz <6y’) x

T T=T1 1

Prostiedni ¢len vypadne diky podmince, ze n(x1) = n(z2) = 0.

r oo [ d(oF
/n(m)aydx—/n(x)dx(ay/>dx—0

T ZT1

Integraly nyni opét slozim dohromady a vytknu funkei n(z):

7 OF d [OF
,/W’(ay ‘m(ay))d““

Tato rovnice by ale méla platit pro kazdou testovaci funkci n(x). Jedind
moznost, jak tohle splnit, je polozit

oF d (OF
— - —| =) =0 (12)
oy  dx \Jy

Tato rovnice se nazyvé Euler-Lagrangeova a je pfesné shodnd s rovnici (8),

kterou jsme dostali pii diskrétnim odvozeni. Jednd se o nutnou (nikoliv vsak
postacujici) podminku pro minimalizaci (nebo maximalizaci) funkciondlu (10).

Vsimnéme si, 7e protoze jsme pohlizeli na funkei F(x,y,y’) jako na ¢ernou
skifnku, jejiz tvar nezname, je Euler-Lagrangeova rovnice aplikovatelna na
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pomérneé §iroké spektrum tloh, nikoliv jenom na 1ilohu o brachystochroné. Jedna
se o diferencidlni rovnici pro nezndmou funkei y = y(z), kterou je potom
nasledné potieba fesit. To obvykle nenf snadné a pro ruzné konkrétni funkcionél
vypadaji diferencidlni rovnice zcela jinak a podle toho je potieba pouzit ruzné
metody k jejich feseni. Rovnice mé navic okrajové podminky y(z1) = y1, y(z2) =
Y2, které t¥idu moznych feseni znacné omezi.
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6 Elementarni priklad na extremalizaci funkcionala

Abychom si vytvorili predstavu, jak Euler-Lagrangeovu rovnici vyuzit v praxi,
uvazme velmi jednoduchou tdlohu: chceme najit nejkratsi spojnici mezi dvéma
body v roviné A[xa,ya], Blxp,yp]. Intuitivné tusime, ze se bude jednat o
usecku. Zkusme to dokdzat!

Uvazme tedy kiivku y = y(z) spojujici tyto dva body, definovanou na inter-
valu (z4,xp). Délku kiivky obdrzime jako

zB
s:/ds:/\/d;vQ—i—dyQ:/\/1—|—y’2dx
Ta

Funkce F v Euler-Lagrangeové rovnici ma tedy tvar F(z,y,v') = V1 +y'>.
Spocitame:
OF
Rl
dy
or y

87?/_ V1+y?

Oboji dosadme do Euler-Lagrangeovy rovnice (12):

(=) =0
dz 1+y2
Tuto rovnici je potfeba Fesit. Zde se nabizi rovnici vyintegrovat podle x:

/

in -C
V1+y
Odtud vyjadifme y'*:
2 C?
1-C7
Pro C € (—1,1) lze odmocnit:
;o C
Yoo
Vyraz napravo oznac¢me jako funkci C, tj. f(C). Tato funkce je zjevné

spojitd a plati

lim f(C) =+

z—=+1

Vyraz \/%W tedy muze nabyvat libovolné redlné hodnoty, a muzeme jej

bez 1jmy na obecnosti oznacit jako novou libovolnou konstantu D € R:
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Vyintegruji podle x:

y=Dx+E (13)

Tim jsme diferencialni rovnici vyresili. Je vSak jesté potieba splnit okrajové
podminky: aby funkce y = y(z) spojovala body A[za,yal, Blzp,ys], musime
pozadovat y(xa) = ya,y(xp) = yp. Po dosazeni do predpisu (13) dostdvdme
soustavu dvou podminek pro koeficienty D, F:

ya=Dxa+ F

yp=Dzp+ FE
7 nichz vyjadiime D, E jako:

D= YB — YA

B — XA

T -
E— BYA AYB

Ip —TA
Pokud tedy vubec néjaka nejkratsi kiivka spojujici body A, B existuje, musi
fhn (s d e - _ Ys—ya TBYA—TAYB

to byt dsecka dand predpisem: y(z) = o v TR prow € (xa,xB).
Ze se jednd o minimum, vnimame intuitivné, ale zatim nevime, jak formélné
oveérit, ze se skutetné jednd o minimum. Budeme tomu tedy zatim vérit a
pozdéji si ukazeme techniku, kterd nevéricim tomastum dokaze, ze skutecné jde
o nejkratsi spojnici.

Poznamenejme, ze se jednd o nejjednodussi piiklad ulohy, kde se na dané
plose snazime hledat nejkratsi kiivku, ktera by tyto dva body spojovala. V
tomto pripadé jsme Tesili nejjednodussi moznou plochu - rovinu. Pozdéji se
budeme vénovat hledani nejkratsich spojnic i na zakfivenych plochdach. Obecné
se tento problém nazyva hledani geodetiky.
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7 Funkcionaly explicitné nezavisejici na nezavislé
proménné a odvozeni Beltramiho identity

Vyzkouseli jsme si v praxi, jak lze pouzit Euler-Lagrangeova rovnice k feSeni
konkrétnich problémi. Casto vsak funkce F(z,7,y’) ve funkciondlu nezavisi
na proménné z. V takovém piipadé, kdy F' # F(z), lze dokdzat, ze plati tzv.
Beltramiho identita:

oF
F - y’a—y/ = konst. (14)

Zbytek této strucné kapitoly vénujeme dukazu. Vyjdéme z Euler-Lagrangeovy

rovnice:
OF d (oF\ _
Oy dx\oy )

Tuto rovnici piendsobme 7':

OF , d (OF\ ,
o~ (g )V = .

Provedeme substituci prvnitho ¢lenu, kterd je trochu komplikovanéjsi: ne-

jprve provedme pomocny vypocet a zderivujeme pomoci fetizkového pravidla
funkcional F:

dF _OFds OFdy  OF dy
de  Oxdr Oydr Oy dx

dF _9F 9F , OF ,

dr  Ox + 87yy oy’ 4

Zkoumany vyraz se nam vyskytuje napravo, vyjadieme ho tedy odsud:

oF , dF OF OF ,

Fyy dx Oz Oy 4

Jesté si uvédomme, ze F # F(x), tedy % = 0, coz nam vyjadreni jeste
zjednoduseni:

oF , dF 9F ,

aiyy dx Oy 4
Odtud dosadime do vztahu (15):

dF  OF , d(&F),:O 16)

de 0y 4 dx

ay

Nyni je jesté potieba se néjak zbavit clenu 25, y". Nabizi se trik, Ze tento

¢len nahlédneme jako fragment z derivace sou¢inu:
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d(OF N _OF , d(0F\,
dzx Oy’y N 8y’y dz \ 0y’ 4

oF , d (O0F , d (OF ,
Y =5 \37Y ) 505, ]Y
y dzx \ Oy dx \ Oy
Toto vyjadieni dosadme do vztahu (16):
dF d (0F , d (OF\ , d (O0F)\ ,
e\ ey |t 5 )Y 5 )y =0
dr dzr\ 0Oy dz \ Oy dz \ Oy
Posledni dva ¢leny se k nasemu velkému potéseni vyrusi a zbude:
dF d [(OF ,
— — =y ) =0
dr  dx \ 0y
Po integraci této rovnice podle proménné x ziskdame findlni vztah, ktery
nazyvame Beltramiho identita:

Po uprave:

oF
F —y'— = konst.

Tato rovnost je v piipadé, ze F' # F(x) mnohem lépe pouzitelnd, nez Euler-
Lagrangeova rovnice. Kdyz fesime Euler-Lagrangeovu rovnici, jedna se obvykle
o feSeni pomérné komplikované diferencidlni rovnice. Beltramiho identita ob-
vykle poskytuje diferencidlni rovnici ponékud jednodussi, snadnéji fesitelnou.
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8 Priklady na uziti Beltramiho identity

Piiklad: Mydlova blana mezi obruc¢emi

Predstavme si dvé souosé kruhové obruce umisténé v prostoru, které jsou
spojeny mydlovou bldnou. Ta se kvuli povrchovému napéti snazi zaujmout
takovy tvar, aby jeji povrch byl co nejmensi. Predpokladejme, Ze obruce maji
poloméry Ry, Rs a vzdalenost stfedu obrudi je d. Jaky bude mit blana tvar?

Axialni symetrie dlohy ndm napovidd, Ze i jeji feSeni by meélo byt axidlné
symetrické. Budeme tento fakt predpokladat, aniz bychom provedli jeho exaktni
dikaz. Resenim tedy bude néjaks rotaéni plocha. Bez Gjmy na obecnosti si tuto
plochu orientujme tak, Ze osa symetrie splyva s osou x a obru¢ s polomérem R,
lezi v roviné x = 0. Potom veskera informace o geometrii bubliny je ddna funkci
y = y(x), kterd vznikne jako ez bubliny rovinou z = 0 (ve skute¢nosti kiivky
vzniknou dvé, vyberme si tfeba tu hornf). Otédzka tedy zni: jak vypadd funkce

= y(z), aby pfisludnd rotacéni plocha byla minimalni?

y

Piedpoklddejme, ze prubéh nezndmé funkece je y = y(z). Jak vyjaddiime
povrch mydlové blany? Muzeme si predstavit, ze povrch bubliny ”sekdm” na
elementdrni platky, jejichz sifka na ose x je dx (viz obrdzek nize). Celkovou
plochu bubliny ziskdme sectenim (integréci) vsech téchto plétki dohromady.
Jakd je plocha platku lezicim v pasu mezi  a x 4+ dx 7 Oznacime-li ji jako
dS, pak dS = 2myds, kde ds je elementdrni délka kiivky y = y(x) v prislusném
pasu. Vyraz muzeme upravit:

dy ? 2
dS = 2myds = 2my~\/dx? + dy? = 27y 1 + (d:n) dx = 2my\/1 + y'“dx

Po integraci:

d
S = 2my\/1 + y'%dx
0
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ds,

)

i

e x

Tuto veli¢inu tedy chceme minimalizovat vybérem vhodné kiivky y = y(x),
kterd bude spliiovat podminky y(0) = Ry, y(d) = Ry (bublina za¢ing na
jedné obruéi a konéf na druhé). Vsimneme, ze funkce v integrdlu F(z,y,y’) =
2my\/1 + y'° nezdvisi explicitné na nezgvislé proménné z - muzeme tedy s
vyhodou pouzit Beltramiho identitu - vztah (14):

/ —_— =
Dostaneme:

/
2wy /1 +y'? —y’27ryy7 =C
VAl —|—y’2

coz muzeme zjednodusit na tvar:

c

Yy = % 1 + y/2
Zkusme nyni provést separaci proménnych. Provedme zdménu y' za % (to
muzeme udélat, protoze % =4)
dy
_ O e (LY
4 2m x’
Odtud chceme vyjadiit z':
1
—
2
ry? -1

Kone¢né muzeme obé strany integrovat podle y:

[ 7=
= | ——
2
Gy -1
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Abychom integral snadnéji spocitali, bude vyhodné zavést substituci:

27

2
z = dz ="

c? c

Dosadme tedy tuto substituci do naseho integralu:

C
dy = dy = %dz

c

/L—gcoshflz—l—D
V221 2n) Vz2—1 2n

D je zde konstanta vznikla pii integraci. Provedeme-li zpétnou substituci k
proménné y, dostaneme:

Tr =

T = %cosh_1 (2C7fy> +D

Odtud tedy vyjadieme y jakozto explicitni funkci x:

C 2m
= —cosh| —(x—D
y= 5o (e D))
Tim jsme tedy koneéné zjistili, jaky tvar musi mit bublina! Kvalitativné se
jedna o rota¢ni hyperbolicky kosinus. O hyperbolickém kosinu jesté uslysime
pozdéji v souvislosti s jinym zajimavym problémem.

Posledni véc, kterd by nés jesté mohla trapit, je ta, ze nemame konstanty
C, D vyjadiené v zdvislosti na puvodnich vstupnich parametrech tlohy. Jsou to
pro nas stile neznama ¢isla! Je ale nasnadé, jak je ziskat: splnénim okrajovych
podminek y(0) = Ry,y(d) = Re. Ty po dosazeni dévaji soustavu dvou rovnic
pro tyto neznamé:

c 2m C 2m
R, = %cosh <_DC’> Ry = %cosh (O(d—D)>

Bohuzel, tato soustava nepujde feSit analyticky, sla by nicméné fesit itera-
tivné pomoci numerickych metod. To vSak je mimo koncept této prace.
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Piiklad: Brachystochrona

Dalsim prikladem uziti Beltramiho identity je dofeSeni problému brachys-
tochrony - kiivky nejrychlejstho spadu. Slo o to najit kiivku y = y(x) spojujici
pevné body A, B takovou, aby se po ni hmotny bod dostal z bodu A do bodu
B co nejrychleji (pusobi na néj homogenni tihové pole).

V prvni kapitole jsme tlohu dokézali dostat do tohoto tvaru: mezi vSemi
(spojitymi, diferencovatelnymi) kiivkami y = y(x) deﬁnovanych na intervalu
r4,xp) chceme najit takovou, aby pro ni funkciondl ¢ =
( AsLB ) J y P f \/m
nabyval minimélni hodnoty.

Opét si vimneme, ze funkce uvnitf funkciondlu nezavisi explicitné na x,
muzeme tedy sméle pouzit Beltramiho identitu:

,OF
F—
y ay
Po dosazeni za F' z funkcionélu:
1+ (y')? ;Y 29(ya —y)

)
29(ya—y) " 29(ya—a)\ 1+ (y)?
Vztah sice vypada na prvni pohled hrozivé, ale kdyz si da ¢lovék tu praci a
upravi si ho, dostane mnohem jednodussi tvar:
2
1=29C%(ya —y)(1+y")
Pifmocara (ale zdlouhavd) cesta k vysledku by byla tato:

e Invertovat v pfedchozi rovnici 3y’ = %

dz
2gC?

e Vyjadiit 2’ pomoci z. Vyslo by 2’ = —29%, [

e Zavést substituci 2gC%(ya —y) = 2 = dy = —

e Vypocitat integral x = —29% Il 7 dz. Nabiz{ se pouzit napiiklad Eu-

lerovy substituce.

Tento postup vsSak naprosto zamlzuje krasnou geometrickou interpretaci
feSeni naseho problému. Proto budeme postupovat jinak.
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1) Nejprve vyjadiime z predchozi diferencialni rovnice y:
1
29C2(1+y"%)

2) Nasledné zavedeme substituci y’ = cot . Po dosazeni do pfedchoziho
vztahu ziskdme:

Yy=Yya—

1 sin? o

_ _singc
2g02(1 +cot? ) © ya

0S
—72902:dy: 7902 dy

Yy=9Yya—
Rovnost * plyne z goniometrické identity m = sin? .

3) Poslednim krokem bude explicitni vyjadreni x:

dy _singag;)sgadw 1 '
x:/d:c:/—/:/ gt =- sin? ¢ do
Y covy g
7 goniometrickych identit vime, ze sin?¢ = 0082"“2'“'"% - 00829";”"2“" =
- COSZQ@, takZe integrand muZzeme upravit:
1 1 cos2¢p 1 .
x:_ing/g_ 5 dgp:4gc2(sm2<p—2<p)+D
Ze vztahu 2) muzeme vyjadiit y:
. 2
sin® ¢ 1
=ya— ——= =ya+ ——(cos2p —1
Y=Y e =UA 4902( p—1)

Celkové tedy muzeme zapsat nasi kiivku parametricky takto:

|:x:| B [ D+ 4g%(sin&p —2¢p)
Y YA — 49% + 49% cos 2¢p

Pokud m4& ¢tenar trochu zkuSenosti s geometrii rovinnych kiivek, pak tusi,
ze se jednd o cykloidu (kfivku, kterou opisuje bod na obvodu valictho se kola).

Pro tuplnost vsak radéji ukazeme, ze cykloidé skutecné odpovidd tento tvar
parametrické zavislosti.

(17)
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Uvazme tedy kruhovy kotou¢ o poloméru R, ktery se dotyka zespodu osy x.
Oznacme bod, kde se kotou¢ dotyka piimky x jako P. Jeho pocateéni poloha
bude [xg,%0] = [z0,c — R]. Poté kotoué¢ zacneme valit (bez prokluzovani) po
piimce y = ¢. Bod P se bude spolu s kotou¢em také valit a opisovat urcitou
trajektorii, kterou pojmenujeme cykloida. Na obrazku vidime ptiklad cykloidy,
kdyz xg =0, R=1, ¢=0.

Ay

1F v -
A X

0 . =
= ‘

-1 RN Iy B 7
1

-2 ! ] ] ]

-1 0 1 2 3 4 5 6 7

Pohyb lze rozlozit na translacni a rotacni ¢ast. Vyresime nejdiiv translacni
cast - budeme popisovat, jak se pohybuje stfed kotouce. Pokud se kotoué odvali
po piimce x o 1hel ¢, posune se stied kotouce o vzdalenost Ry smérem doprava.
Oznacime-li zg,ys souradnice stiedu kotouce, bude platit:

{xs] _ {xo + Rw] _ [a?o + Rsﬁ}
Ys Yo c—R

Nagim dalsim tkolem bude parametrizovat rotacni ¢ast pohybu - a to v
zavislosti na ihlu ¢. Kdybychom si predstavili, ze ve stfedu kotouce zavedeme
pocatek nové soustavy soufadné O’z’y’, tak zjevné souradnice bodu P v této
soustave budou:

x| _ [Rcos(¢p+ 5) —Rsinp
y'|  |Rsin(e+ %) | Rcosg

Celkovy pohyb bodu P ziskdme slozenim transla¢ni a rotaéni slozky pohybu:

vl _ |@s| 'l |zo+ Ry n —Rsing|  |zo+ Ry — Rsingp
vl |ys ¥y | ¢c—R Rcosp | | ¢e—= R+ Rcosy
Kdybychom provedli formalni preznaceni ¢ — —2¢p, dostali bychom:

m _ [330 + R(sin2¢p — 2@)}

y c— R+ Rcos2p

Tento tvar vSak naprosto presné odpovidd vztahu (17). Vidime tedy, ze
brachystochorna je skuteéné cykloidou. Piekrdsné zjisténi!
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9 Fermattv princip

Paprsky svétla maji jednu pozoruhodnou vlastnost: pokud paprsek projde z
bodu A do do bodu B, musi je §ifit po takové dréze, zZe ji urazi za nejkrats{ mozny
cas (extremdln{ mozny ¢as, chceme-li byt presn{). Této skutecnosti si poprvé
v8iml francouzsky pravnik (a ”amatérsky” matematik) Pierre Fermat a dokédzal
z této skutec¢nosti odvodit celou fadu doposud nesourodych jevi. Na jeho pocest
se zminény zdkon nazyva Fermatuv princip. Ukézeme si napiiklad, jak tento
princip souvisi naptiklad se zdkonem odrazu a zakonem lomu. Ukazeme, jak se
d4 Fermatuv princip aplikovat pfi konstrukci zrcadel a ¢ocek.

Nez se vSak do téchto zajimavych véci pustime, méli bychom si jesté uvédomit,
ze sebekrasnéjsi matematicky zakon je pouze modelem néjaké fyzikalni reality.
V nasem piipadé je touto fyzikalni realitou svételny paprsek a jeho sifeni. Pokud
si svételny paprsek predstavime jako proud svételnych ¢astic (fotont), evokuje
to v hlavé prirozené predstavu §iticitho se proudu ¢éstic - paprsku.

Je tu vsak jeden problém: jak foton ”vi”, ze pokud cestuje z bodu A do
bodu B skrze néjakou optickou soustavu, ze si ma vybrat drahu takovou, aby
to zvladl za nejkrat$i mozny ¢as? Maji snad fotony néco jako ”védomi”? Tato
otézka je velmi zajimavd, avsak odpovéd na ni neni zdaleko trividlni. Proto
Ctenare, kterého to zajima, odkdzu do dodatku, které jsem nazval ”Podstata
svétla” a ”Odvozeni Fermatova principu z vlnové optiky”.

Priklad: Odraz svétla na rozhrani dvou prostredi

Piedstavme si, ze mame rozhrani dvou prostredi (tfeba vzduchu a vody).
Pokud na néj dopadne v néjakém blize nespecifikovaném bodé C paprsek svétla
pod néjakym thlem «y, ¢ast svétla projde skrz vodu a cast svétla se v podobé
paprsku odrazi. Otézka zni: pod jakym thlem «,. se odrazi?

b

Ho

Reknéme, 7e paprsek se §iff z bodu A a po odraze projde néjakym bodem
B. Podle Fermatova principu pro bod dopadu musi platit, ze ze vS§ech moznych
bodu C na rozhrani se musi zvolit takovy bod, aby se svétlo dostalo po lomené
¢are AC'B do bodu B za nejkrat$i mozny ¢as. Odtud bychom méli néjak zjistit
vztah mezi thly oy, .
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Piedné si uvédomme, ze svétlo se §{i{ ve stale stejném prostiedi (ve vzduchu)
- tudiz minimalizace ¢asu je totéz jako minimalizace drahy. Ozna¢me piimku
na rozhranf (problém ted bez Gjmy na obecnosti zjednodusim na dvojrozmérny)
jako m. Hledame tedy bod C' € m takovy, ze |AC| + |CB| = min.

Daéle provedme trik: zobrazme bod B v osové soumérnosti podle piimky m
a obraz oznacme B’. Oznac¢me prusecik ptimek AB’ a m jako bod C. Tvrdim,
ze bod C tesi nasi tlohu. Toto tvrzeni se pokusim v dalsim odstavci dokazat.

A
»

Pro spor predpokladejme, ze na piimce m lezi néjaky bod D, pro néjz by
lomend ¢dra ADB byla kratsi nez ACB:

d(ADB) < d(ACB) (18)

Diky vlastnostem osové soumérnosti urcité plati, ze |CB| = |CB’|, a tedy
lomené ¢ary ACB a ACB’ jsou stejné dlouhé. Podobné i lomené ¢ary ADB a
ADDB' jsou stejné dlouhé. Diky tomu muzeme prepsat vztah (18) takto:

d(ADB') < d(ACB')
Po rozepsani:
|AD| + |DB'| < |AC| + |CB’|
Avsak podle definice bodu C' lze pravé strana psat jen jako |AB’|:
|AD| + |DB'| < |AB/|

Tato nerovnost je vSak v pfimém rozporu s trojhelnikovou nerovnosti pro
trojihelnik ADB’. Proto byl puvodni predpoklad (18) spatny. Bod C tedy
skute¢né minimalizuje lomenou ¢aru.
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A konecné si povsimnéme, ze diky osové somumeérnosti jsou dvouprouzkované
uhly na obrazku shodné - ozna¢me je 5. Z diagramu okamzité vidime, ze plati
rovnosti:

ar—i—ﬁzg ar+a;+28=m7

Pomoci thlu 8 mohu vyjadfit snadno vyjadrit z této soustavy rovnic oba
uhly «;, a:

s
ar=o0;=5—f

Uhel odrazu se tedy vzdy rovné thlu dopadu! Mimochodem, stejny zdkon
plati nejen pro odraz na rozhrani, ale tfeba i pro odraz na zrcadle.

Piriklad: Lom svétla na rozhrani dvou prostiedi

Dalsi mozné vyuziti Fermatova principu je pfi lomu svétla. Zadéani je podobné,
jako minule: méme rovinné rozhrani dvou prostiedi (opét tfeba vzduchu a vody).
7 optického hlediska jsou obé prostiedi charakterizovana indexem lomu - jedna
se o ¢isla, ktera tikaji, kolikrat se svétlo $ifi v daném prostiedi pomaleji nez by
se §ffilo ve vakuu. Reknéme, ze vzduch mé index lomu nq, zatimco voda index
lomu ne. Uvazme, ze svételny paprsek dopadd pod tthlem dopadu «; ze vzduchu
na rozhrani. Cést svétla se odrazi a ést projde dovnitf materidlu. Otézka zni:
pod jakym uhlem «; se paprsek zlomi?

Reknéme, ze paprsek se §fif z bodu A a po prichodu rozhranim projde
néjakym bodem B. Podle Fermatova principu pro bod dopadu musi platit, ze
ze vSech moznych bodu C' na rozhrani se musi zvolit takovy bod, aby se svétlo

dostalo po lomené ¢éie AC'B do bodu B za nejkratsi mozny ¢as. Odtud bychom
méli néjak zjistit vztah mezi dhly oy, ay.

A x=2

F

Opét bez Gjmy na obecnosti povazujme tilohu za dvourozmérnou a kartézské
soufadnice Ozy umistéme tak, aby rozhrani prostiedi splyvalo s xz-ovou osou a
bod A lezel na y-ové ose (viz obrdzek). Oznac¢me soufadnice bodu A, B, C' po
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fadé jako [0,y4], [zB,yB],[2,0]. Jedinou nezndmou je zde hodnota z. Svétlo
se ve vzduchu §ifi rychlosti n%, ve vodeé rychlosti TTCZ Svétlo se tedy bude skrz

vzduch §iFit dobu ¢; = 2-\/22 + 3% a skrz vodu dobu ty = 22\/(2p — )% + y%,.
Celkovy ¢as potiebny k urazeni této vzdalenosti je tedy

n n
t= ?1\/1:2+y124+?2\/(a:37x)2+y123

Podle Fermatova principu vybér « musi byt takovy, aby ¢as byl ¢ minimalni.
To muze nastat jen tehdy, pokud j—fc = 0. Po dosazeni funkce ¢ dosteneme:

ni x L2 (r —zp) _0
¢ Vattyi ¢ (@—wp)t+up

V tuto chvili bychom mohli pokracovat fesit tuto rovnici a dostali bychom
po nékolika dpravach nehezkou algebraickou rovnici 4. stupné pro z. Abychom
se tomuto zdlouhavému postupu vyhnuli, zamyslime se radéji nad tim, jaky je
geometricky vyznam zlomku. Z pravouhlych trojihelniki na obrazku vidime,
ze:

° = sinq; (z —2p)

22 + Y3 (z —2B)* +y;
A B

To muzeme dosadit do pfedchoz{ rovnice a vyjde elegantni vztah:

= sin oy

ny . ng .
—sinq; = — sinoy
C C

N1 Sin a; = no sin ay

Ziskali jsme velmi jednoduchy vztah mezi tithlem odrazu, tihlem dopadu a
indexy lomu obou prostfedi. Rikd se mu Snelliiv zdkon. Mimochodem, poj-
menovani veli¢iny ”index lomu” vzniklo pravé diky této vlastnosti svétla, ackoliv
je tato hodnota relevantni i v situacich, kdy k zadnému lomu nedochézi.

Piiklad: Zrcadlo fokusujici radialné se rozbihajici paprsky

Dalsi velmi elegantni pouziti Fermatova principu se tyka konstrukce zr-
cadel, kterda maji za kol soustfedit paprsky tak, aby se sbihali do jediného
bodu. Predstavme si tieba, ze mame dva zdroj svétla A a do bodu B umistime
napfiiklad svicku, pficemz chceme, aby se knot svicky zapalil. Jaky tvar musi
mit odraziva plocha, aby koncentrovala odrazené paprsky do bodu B?

Inu, Fermatuv princip nam 1iké, ze pokud se svétlo ma §itit z bodu A do
bodu B, mus{ tak ucinit za miniméln{ ¢as. Reknéme tedy, Ze néktery paprsek
vyjde z bodu A, odrazi se od zrcadla v bodé D a skonéi v bodé B a potrva mu
to dobu tg. A ted si predstavme jiny paprsek vychézejici z bodu A. Pokud se
ma& od zrcadla odrazit a dospét do bodu B, musi tak ucinit také za minimélni
Cas - tj. také za cas ty. Paprsku vychéazejicimu v libovolném sméru to musi trvat
presné stejné dlouho: tg! A protoze se svétlo Sifi stale jen v jednom prostiedi,
je pozadavek konstantniho ¢asu ¢asu stejny, jako pozadavek konstantni drahy.
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Celou tu dobu hleddme tvar zrcadla - tj. jakousi mnozinu bodu D takovou,
aby pro fixni body A, B méla lomend ¢ara AD B konstantni délku. Ale my pfece
z geometrie vime, jak takova kiivka vypadd! Je to elipsa! Elipsa s ohnisky A, B.
Zrcadlo tedy zjevné musi mit elipticky tvar.

Kazdé zakiivené zrcadlo si muzeme predstavit, jako mnoho vedle sebe poskladanych
rovinnych zrcadel. A pro rovinné zrcadlo uz jsme zjistili, Ze whel odrazu je vzdy
roven thlu dopadu. Pokud tedy uvazime normalu k elipse v bodé D, thly mezi
ni a useckami DA, DB by mély byt shodné. Fyzikilni uvazovani ndm v tuto
chvili vlastné radi, jak odhalit néjakou ryze geometrickou vlastnost! Zkusme
to...

Zavedme teénu t k elipse v bodé D. Oznacéme tihel dopadu jako o, tihel
odrazu jako a,.. Uvazme obraz bodu B v osové soumérnosti podle této tecny
a pojmenujme jej B’. Nejprve ukdzeme, Ze bod D lezi na tisecce AB’. Nase
strategie bude tato: pokusime se dokazat, ze pro libovolny bod E # D lezici na
tecné t je lomend ¢ira ADB kratsi nez lomend ¢dra AEB. Pak totiz bude bod
D mit tu vlastnost ze mezi vSemi body lezicimi na ¢ pro né¢j lomend ¢ira ADB’
bude nejkratsi moznd - a tedy bude D € AB’.
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Plati

|AD| + |D'B| =1 |AD| + |DB| <3 |AE| + |EB| =3 |AE| + |EB’|

Rovnost ¢. 1 vysvétlime diky rovnosti |D'B| = |DB], ktera plyne z osové
soumérnosti. Nerovnost ¢. 2 vysvétlime na zakladé faktu, ze bod F lezi na tecné
t, a protoze je ruzny od bodu D, tak lezi vné elipsy. Proto na zdkladé definice
elipsy musi nerovnost platit. Rovnost 3 ¢. je opét dusledkem osové soumeérnosti:
|EB| = |EB/|.

Celkové tedy mdme |AD|+|D'B| < |AE|+|EB’|, nebo-li lomend ¢dra ADB
je vzdy kratsf nez lomend AFEB, a je tedy nejkrats{. Proto D € AB’.

Ozna¢me thly mezi teénou t a useckami DB, DB’ jako § (diky vlastnos-
tem osové soumérnosti mus{ byt shodné). Na obrazku jsou vybarveny cervené.
Zjevné a, + 3 = 7, nebot teéna a normaéla na sebe musi byt kolmé. Déle
protoze D € AB’, tak a; + .. + 28 = 7. Z poslednich dvou rovnic ziskdme, ze
a, = a; = 5 — (3. Vidime, Ze zdkon odrazu neplati jen pro rovinné zrcadlo, ale
i pro eliptické zrcadlo.

Piiklad: Zrcadlo fokusujici svazek rovnobéznych paprsku

Ted zkusme uvazit jiny pitklad: Feknéme, Ze uvazime svazek rovnobéznych
paprsku a opét je chceme pomoci zrcadla soustiedit do jediného bodu, feknéme
do bodu F. Jaky tvar by mélo mit takové zrcadlo?

A A

x

Z 7

Ne piekvapivé ndm opét pomuze Fermatuv princip. Celd situace se opét
odehrava v homogennim izotropnim prostiedi, takze minimalizace Casu je opét
ekvivalentni pozadavku minimalizace drahy. Pfedstavme si, ze paprsky vybihaji
z néjaké rovinné vinoplochy. Protoze nas problém budeme opét fesit pouze ve
dvou dimenzich, tato vlnoplocha bude mit podobu piimky - tfeba piimka p.
Paprsek vybihd kolmo k vinoplose v bodé A, odrazi se na zrcadle v bodé Z a
poté pozadujeme, aby proSel bodem F'. Paprsek tedy na své cesté urazi drahu
|AZ| + |ZF|. Tato vzdalenost musi byt minimélni. Zvolime-li jiny paprsek
(ktery bude s tim minulym rovnobé&zny), k odrazu dojde v jiném bodé Z' a
celkovd drdha bude |A’Z’|4|Z'F|. Opét se ale mus{ jednat o minimum ze vSech
moznych drah. Pokud ale obé drahy jsou minimalni, jsou si navzajem sobé
rovné:
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|AZ| + |ZF| = |A'Z'| + |Z' F| = min.

Nyni provedeme maly trik: prodluzme oba rovnobézné paprsky ”za zrcadlo”
- prvn{ z nich o vzdélenost |ZF|, druhy z nich o vzdélenost |Z'F|. Koncové
body ozna¢me D, D’.

AN /

Posledni rovnost tedy muzeme prepsat:

|AZ|+|2ZD| = |A'Z'| +|Z'D'|

|AD| = |A'D/|

Bodem D vedme rovnobézku s pifmkou p, pojmenujme ji d. Protoze paprsky
jsou rovnobézné a oba kolmé k vinoplose p, tak diky posledni rovnosti je ADD' A’
obdélnik. Bod D’ tedy musi také lezet na pifmce d.

Ted uz mame pripravené viechno co potfebujeme k triumfalnimu zéveéru.
Nezévisle na volbé bodu Z’, do néjz bude dopadat paprsek, urcité je vzddlenost
tohoto bodu stejna od piimky d jako od bodu F. To je vSak znamé kiivka:
parabola! Zrcadlo musi mit parabolicky tvar.

Parabolické zrcadlo si lze predstavit jako soustavu velmi malych rovinnych
zrcadel. A pfi odrazu na velmi malém rovinném zrcadle jsme odvodili, Ze hel
odrazu se rovna uhlu dopadu. Opét nam tedy optika napovida néco o ¢isté geo-
metrické vlastnosti paraboly. Zkusme tuto vlastnost odvodit ryze geometricky.
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Necht o je osa tthlu DZF. Nase strategie bude tato: nejprve dokazu pomocné
tvrzeni, ze tato osa je tecnou k parabole. Pro spor predpoklddejme, ze tomu
tak neni - pak by to musela byt setna a musela by protnout parabolu jesté v
néjakém dalsim bodé. Oznacéme tento bod B. Trojuhelniky ZBD a ZBF by
pak musely byt shodné podle véty sus (protoze |DZ| = |FZ|, |BZ| = |BZ| a
|{BZD|=|{BZF|). Diky tomu i piislusné strany BD a BF' se musi shodovat:

|BD| = |BF|
Vedme z bodu B kolmici na ¥dici pfimku a patu oznaéme C. Protoze body
Z, B nesplyvaji, tak nesplavaji ani jejich projekce na fidici pifimku: body D a
C. Diky tomu je BCD trojuhelnik, diky kolmosti projekce navic pravoihly s
preponou BD. Z vlastnosti paraboly jsou usecky BF a BC' shodné:
|BF| = |BC|

Srovnanim poslednich dvou rovnosti:

|BD| = |BC|

BD je ale preponou pravothlého trojihelniku, zatimco BC' jeho odvésnou.
Tato rovnost tedy nemuze platit - dostdvdame spor. Osa uhlu DZF' tedy nemuze
byt setnou paraboly, nybrz te¢nou.

Oznatme opét thel dopadu «;, thel odrazu a,., thel DZF jako 2. Zjevné
tyto t¥i dhly davaji dohromady 1hel pfimy: «; + «, + 28 = 7.

Uhel mezi osou o a tseckou ZF je zjevné 5. Dokézali jsme, Ze o je tecna k
parabole, a ta je vzdy kolmd na normalu. Proto: a,. + 3 = 3.

Vyjadfime-li z poslednich dvou rovnosti zkoumané tihly dostaneme: a; =
a, = % — 3. Ano, tihel odrazu a thel dopadu se opét rovnaji!
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Velky anticky matematik a fyzik - Archimedes ze Syrakus - pouzil podle
legendy tento princip pii obrané svého rodného mésta Syrakus proti Rimantm.
Podle legendy shromé&zdil lesklé kovové plosky (tehdy jesté sklenénd zrcadla
nebyla zndma), které uspoiddal do takového parabolického tvaru, aby svétlo ze
slunce bylo fokusovano na nepidtelské lodé, které se takto vznitily.

Satelitni piijmace maji typicky tvar rota¢niho paraboloidu, protoze se jim
hodi shromazdovat vysilané rovinné vlny do jednoho bodu, kde je umisténa
anténa.

Piiklad: Cocka fokusujici svazek rovnobéznych paprskil

Tim ptehlidka pouziti Fermatova principu porad jesté nekoné¢i. Pokusime
se urcit, jaky tvar by mély mit ploskovypuklé cocky, aby soustfedily svazek
rovnobéznych paprsku do daného bodu. Problém budeme opét uvazovat pouze
dvourozmérné. Aby tloha byla néjak parametrizovana, feknéme, ze chceme
vyrobit éocku o primeéru 2a s ohniskovou vzdélenosti f. Cocku chceme vyrobit
ze skla o indexu lomu ng, zatimco prostiedi vné ¢ocky (typicky vzduch) mé
index lomu ns.

-a X 0 a
X
Sy
y=y(x)
f
¥

Podle Fermatova principu opét musi viem paprskiim zabrat cesta od vstupu
do ¢ocky az po dolet do ohniska stejnou dobu. Oznacme tuto dobu jako T'. Ta
se sklada ze dvou c¢asti: doby t1, kdy se svétlo $iti skrze sklo a doby to, kdy
se se svétlo &fif skrze vzduch. Reknéme, ze soufadnice paprsku vstupujictho do
¢ocky je x a tvar ¢ocky je popsén funkel y = y(x).

Dréaha skrz sklo méii y a svétlo se tudy s§i¥{ rychlosti n—cl Doba t; je tedy

tl = My.

C

Draha skrz vzduch méif podle Pythagorovy véty /x? + (f — y)2 a svétlo se
tudy sifi rychlost{ ;=-. Proto piislusna doba pro vzduch je t2 = %2 /2% + (f — y)2.

Celkova doba T pro pruchod svétla je tedy:

T="ty+ 2 (- y)? (19)
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Tim jsme ziskali rovnici, odkud muzeme ziskat vyjddieni y = y(x). V rovnici
figuruje parametr 7', jehoz hodnota se uréf z podminky y(a) = 0. Po dosazeni
dostavame:

="/ P

Rovnice (18) lze prevést na rovnici kvadratickou vzhledem k nezndmé y:

y*(nd —n3) + 2y(nif —Tem) + (T%¢* —njz® —n3f*) =0

Jejim vyfeSsenim dostaneme:

2 21\ 2 2 £2 2.2 2
Teng —n5f Tcny —n5f nsf? —1T?c ny o,
n? —n3 n? —n3 n? —n3 n—ng"
113 1713 113 113

Tento tvar vypada ponékud odpudivé, nicméné podivame-li se pozorné a
uveédomime-li si, ze kromé x jsou vSechno jen konstanty, tak funkce je vlastné
tvaru y = a & /3 + ~yz2 pro vhodné substituce za «,3,. Tato rovnice lze
upravit do ”hezc¢iho” tvaru:

(y—a)?* a?

T
B
B Bt

=1

Z tohoto tvaru je zjevné, ze kvalitativné se jednd o hyperbolu. Hranice
ploskoduté ¢ocky by tedy méla tvorit hyperbolu (ve tfech dimenzich rotacénf
hyperboloid).

Kdybychom chtéli soustiedit nikoliv paprsky rovnobézné jdouci, ale naopak
radialné se rozbihajici z néjakého zdroje, stacilo by dat dveé takové cocky k sobé
tak, aby plochou sténou pfiléhaly.

Priklad: Ohyb svétla v opticky nehomogennim prostiedi

Posledni aplikace Fermatova principu, kterou si zde predvedeme, je zakiivovani
paprsku svétla v prostredi, kde se spojité méni index lomu. Abychom si ne-
mysleli, ze jde snad o nerealnou situaci: index lomu se méni mimo jiné napiiklad
v zavislosti na teploté prostiedi. Staci si tedy tfeba predstavit vzduch nad
rozpéalenou vozovkou a piesné k takové situaci muze dojit - vidime, Ze po silnici
jakoby "tece voda”. Ve skutecnosti se jen chvéje vzduch nad ni a diky ohybu
svétla toto chvéni vidime. Na pousti se tomu fikd fata morgana.

A ted uz k tloze: opét si ji zjednodusime jen do dvou dimenzi, ackoliv by
problém Sel fesit trojrozmérné. Zadani zni takto: po jaké dréze se bude §itit
paprsek svétla z bodu Alz 4,y4] do bodu Blzp,yg] v prostied{ s indexem lomu
danym funkei n(z,y) = == ? Tuto drdhu bychom chtéli popsat jako kiivku

voy
y = y(x).
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Pochopitelné tento predpis neni platny vsude, protoze index lomu musi byt
redlné ¢islo z intervalu (1,00). Proto predpis povolime pouze v pésu y €
(ya,yp), kde ya > 0,yp < ;=

Vsimnéme si, ze prostredi ma v dané vysce y vSude stejny index lomu, tj.
nezavisi na soufadnici z. Rychlost svétla v prostiedi je n-krat mensi nez ve
vakuu: v(z,y) = W = vgy.

¥

B

| >

Podle Fermatova principu se svétlo musi dostat z bodu A do bodu B za
nejkratsi moznou dobu. Doba potfebna k urazeni této drahy je:

t_/IBdt_/des / m / \/W

A

Chceme tedy extremalizovat tento funkciondl. Ten nezavisi na x, pouzijeme
tedy Beltramiho identitu:

Vity? 0 (\/14—2/2) o

J— y —_— =
voy oy’ '\ woy

C je zde neznam4 konstanta, kterou uréime pozdéji z okrajovych podminek
y(xa) = ya,y(xp) = yp. Po zderivovani mdme:

VTP

VoY voyv/1 +y'? a

Po upravé dostaneme tvar:

1 2
— =144
vEC?y? 4

Aby se ndm tato diferencidlni rovnice 1épe feSila, uvazme misto zdvislosti
y = y(x) radgji zavislost :r = z(y). Bylo by dobré vyjadrit y'. To lze provést
snadno: y' = 31; = d1$ = (kde znackou z’ méme na mysli —) To mizeme

dosadit do predch021ho Vztahu
1 1
s=1+—3

ngQy x’2
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Ted uz staci pouze vyjadrit 2’ jakozto zévislou na y a vysledek potom inte-
grovat:

2 = v Cy
voCy
Integraci lze v tomto ptipadé provést snadno:
Niw=rreem

Tento vztah jde upravit do podoby:

Tr =

dy

xTr =

D s 1
(2 U()O) ty _11302

To je evidentné rovnice kruznice. Nyni bychom méli zajasat, protoze jsme
ilohu vyftesili: zjistili, ze paprsek se bude pohybovat po draze kruhového oblouku.
O této kruznici navic muzeme podle jeji rovnice prohlésit, ze jeji stfed lezi na
ose x. Nikdo nam nemuze zakdzat si preznacit konstanty:

(x—a)’+y?>=R?

Nyni uz staci jen splnit pocateéni podminky a na zakladé nich urcit hodnoty
konstant o, R. ReSime tedy soustavu rovnic:

(x4 —a)* +yi = R? (zp — )’ +yh = R?

Jejim vyfesenim dostaneme:

_zates | Yi-Yp
2 2(xa —xpB)
2 2
2o (Ta—es\ L vatys  (_vi-up
2 2 2(za —xpB)

Tim je tloha zcela vyTeSena. Na zavér této tilohy bych zde rad poznamenal,
ze tloha je dosti podobnd tloze o brachystochroné (tam se pfrece taky hledala
kiivka nejrychlejsiho spddu!). U obou problému je kazdé vysce y piifazena
presné dana hodnota rychlosti. Zde je tato zavislost zakédovana v rozlozeni
indexu lomu (nebot zndm-li jej, znam i rychlost svétla v daném misté). Pro nas
konkrétn{ ptipad se index lomu ménil jako n(z,y) = ﬁ Kdyby ale zavislost

C

indexu lomu byla n(z,y) = oot uloha by byla naprosto ekvivalentni
9(ya—y

problému brachystochrony - a méla by tedy i stejné feseni (cykloidu).
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10 Kineticka energie a zobecnéné souradnice

Uvazme inercialni kartézskou soustavu Ozxyz a v rdmci této soustavy si predstavme
pohybujici se objekt, jehoz hmotnost je m. Pohybujici se téleso pak musi mit
kinetickou energii T = %va, kde v je rychlost télesa vztazena k zavedenym
soufadnicim.

Nez se posuneme ke zobecnénym soufadnicim, pokusme se nejprve tento
jednoduchy vzorec dokazat.

Pro jednoduchost uvazme, ze na zacatku bylo téleso v klidu, tj. pohybova
energie télesa byla nulova. Pohyb byl vytvofen tim, Ze jsme na urcuté draze
pusobili na objekt silou. Kousek prace dW, kterou tato sila F' vykona na malém
kousku trajektorie ds, je rovna dW = F - ds. Celkovou praci, kterou sila vykon-
ala, pak ur¢ime soucet pres véechny malé kousky dréhy (tj. integraci):

W:/ﬁ-dfs

Pfitom vykonand prace se na néco musi preménit (dle zdkona zachovéani
energie). Na co se tato prdce preménila? Na kinetickou (pohybovou) energii

télesa. Musi tedy platit
T = / F.ds

Silu muzeme klidné rozepsat na zakladé druhého Newtonova pohybového

zakona:
= / mda - ds

Mame zde skalarni soucin dvou veli¢in, nic ndm nebrani napsat si tyto
veli¢iny po slozkach:

T= /m(aw,ay,az) - (dz, dy, dz)

Déle si uvédomime, ze a, je zrychleni ve sméru osy x, tj. musi platit:
Gy = dt2 . Podobné pro dalsf slozky zrychleni. Po dosazeni:

Pz Py d?y
T= /m<dt2’dt2’dt2) - (dz,dy, dz)

Vytkneme konstantu m z integralu a pouzijeme definici skalarntho souc¢inu
pro vektory:

d2

Nyni provedu prvni trochu trikovy krok: dz si napisu jako 4 Srdt, obdobné
dy,dz:
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dt? dt dt? dt de? dt
Druhym trikem je nahlédnout pomoci pravidla pro derivovani slozenych

;s ; dPrde _ 1d(ds)\2
funkei, ze plati rovnost 79 = 3 dt(dt)

integrace uz neni problém:
1d(dz\? 1d[/dy\> 1d[dz\>
T = —— = —— = —— | —
m/<2dt<dt> dt+2dt<dt) dt+2dt(dt> dt
1 dz\? dy 2 dz\?
T=m W i 2
() () () &

Vyrazy %, Z—Zt’, % jsou vsak rychlosti pohybu ve sméru os:

2 2
T = m/(dxdx dydydt—i—dydzdt>

Po dosazeni vidime, ze nésledna

1
T= im(vi + vi + v?)

Rychlost je vsak vektorovd velicina a velikost vektoru se urcuje pomoci
Pythagorovy véty:

1
T= Emvz (21)

Tim tedy mame kinetickou energii vyjadfenou v kartézskych soutfadnicich.
Poznamenejme, Ze o kinetickd energii ma smysl mluvit vzdy pouze vzhledem
k néjaké konkrétni soustavé. Duvod je zjevny - rychlost v se vzdy posuzuje
vuéi nétemu. Jinak rychle se ndm jevi ¢lovék, ktery se uvnitt vlaku rozbéhne,
pokud jedeme vlakem spolu s nim, nebo kdyz stojime na nadrazi a celou situaci
pozoruji odtud. Je tedy logické, Ze energie ulozena v pohybu se muze lisit na
zékladé toho, vuci jakému pozorovateli ji vztahujeme.

Kartézské souradnice vSak nejsou jediné soufadnice, v nichz muzeme pohyb
télesa (a jeho kinetickou energii) popisovat. Existuji i mnohé dals{ souradnice a
casto byvéa vyhodné pracovat i v nich. Jak na to?

Polozme si nyni dulezitou otdzku: co to vlastné jsou soufadnice a na co
slouzi? Obecné vzato se jedna o urcitou n-tici ¢isel, které pritfadim pravé jeden
bod v prostoru, ktery se snazim algebraicky popsat. Podle Newtonovské fyziky
zijeme v Euklidovském prostoru R3, proto je piirozené zacit pravé kartézskymi
soufadnicemi. Nicméné ¢asto v redlnych fyzikalnich situacich nemuze popiso-
vané téleso zaujmout v tomto prostoru zcela libovolnou polohu.

e Napiiklad zavazi zavésené na tyci dlouhé [, otacejici se kolem pevného
bodu, musi od tohoto bodu byt stale stejné vzdélené - tj. v ivahu pripadaji
pouze body na sféfe o poloméru [. Ne kazda poloha zavazi je tedy pov-
olena. Mnozina vSech povolenych poloh se nazyva konfiguraéni prostor.
V tomto pfipadé se jedna o sféru s polomérem [.
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e Uvézime-li napiiklad drat smotany do Sroubovice a na ném je navléknuta
kulicka, kterd po ném muze klouzat, pak konfiura¢ni prostor kulicky je
potom pravé ona Sroubovice.

e Jako posledni piiklad uvazme kapku, ktera diky povrchovému napéti drzi
pohromadé a je pfilnuta k povrchu vélcového sloupu. Pak konfiguraéni
prostor kapky je plast zminéného vélce.

Asi tusime, ze v kazdém z poslednich tfech piiklada je mozno polohu zk-
oumaného objektu vyjadrit pomoci pomoci obyc¢ejnych kartézskych souradnic
x,y, 2. Nicméné takovy popis neni zrovna ”pékny”. Ma totiz dvé hlavni vady
na krése:

1) sroubovice je kiivka, tudiz na jeji popis mi staéi jediny parametr. Podobné
plast vélce a sféra jsou plochy, takZe na jejich parametrizaci mi staéi parametry
dva. Neni zadny duvod Sahat pfi popisu hned po tiech ¢&islech jen proto, ze
situaci popisujeme jakozto obyvatelé 3-dimenzionalniho svéta.

2) sroubovice i plast vélce jsou invariantni viiéi translaci uréitému typu
translace. Plast valce ma dokonce axidln{ symetrii. Sféra disponuje jesté silnéjst
symetrii radidlni. Pokud se rozhodneme pro popis téchto konfigura¢nich pros-
tort pomoci kartézské soustavy, nebude mozno tyto symetrie algebraicky vyuzivat.

Bylo by teda vyhodné pro kazdy konfiguracni prostor zavést n-tici navzajem
nezavislych parametru, které budou jednoznacné popisovat kazdy bod tohoto
prostoru a pokud mozno zachycovat geometrii dané fyzikalni situace. Témto
soufadnicim budeme fikat zobecnéné souradnice. Obecné se znaéi ¢, g2, ---, ¢n-

Zkusme ilustrovat zavedeni zobecnénych souradnic pro naSe tii priklady.
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Priklad: Kineticka energie kyvadla ve zobecnénych souiadnicich

Zatneme kyvadlem, jehoz konfiguracni prostor je sféra o poloméru [. Zde
by bylo vyhodné zvolit prirozenou parametrizaci sféry - pomoci polarniho thlu
€ (0,27) a azimutalniho dhlu 6 € (0,7). Na obrazku je zdvazi zndzornéno
jako zelena kulicka a ty¢ je reprezentovana spojnici s pocatkem soufadnic.

Kinetickou energii télesa jsme zatim vyjadrili pouze v kartézskych soufadnicich.
Pokud chceme byt schopni ji vyjadfit i v nové zavedenych zobecnénych soufadnicich,
je potfeba najit prevod mezi témito souradnicemi, tj.

x:x(ql,...,qn), y:y(qla"qu)a Z:Z(qla"'7Q7l)

Tyto predpisy staci dosadit do vztahu (20) a ziskdme kinetickou energii
vyjadienou ve zobecnénych souradnicich. Zkusme to provést pro dva z naSich
tfech piikladu (kulicku navle¢enou na Sroubovici vynechdm):

Zacneme kyvadlem. Z obrazku sféry Ize snadno odvodit, ze piislusné prevody
mezi soufadnicemi jsou tyto:
x = lsin 6 cos @, y = lsinfsin ¢, z=1cosf

Pokud tyto vztahy zderivujeme podle ¢asu (vuci [ se samoziejmé chovdme
jako ke konstanté, zatimco k ¢ a 6 jako k ¢asové zgvislym proménnym), dostaneme:

de  df de . .
a—l%cosﬁcosgp—lasmesmgp
dy dy . de .
T _Zdt cos@smng—ldt sin 6 cos ¢
dz do
— = —]—siné
at — dt

Tim mame vyjadiené kartézské rychlosti pomoci zobecnénych souradnic a
poslednim krokem je dosadit do vztahu (20). Po jednoduchych tdpravéach (musi
se vickrat vyuzit identita sin® a + cos® a = 1) dostaneme, ze:
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1 L[ (deN? L, (dp\?
T—le ((dt) + sin“ @ 7

Koneéné jsme tedy ziskali kinetickou energii vyjadfenou v zavislosti na zobecnénych
soufadnicich, coz byl cil, ke kterému jsme v této kapitole chtéli dospét.

Piiklad: Kineticka energie kapky vody klouzajici na povrchu valcového
sloupu ve zobecnénych souradnicich

Podobnym zpusobem zkusme vyjadfit i kinetickou energii kapky vody na
sloupu ve tvaru védlce. Pritom piedpoklddejme (a¢ je tento predpoklad dosti
neredlny), ze pii pohybu kapka neztrdci hmotnost, tj m = konst. Déle predpoklddejme,
ze podstava sloupu je kruh s polomérem R.

Plast vélce lze naprosto piirozené parametrizovat pomoci poldrniho thlu
€ (0,27) a vysky bodu z € R. Na obrazku je kapka vody zndzornéna modrfe.

Z ilustrace lze snadno zjistit, ze prislusné prevody mezi souradnicemi musi
vypadat takto:

x = Rcosb, y = Rsind, z=z
Odtud:

dz do dy . do & dz
T dt dt  dt dt — dt
A po dosazeni do (20) a drobnych tipravich:

(e (5))
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11 Konzervativni pole a potencialni energie

Kromé kinetické energie budeme potiebovat jeSté zavést energii potencialni. O
co jde? Zkusme si piedstavit prostor R® a v ném uréity objekt, ktery se zde
muze pohybovat. Cely prostor vypliime silovym polem: na kazdy objekt uvnit¥
tohoto pole muze pusobit néjakd sila. Co by se s takovym objektem délo? Silové
epole by objekt zjevné urychlovalo a tim mu ptfedavalo kinetickou energii. Tato
energie se vSak odnékud musi vzit, jinak by byl porusen zdkon zachovani energie.
Odkud se vezme?

Jesté nez na otazku odpovime, zkusme si udélat néjakou predstavu o tom,
jak muze takové silové pole vypadat - uvedme si ngjaké piiklady.

e Nejjednodussim pifkladem je homogenni gravita¢ni pole: na kazdé téeleso
o hmotnosti m pisobf sila Fyy = mg ve sméru dolt k povrchu Zemé.Pfi
prvonim piiblizeni predpokladejme, ze Zemé je placatd, takze silové pole
mifi vSude stejnym smérem, a lze tedy jednoduSe popsat vzorcem F =
—mge,, kde €, je jednotkovy vektor smérujici od povrchu Zemé.

e Pokud vsak trajektorie objekti bude srovnatelnd s velikosti Zemé, nelze
provést uz predpoklad, ze Zemé je placatd. Musime tedy provést 2 ko-
rekce: jednak pole uz nebude mit vSude stejnou velikost, a ani nebude
uz véude mit stejny smér. Pusobeni takového pole je popsdano vzorcem
F = —G"}ﬁ—ZMe';, kde €, je jednotkovy vektor, mitici z testovaného télesa
smérem od stfedu Zemé. Poznamenejme, Ze tento zakon se netyka jen in-
terakce se Zemli, ale s libovolnym dostatetné hmotnym objektem (hvézdy,
planety, mésice, atd.). Objekty v8ak musi mit opravdu velkou hmotnost,
jinak je gravita¢ni pusobeni zanedbatelné (jednd se o nejslabsi zndmou
silu ve vesmiru).

e Dalsim jednoduchym piikladem je elektrostatické ptusobeni. Méjme elek-
trostatické pole F, které pusobi na testovaci ndboj q. Sila pusobici na néj
musi je ddna vzorcem F = gFE.

Samoziejmeé se nabizi otazka, jak muze takové elektrostatické pole vypadat
a ¢im je vlastné vytvareno. Obecné je vytvafeno libovolnym nabitym
télesem. Bylo by v8ak prilis slozité zkoumat vsechna mozné télesa, ktera
mohou existovat. Proto je vyhodnéjsi si téleso rozlozit na jednotlivé ¢astice
a zkoumat pusobeni nabitych ¢astic. Kazda takova ¢astice o ndboji Q
vytvaii elektrické pole E= %%, kde r je vzdalenost od pusobici ¢éstice
@, €, jednotkovy vektor mitici od zkoumaného mista v prostoru ke @,
€ je konstantna popisujici prostiedi, tzv. permitivita. Vyberme si tedy
libovolné misto prostoru a se¢téme vuci nému vsechny piispévky intenzit
vSech nabitych ¢astic. Tim dostaneme celkovou intenzitu elektrického pole
ve zkoumaném misté. Jako pifklad uvedme t¥i rovhomérné nabité télesa
s plosnou hustotou naboje o:
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a) sféru o poloméru R, od jejihoz stfedu jsem vzdélen r > R

b) vélcovou plochu o poloméru R, od jehoz osy jsem vzdélen r > R
¢) nabitou rovinu, od niz jsem vzdalen r

Ptislusné vzorce jsou postupné:

a) E = %%267, kde €. je jednotkovy vektor mitici pryé¢ kolmo od stiedu
koule

b) E=28 ke, je jednotkovy vektor mifici kolmo od osy valce
€T

c) E= 5-€z, kde €; je jednotkovy vektor mifici kolmo od roviny

e Jako posledni pifklad uvedme harmonicky oscilator. Ten si muzeme piedstavit
napiiklad jako zavazi zavéSené na pruziné, které kmita vertikalné kolem
své rovnovazné polohy. Sila, kterou pruzinka pusobi na zavazi, je pro
dostatetné malé vychylky ddana Hookovym zdkonem, tj. F = —kzé., kde
k je tuhost pruzinky a e, je jednotkovy vektor sméfujici ze zdvazi smérem
od rovnovazné polohy.

Jiny piiklad harmonického oscildtoru je elektricky dipdl, ktery byl vlivem
vnéjsiho elektrického pole rozkmitan kolem své rovnovazné polohy a stava
se tak zdrojem elektromagnetického zareni (takto lze popsat interakei
svétla s latkou).

Poznamenejme zde, ze narozdil od vsech predchozich piikladu silovych
poli zde mame zvlastni vlastnost: spolu s rostouci vzdalenosti od zdroje
pole velikost sily narustd. Cim vic je pruzinka natazend, tfm vic se snazi
vratit se do pocateéni polohy. Samoziejmé, kdybychom pruzinku natahli
prilis, Hookuv zdkon ptestane platit a piislusny vzorec nebude popisovat
realitu.

Tim jsme tedy snad ziskali néjakou intuici o tom, jak takové silové pole muze
v principu vypadat. JeSté nez zaéneme zavadét pojem konzervativniho pole,
rad bych upozornil na jednu zdanlivé ”samoziejmou” vlastnost, ktera ale nékdy
nemusi byt splnénd. Predpokladali jsme totiz, ze silové pole se sice muze meénit
v prostoru, ale jinak je konstantni (neméni se s casem). Navic toto pole nezavisi
na rychlosti, s jakou se objekt pohybuje. To u mnoha sil nemusi byt splnéno,
napfiiklad u magnetické sily, nebo tiecich sil vyvolanych odporem vzduchu. I o
téchto silach se jesté pozdéji zminime, ne vsak v této kapitole.

Vratme se nyni k otdzce, kterou jsme si polozili na za¢atku kapitoly: méme
objekt uvnitt silového pole. Sily mohou toto téleso urychlit a tim mu predat
kinetickou energii. Odkud se tato kinetickd energie vezme?

Odpovéd je jednoduché: abychom téleso dovniti silového pole dostali, museli
jsme predtim vynalozit néjakou praci. Jakou?
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Wy = / oy - ds = / P - ds (22)

Tento vzorec vypada formdalné podobné, jako v predchozi kapitole, kdyz
jsme uvazovali praci, kterou vykonavame pii urychlovani télesa. Zde ovsem na
téleso nejenom my, ale i sily pole. Uvazujeme-li rovhomérny piimocary pohyb,
musi byt vyslednice sil nulova. Abychom toho dosahli sila nase musi mit pfesné
opacnou velikost, jako sila pole. Proto ve vyse uvedeném vzorci je ﬁmy = —ﬁpole.

Tato nasSe prace, kterou jsme do systému vlozili, se zdanlivé ztratila. Pokud
vSak prestaneme pusobit proti-silou, na téleso bude pusobit pouze silové pole,
a to téleso urychli, &imz mu pfeds kinetickou energii. A to je odpovéd na nasi
otazku - odtud se tedy kinetickd energie vezme.

AT = / P dis = — / Foote - ds

Pokud tedy dovniti pole umistime téleso, méa v sobé systém ukrytou energii
- a pokud nechame pole pusobit, tato skrytd energie bude transformovéna na
pohyb. Budeme ji fikat potencialni energie a znacit ji V.

V=-— / Foole - ds (23)

Jesté nez za¢neme cokoliv pocitat, je potfeba stanovit si, v jakych mistech
ma téleso nulovou potencidlni energii. Kdyz se ptame na potencidlni energii v
jiném misté, je potfeba vztahovat ji vuéi tomuto referené¢imu bodu.

Vratme se nyni k nagim jednoduchym piikladiim.

Priklad: Potencialni energie télesa v homogennim gravitaénim poli

Zkusme spocitat, jaka je potencidlni energie urcitého mista ve vysce h v ho-
mogennim gravitaénim poli. Misto nulové potencialni energie si muzeme zvolit
zcela libovolné. Nejlepsi a nejvic intuitivni bude zvolit misto na povrchu zemé.
Pro jednoduchost se zatim budeme pohybovat pouze kolmo od povrchu zemé
(pozdéji budou diskutovdny i moznosti jinych trajektorii):

h h
V:f/ﬁpole-d;:f/ﬁg.d}:f/fmge;-d}:mgh
0

Priklad: Potencidlni energie télesa v centralnim poli Zemé

Podobnou tlohu zkusme fesit v radialnim gravitaénim poli Zemé. Kde
polozime nulovou potenciali energii? V principu muzeme kdekoliv, my si zvolime
bod v nekoneénu. Budeme téleso priblizovat po piimce kolmo k Zemi na
vzdalenost R od jejiho stfedu (R je vétsi nez polomér Zeme).

R R
- - S o mM , - mM
V:—/Fpole-dsz—/F-drz—/—GrTer~dT:—G?
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Zaporné znaménko by nds nemélo désit: pokud jsme nulovou potencidlni
energii umistili do nekonecna, je jasné, ze téleso bliz k zemi potencidlni energii
mens{ (tedy zdpornou).

Piiklad: Pot. energie nabitého télesa v elektrostatickém poli

Dalsim piikladem pole, kde lze pocitat potencialni energii télesa, je pole
elektrostatické. Uvazme, ze téleso ma ndboj ¢ a nachézi se v elektrostatickém
poli popsaném E = E(7). Pak:

vz_/ﬁpole.d;:_/qﬁ.d;

Spoctéme postupné:
— 2
a) rovnomeérné nabitou sféru, tj. E = %%e’,’,. Vzdalujme se od ni na
vzdélenost d od jejtho stfedu (pifmo na sféfe uméle dodefinujeme nulovou po-

tencidlni energii). Pak:

d
=5 - oR?_, - o of1 1
Va——/qE-dS——/q;T—Qer~dr—q;R (d_R)

R

b) rovnomérné nabitou nekone¢nou vélcovou plochu, tj. E = %% Po-

tencidlni energii uméle definujme piimo na této plose. Opét se vzdalujme z
plochy po piimce kolmo k ose valce az na vzdalenost d od osy valce. Pak:

d
- R - R
Vbz—/qE-dSZ—/qg—e?-drzquln—
€ € d

R

¢) rovnomérné nabitou rovinu, tj. E = 5-€.. Nulovou hladinu potencialn{
energie definujme piimo na této rovniné. Vzdalujme se na vzdélenost d od
roviny (opét po piimce, kolmo od nf). Potom:

Piiklad: Potencialni energie harmonického oscilatoru Zkusme jesté
ur¢it pot. energii harmonického oscilatoru ve vzdalenosti d od rovnovazné
polohy. Nulovou hladinu potencidlni energie definujme pfimo v rovnovazné
poloze.

, - - 1
V:—/Fpole~ds:—/—kze’;~dz:§kd2
0

Nynf tedy vime, co to potencidlni energie je a jak se dd (vucéi danému ref-
erenénimu bodu) v zadaném poli urcovat. Na prvn{ pohled bychom mohli byt
spokojeni a tuto kapitolu uz opustit. Nicméné bystré ¢tenéfe jisté napadne tato
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otazka: ve vSech ptipadech jsem se pohyboval pouze po pifimce - tim jsem vy-
nalozil urc¢itou praci W a presné o tuto hodnotu vzrostla potencidlni energie V.
Ovsem co kdybych se pohyboval po jiné trajektorii? Tim by se mohlo zménit i
mnozstvi prace W, které jsem musel vynalozit! M4 tedy vibec smysl zavadét
pojem jako ”potencialni energie”?

Vezméme si urcité pole a v ném dveé ruzné trajektorie v, vz, jejichz poc¢dtecni
bod je stejny a koncovy bod taky. Pii pfesunu po kiivce 1 budeme vykoname
praci Wy proti silam pole. Podobné pii pfesunu po kiivce o vykondame préaci
Wy. Je zjevné, ze pokud Wy # Ws, pak pojem jako ”potencidlni energie” nedava
dobry smysl. Potencidlni energie télesa viuci danému poli by uz nebyla zdvisld
pouze na misté, ale i na trajektorii, po niz se téleso dostalo od referen¢niho
bodu.

Y

o
r
A

Jak je mozné, ze dvé stejné télesa maji stejny pocatecni a koncovy stav, ale
pii presunu po jedné kfivce jsem vykonal vice prace, nez pii pfesunu po jiné
kiivce? Kde by se ztracela energie? Ve skutecnosti se energie neztrati, pouze se
rozptyli do prostred{ (tFeba jako neuziteénd forma tepla, vznikajici pfi tieni o
podlozku).

My se budeme zajimat pouze o takova silové pole, ve kterych k podobnym
ztratam energie nedochézi - kde se energie zachovava. Takovym polim budeme
tikat konzervativni pole. Plati pro né, ze soucet kinetické a potencialni energie
systému musi byt v kazdém okamziku stejnd, tj. T+V = konst.. Lze to napsat i
jinak: AT = —AV, coz mé vyznam, Ze kineticka energie systému vzroste pravé
o tolik, o kolik poklesne potencidlni energie.

Jak si takovy systém predstavit? Uvazme napiiklad jednoduché kyvadlo s
nehmotnym zivésem. Polozme potencidlni energii rovnou nule v misté, kde je

cvvs

cvv

vzdy stejnou rychlost (V = 0,7 = max.). Duvodem je fakt, ze soucet T+ V se
nemeéni.

Nabizi se prirozend otdzka: jak o daném silovém poli rozhodnout, zda je
konzervativni, ¢i nikoliv? Zkusme tedy predpokladat, ze pole je konzervativni
a uvazme, ze se s télesem pohybujeme po uzaviené kiivce v. Protoze je téleso
na zacatku i na konci pohybu ve stejném stavu, tak by celkova vykonand prace
meéla byt nulové. (na ¢dsti drahy jsme konali préci my, na jiné ¢asti drédhy nam
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energii naopak vrétilo pole). Jinak by doslo k disipaci energie nebo k porusen{
zakona zachovani energie. Mélo by tedy platit:

Wiy = ffﬁpole ds =0 (24)
¥
Zde provedu trochu ”podvod” a zbabéle se odkazu na Stokesovu vétu vek-
torové analyzy, aniz bych provedl jeji dukaz. Podle ni pro kazdé vektorové pole
F = F(7) : R® = R3 a pro kazdou plochu S s hrani¢ni kiivkou v plati nasledujici
identita:
. ;:/(vXﬁ)-die
v S

kde symbol dS znaéf diferencidlni element plochy ve sméru normaly k plose
S (namifeny smérem ven z plochy). Na plochu S jsou kladeny naroky, aby byla
jednoduse souvisld, dostatecné hladka a aby sama sebe neprotinala.

Strucné feceno, diky Stokesové vété muzeme vztah (24) piepsat na:

— —

Winy = /—(V X Fpote) - dS =0
5

Ma-li byt silové pole konzervativni, musi posledni rovnice platit pro trajek-
torie kiivky v a pro vSechny pfislusné plochy S, coz lze splnit, jen pokud

V x ﬁpole :6

neboli po slozkach

F F, OF. F, OF F,
(82_89 %_& ay_af”):(070’0)

Jedna se vlastné o trojici podminek:

OF, OF,  OF, 0F,  0F, OF, 5)
Ay 0z’ 9z Oz’ oxr Oy
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Pokud je pole konzervativni, musi tyto tfi vztahy platit. A naopak: pokud
vztahy plati, pole je nutné konzervativni. Mdame tedy pomérné jednoduchy
recept, jak zjistit, zda je pole konzervativni, ¢i nikoliv.

Piiklad: Ovéreni, zda Newtonovské gr. pole je potencidlové

Mame ovérit, zda je gravitacni pole potencidlové. Vezméme jeho predpis:
F=-G "%w €. Vidime, ze abychom mohli ovéfit, zda naSe trojice podminek
plati, budeme si muset tento vztah pfevést do kartézskych soufadnic. To neni
piilis tézké provést: ve jmenovateli se zbavime r? takto: 72 = 22 + ¢y + 22
Déle radialni jednotkovy vektor €, muzeme rozlozit do kartézskych slozek jako
€ = Teg + YLey + Zél = \/362;”1/2“2 € + \/x2+?/y2+22 €y + \/x2+2y2+zg ¢€,. Tohle
v8echno tedy dosadime, abychom se zbavili radialni zavislosti a dostali pusobeni
gravitacniho pole v souradnicich x,y, z:

- (G mMzx mMy mM z >
(a2 + 42 +22)7

F= FmaF;Fz = )
( y ) (m2—|—y2+22)% (J;2+y2—|—z2)%

Pokud si ddme tu préci a dosadime do (25), uvidime, ze vechny tii vztahy
jsou splnény. Skutecéné - gravitacéni pole je polem konzervativnim! Podobné
vS8echna ostatni pole, ktera jsme v této kapitole uvadéli - neni nic tézkého to
OVérit.

Uvazme néjaké silové konzervativni pole a objekt, ktery se v ném muze
pohybovat. Pro takové pole jisté plati, pfi pfesunu z bodu A do bodu B nezavisi
na konkrétni draze, po které se vydam. Lze tedy jednoznacéné definovat néco,
¢emu fikdme potencialni energie V. Predstavme si nyni, ze neni znadm piedpis
pro silové pusobeni, ale misto toho je zadéno, jaka je potencidlni energie daného
télesa v kazdém bodé prostoru. Jinymi slovy: bude zndma funkce V = V(7).
Lze odtud ur¢it, jak vypada explicitni predpis pro silové pusobeni F=F (7) ?
Odpovéd znf ano, a je déna velmi jednoduchym vzorcem:

F=-VV (26)

Pravou stranu muzeme rozepsat podle vztahu (23):

-VV = —V( - /dem + Fydy + dez) =V / Fpdx + Fydy + F.dz

Integral a gradient jsou vzajemné zaménitelné. Apliujeme-li gradient na
soucet uvnitt integralu, dostaneme:

oF,  OF,  OF.
_VV = ( 8x dl‘+ Edy—f' 8x dZ, /... 3 /... )

Protoze je pole konzervativni, plati podminky (22), a tedy muzu parcidlni
derivace v pfedchozim vztahu nahradit:
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oF, OF, OF,
—-VV = (/ o dx + 3y dy+Edz7 / , / >

Avsgak integrand u prvniho integralu neni nic jiného, nez totdni diferencidl
dF,. Podobné druhy a tfeti integrand jsou ve skutecnosti totalni diferencidly

dFy,dF,. Mdme tedy:
vV = (/de,/dFy,/sz>

Kazdou ze slozek vektoru lze zvlast vyintegrovat:

~VV = (F,,F,,F,)=F.
Tim jsme vychozi vztah dokazali!

Piiklad: Urceni silového pusobeni na objekt na zakladé znalosti
jeho potencialni energie v silovém poli

Zkusme nyni tento jednoduchy vztah aplikovat tFeba na ptiklad elektrostat-
ického pole rovnomérné nabité nekoneéné vélcové plochy. Uvazme nabité téleso
0 naboji ¢ s potencialni energii, ktera je vné valcové plochy definovand vztahem
V =¢ZRIn %, kde d je vzdalenost od osy z, R je polomér véalcové plochy. Jak
odtud uréit silové pisobeni F = ﬁ(f’) na tento nabity objekt?

Pokud neumime pocitat gradient v kiivo¢arych soufadnicich, je potieba si
predpis prevést do souradnic kartézskych. Na to nam staci si uvédomit, ze
d= /22 + 92, a tedy

R

Piislusnd elektrostaticka sila se spocitd podle vztahu (23) jako:

V =¢ZRIn
€

- o R
F=-VV=-V|[¢g—Rln —
(qf \/x2+y2>

Po prislusném zderivovéani a algebraické ipraveé:

_ o T o y
F=(¢g—-R————, ¢—R———~, 0
(qe x? + y? qe x2 +y? >
Vevniti vidime opakujici se vyraz 22 + 32, o kterém ale vime, ze lze piepsat
jako d2. Nic ndm nebréni vytknout véechny konstanty z vektoru:

- oc R
F=q——(x,94,0
¢ 2 (2,9,0)
Pokud chceme, muzeme si jesté uvédomit, ze v cylindrickych souradnicich
je vektor (x,y,0) totozny s vektorem d - €,

o, cR
F=qg—=¢,
qe d6
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12 Hamiltonuv princip nejmensi akce

Zakladnim problémem varia¢niho poctu je extremalizovat funkciondly - tj. hle-
dat takovou kiivku y = y(x), pro niz ¢islo I = [ F(z,y,y’)dx bude (lokdln¢)
co nejmensi/nejvétsi. Pro¢ potfebujeme takovou tlohu fesit? Motivace mohou
byt v principu dvé ruzné:

1) V konstrukei urcitého experimentu méme volnou ruku. Kazdy experiment
ale néco "stoji”. A kdyz uz vynaklddame prostiedky pro jeho realizaci, chtéli
bychom z toho vytézit maximum. Proto je vyhodné, abychom néjakou situaci
geometricky usporddali tak, aby néjakd veli¢ina byla co nejmensi/nejvétsi. Nage
motivace je zde tedy pouha optimalizace.

2) Pifroda samotnd se chovd tak, ze néjakou velicinu extremalizuje. V
takovém piipadé neméme volnou ruku - dany jev nastane pravé jednim zpusobem.
My si sice muzeme v hlavé predstavit desitky jinych zpusobt, jak by situace
mohla probéhnout, jenze ptiroda neni povinnd #idit se podle nasich pfedstav. Na
druhou stranu je to pro nés jistda vyhoda - pfiroda dany jev provadi spontanné
sama, my se nemusime snazit. Pokud pfiroda urcitou veli¢inu extremalizuje,
déava nam to do rukou moznost, jak predpovidat jeji chovani. Nase motivace je
zde tedy predpoved jeviy, které spontdnné probihaji samy.

Pripomenme si urcité priklady z obou moznosti:

1, a) Problém krélovny Dido, kterd zaklddala Kartdgo - jeji snaha ohranic¢it
mésto tak, aby pfi dané délce hranice zaujimalo mésto co nejvétsi plochu.

1, b) Problém brachystochrony - snaha postavit drahu takovou, aby po ni
kuli¢ka sjela z bodu A do bodu B co nejrychleji.

V obojim piipadé slo o umélé pozadavky, které jsme kladli ve snaze néco
optimalizovat. Nebylo to néco, co by se délo samoziejmé, spontanneé.

2, a) Bubliny tvofené z mydlovych blan zaujimaj{ ptirozené takovy tvar,
aby jejich povrchové napéti bylo co nejmensi. To nastane tehdy, pokud povrch
bubliny je minimélni. Pokud tedy chceme védét, jak bublina bude vypadat,
musime si v hlavé pfedstavit vSechny mozné bubliny a z nich vybrat tu, ktera
m& minimalni povrch.

2, b) Fermatuv princip - svételné paprsky se §if{ tak, ze pokud leti z bodu
A do bodu B, urazi tuto drahu za nejkratsi moznou dobu. Pokud tedy chceme
predpovédét, jak se svétlo bude chovat, predstavime si vSechny mozné drahy,
kudy by hypoteticky mohl paprsek letét, a vybereme tu, kde je doba letu paprsku
nejmensi.

V obou téchto piiklach se vlastné snazime predpovédét, jak urcita fyzikalni
sitauce bude vypadat.

Zakladnim uhelnym kamenem celé fyziky je mechanika. Piedstavme si, jak
mocny nastroj bychom méli k predpovidani nejruznéjsich fyzikalnich déju, kdy-

93



bychom nasli néjakou univerzalni velicinu, kterou se piiroda snazi extremali-
zovat! Mnozi védci se snazili pravé takovou veli¢inu najit. Abych se ptiznal,
kdybych zil v dobé téchto lidi, pfislo by mi jejich snazeni trochu jako utopie.
O to vic mé piekvapuje, ze takova veli¢ina se skutecné nagla! Rikd se ji akce.
Definujme ji nejprve jen velmi abstraktné, aniz by méla néjakou piimou souvis-
lost s fyzikou. Bude se jednat o pouhy matematicky konstrukt.

Uvazme tedy objekt v silovém poli s néjakou pocatec¢ni rychlosti. Zajima
nas, co se s objektem bude v tomto poli dit, jak se bude pohybovat - hleddme
uréitou piedpoved. A priori predpokldddme, Ze objekt si pro pohyb vybere
takovou trajektorii, na které se bude extremalizovat néjaka veli¢ina. Oznac¢me
si tedy tuto novou veli¢inu ”S” a fikejme ji akce.

S:/Ldt

L je zde néjaké obecnd funkce, jejiz konkrétni tvar se lis{ pro ruzné trajekto-
rie. Je ovSem dobré ujasnit si, na ¢em tato funkce L bude zaviset. Uvazme pro
jednoduchost jako nas prostor, v némz se pohyb bude odehréavat, jako pouhou
ptimku. Pozdéji ivahy provedeme i ve vice dimenzich, ale zatim se drzme ”pfti
zemi”.

Odvozeni Lagrangeovy funkce pro jednorozmérny pohyb
Na piimce je uréitym zpusobem rozlozeno silové pole a nds zajim4, jak se
objekt bude pohybovat - po jaké trajektorii?

Zde se rozumny c¢lovék zamysli a asi si fekne: proboha, co tady feSime?
Pokud nés prostor je piimka, tak je zfejmé, ze trajektorii objektu bude piimka!

Zde bych chtél upozornit na jednu dulezitou véc: pod pojmem trajektorie
si nepredstavujme jenom konkrétni geometrickou drdhu, ale taky i informaci
o tom, v kterém case se objekt na ni kde nachézel. Pfedstavime-li si pohyb
po primce, i ten lze provést mnoha zpusoby. Treba volny pad se urcité 1isi od
rovnomeérného primocarého pohybu, prestoze se oba objekty pohybuji po stejné
piimce.

Nase funkce L tedy asi bude zaviset jednak na ¢ase, jednak na souradnici na
této piimce (oznacime si ji ). Dokonce povolime jesté i zavislost na rychlosti
objektu v daném misté - zdvislost na 2z’ = Cfi—f. Vime tedy, ze L = L(t,z,z’).

Mame tedy néjakou abstraktni veli¢inu, zvanou jako ”akci”, kterd je defino-
vana zahadnym predpisem
S = /L(t, x, 2 )dt (27)

Zahadnd je zejména v tom smyslu, ze pod funkci L si neumime piedstavit
nic moc konkrétniho. Je to néjakd abstraktni funkce, ktera se lisi pro kazdé
konkrétni silové pole a pro kazdou trajektorii v ném zvolenou. Jak by néco tak
abstraktntho mohlo popisovat v8echny ruznorodé jevy v klasické mechanice?
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Pokud to bude fungovat, bude se to jevit skoro jako zazrak. Zkusme tedy na
chvili predpokladat, ze vesmir z néjakych pro nas zatim zahadnych duavodu
chce minimalizovat akci. Zkusme tomu véfit a podivejme se, co by z toho
vyplyvalo a zde by néco takového mohlo byt viibec v souladu se starymi dobrymi
pohybovymi zdkony Isaaca Newtona.

Matematicky vzato se nejednd o nam neznamy tikol: chceme extremalizo-
vat funkciondl (27), kde uvniti integralu je funkce L = L(t,x,2’) s nezdvislou
proménnou t a zavislou proménnou x. Musi tedy platit Euler-Lagrangeova

rovnice:
OL _d (0L
dr dt\ox' )

8L: d((’?L) (28)

neboli

dx — dt \ ox'
Pokud tato rovnice ma popisovat chovani né¢eho redlného, musi byt v souladu

s Newtonovy zakony pohybu. Zkusme tedy onu slavou rovnici F = ‘é—f nahlédnout
v piredchozim vztahu.

e Pokud clen vlevo mé byt skutec¢né sila F , lze urcité prepsat do podoby

f%—‘;. Integraci zjistime, ze zahadna funkce L by tedy méla byt tvaru

L = —V + ¢, kde ¢ by nemélo explicitné zaviset na x.
e Na pravé strané bychom zase radi vidéli ¢len %ﬁ. Hodilo by se tedy
ztotoZnit p = ma’ = %. Po integraci zjistime, ze L = %mx’Q +d=T+d.

Funkce L by teda méla byt tvaru T'+d, kde d by nemélo explicitné zaviset
!/
na z'.

e Zkusme spojit dvé piredchozi uvahy a tict, ze L =T — V. Protoze T #
T(x),V # V(z'), uvedend funkee vyhovuje.

Pro jednorozmérny pohyb jsme tedy v kartézskych soutadnicich nalezli in-
tegrand L uvnitt funkcionalu akce. Pro jakykoliv pohyb po pfimce tedy umime
najit pohybové rovnice tim, ze se budeme snazit minimalizovat hodnotu akce
S = [ L(t,x,2")dt, kde hodnotu L uréime jako T — V.
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Odvozeni Lagrangeovy funkce pro tfirozmérny pohyb v kartézskych
soufadnicich

Pochopitelné, pohyb po piimce neni prilis zajimavy a ani zdaleka nevycerpava
bohatost a rozmanitost vsech jevi, které se mohou odehravat. Proto budeme
chtit tento vztah zobecnit. Zkusme nyni piejit do trojrozmérného svéta. Reknéme
tedy, Ze mame tieba pohybujici se ¢dstici podrobenou silovému pusobenti jistého
konzervativniho pole (tfeba gravitaéniho, elektrostatického, ...). A zajimd nés,
jak se tato ¢astice bude pohybovat. Nase hypotéza zni, Ze se bude pohybovat
tak, aby akce

SZ/L(t7x,fﬂ’7y,y',z,Z’)

byla minimélni. A pokud to tak opravdu je, jaké zdvislosti x = z(t),y =
y(t),z = z(t) bychom meéli zvolit? Predstavme si na chvili, ze zafixujeme
zévislosti y = y(t),z = z(t) a ponechdme volnost pouze ve vybéru zédvislosti
x = z(t). Piitom tato volnost zde opravdu zustane, protoze jak jsme fekli
- poloha ¢éstice ve vSech trech osich je navzijem nezavisld a neexistuje mezi
nimi zaddnd vazbovd podminka. Jakou funkci = z(t) zvolit, aby akce byla
minimAalni{?

Zjevné musime opét fesit rovnici (28). Otdzka zni, pro jakou funkeci L
je pozadavek minimalnosti funkce ekvivalentni s Newtonovymi pohybovymi
zékony? Zkusme si tipnout a vzit (stejné jako minule) funkei L =T — V.

or _ov_d(or ov
ox dr  dt\dx' Oz’

Abychom zjistili, zda tento vztah plati, musime si vzpomenout na vzorce pro
potencialni a kinetickou energii. V minulych dvou kapitolach jsme odvodili, ze:

P .s . - ov ov
e Pro potencidlni energii plati vztah VV = —F = 7~ = —F,, 55 =0.
" . 2, 92, 2
e Pro kinetickou energii zase T = Sm(a'" +y/"+2'") = 4L =ma’, 4L =0

Po dosazeni do predchoziho vztahu vidime, ze:

F, = —mz' = ma”
Tt

To je vsak Newtonuv zdkon pro z-ovou slozku. Na zac¢atku naseho odvo-
zovani jsme fekli, ze pohyb ve v8ech slozkéch je naprosto nezavisly - tudiz stejny
vysledek dostaneme i pro ostatni slozky. Soustava rovnic

oL _d(oL\  OL_d(oL\ oL _d (0L
ox  dt\ox')’ oy  dt\oy' )’ 0z dt\0z' )’
pro funkci L = T — V vede k nalezeni pohybovych rovnic a tento postup je
naprosto ekvivalentni s pouzitim Newtonova zakona sily.
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Odvozeni Lagrangeovy funkce pro tfirozmérny pohyb ve zobecnénych
soufadnicich - bez zavislosti na Case

Ted, kdyz vime, 7e jak extremalizovat akei vyjadfenou v kartézskych souradnicich,
budeme chtit totéz provést v soufadnicich zobecnénych. Pocet zobecnénych
souradnic muze byt libovolny - feknéme, Ze to jsou soutadnice qi,qs, ..., qn-
Méjme tedy akci

S:/L(taQLQQa“'aqnaqi?qIQa"'7q1/q,)dt

a tu se snazme minimalizovat. Protoze po zobecnénych soufadnicich pozadujeme,
aby byly nezavislé, tak hledané zavislosti ¢g1 = q1(t),q2 = g2(t), ..., ¢n = gn(t)
povazujeme téz za nezavislé - nemam mezi nimi zadnou vazbu. Pii extremal-
izaci tedy muzeme postupovat tak, ze vSechny zavislosti prikdzu kromé jedné
konkrétn{ ¢,, = ¢mn(t). A pro tuto jednu soufadnici se budu snazit provést
extremalizaci vybérem vhodné zavislosti. PouZiju opét (ne piekvapivé) Euler-

Lagrangeovu rovnici:
oL i oL
0¢m  dt \ 0q,’

Nesmime poustét ze zietele fyziku: tato rovnice by méla byt v néjakém
smyslu rovnocennd s Newtonovym zakonem sily - a to by rozhodné neplatilo
pro kazdou funkci L. Vybér L =T — V v kartézskych soutadnicich fungoval, a
jak si hned ukézeme, bude fungovat i ve zobecnénych! Dosadme a podivejme
se, co z rovnice plyne:

(29)

Om — Ogm  dE\Ogn’  Ogm

Upozornujeme, ze indexy v zavorkach zde zavadime pro pozdéjsi lepsi ori-
entaci. Kvuli kompaktnéjsimu zapisu preznacme x — x1,y — x2,2 — x3. Nez
zactneme cokoliv pocitat, musime si uvédomit, které veliciny zavisi na kterych.
Podivame-li se do predchoziho vztahu, budeme derivovat podle zobecnénych
soutadnic, zobecnénych rychlosti a ¢asu. Musime si tedy uvédomit, co na nich
zavisi a co nezavisi.

arm v @ d(aT<3> av<4>>

® T = xi(qlan7 7qn)
o 1/ = 37/((11,%'7Q2,QQ'-~-,C]mqn/)

To, co nyni chceme udélat, je dokazat, ze ptedchozi rovnost plati nezavisle na
konkrétnim silovém (konzervativnim) poli a konkrétnich soufadnicich. Uréime
si tedy jednotlivé ¢leny (1) az (4) v predchozim vztahu.
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e Clen (1):

oz, 3 d [ Ox;
X i @ i
O m;xz dt(c?qm)

3
M-
o

or 0 (1 < 2 1 < 9
aqm—aqm(zm;” )_2@8@

=1

e Clen (2):

oV dx; o0x;
an ZZ 0T qm T ;F dm

e Clen (3) bez casové derivace:

oT 0 1 1 0 ox;
Oqm! O’ (szsc/?) - 5771.28617 @i mz O’ (Z 8; /> -

(20 =3 (5 22) (3 ) ) -

=1

o3 (S ) o) <y

i=1 i=1

n3 (3 g 52

Tim pddem vychdzi clen (3):

HCORON(CAREDY =

e Clen (4):

o, L AV _,
g’ dt\ 0qn' )

Cleny (1) az (4) dosadme do rovnice (29):

mZ (8@) ZF‘%: idt(axz)z+mza

Prvni ¢len nalevo a napravo jsou stejné, mohu je tedy od obou stran rovnice
odecist:
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St - o
i_
V této rovnici vSak mohu nahlédnout Newtonuv zakon sily. Ten mohu ve
slozkéch napsat jako F; = max;”, coz mohu prenésobit vyrazem g;" a poscitat
pres i = 1,2,3. Tim dostanu pfesné minulou rovnici.

Pokud se ¢tenéar prokousal témito nepiijemnymi vypocty az sem, stoji za to
shrnout, co jsme vlastné dokazali.

Na zacatku jsme predpokladali, ze mame akci tvaru

S = [L(t,q1,41, 92, @b s Gn @y )dl, cOZ je z matematického hlediska funkciondl.
Zafixovali jsme vSechny vstupni funkce ¢1 = q1(t),q2 = q2(t),....,qn = gn(t)
kromé jediné - kromé funkce g,,(t) = ¢m(t). A pak jsme hledali funkci ¢, =
gm (t) takovou, aby pro ni zminény funkciondl byl co nejmensi. A akce je mini-

malizovana, jen pokud plati rovnice BOL = % ( a(?;L ,)
m

Dosud se jednalo o ¢isté matematické uvahy, nemajici s mechanikou nic
spolecného. Poté ale jakozto fyzici pozadujeme, aby splnéni této rovnice bylo
ekvivalentni Newtonovu pohybovému zakonu. A nevime, jaky tvar mé nase
zéhadné funkce L mit, abychom tomuto pozadavku dostédli. Nasim tipem bylo
zkusit L = T — V. A pravé pro tuto volbu jsme ukazali, ze nas fyzikalni
pozadavek je splnén. Podobnou uvahu bychom mohli provést i pro jiné zobecnéné
soufadnice, nez jenom pro m-tou soufadnici. Celkové tak mame n diferencialnich

rovnic g(i = C‘lit( ) pro indexy 1,2,.

Poznamejme, ze jsme celou dobu predpokladali, ze v pfevodu mezi soufadnicemi
nevystupuje ¢as jako proménné: x; = z;(q1, q2, ..., ¢n) # =i(t). Tento predpoklad
nemusi byt splnén, pokud uvazime takové zobecnéné souradnice, které se vuci
tém kartézskym pohybuji (naptiklad souradnice spojené s rozj zdeéjicim se vlakem).
V takovém piipadé by uz neplatilo, ze z Zk 1 gg; gy, coz jsme pouzili
v dukazu na mistech oznacenych =,. Dﬁkaz by uz tedy nebyl platny. Ve
skutecnosti by ale volba L = T'—V fungovala i pro takové soufadnice, jenom by
dukaz musel byt modifikovdn - muselo by se pouzit, ze 2} = >} _; gg: q, + 8’“.

Pokud vsak pfevod mezi soutadnicemi nezavisi na ¢ase, nezavisi na ném ani
kinetickd energie T. Protoze pole je staciondrni, musi i potencialni energie V'
byt nezavisld na ¢ase. Proto funkce L. = T — V téz nezavisi na case, a pfi
minimalizaci akce je tedy mozno pouzit Beltramiho identitu L — ¢;5 6L =C.V
takovém piipadé fikame, ze systém ma tzv. integrdl pohybu.

Budeme odted funkei L ifkat Lagrangeova funkce nebo téz lagranzian.
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13 Hledani pohybovych rovnic pomoci Hamiltonova
variacniho principu
Piiklad: Pohyb kamenu v homogennim tihovém poli
Zkusme si predstavit situaci, kdy nékdo vyhodil z bodu Az 4, y4, z4] kdmen,
ktery se pohybuje v homogennim tihovém poli a za dobu T doletél do mista
Blzp,yB, 25]. Zajimalo by nés, po jaké trajektorii se pohyboval.
Z

- Fg

= X

V této konkrétni tloze se vyplati pracovat v kartézskych souradnicich. Navic
si véimnéme, Ze bez ijmy na obecnosti muzeme fict, ze y4 = yp = 0 a tlohu
prevést na dvorozmérnou.

Abychom mohli sestavit pohybovou rovnici, musime urcit kinetickou energii

T a potencidlni energii V' letictho kamenu. Kineticka energie je dand vyrazem

1 12 12 /. .z , . . 3 ’ 3 .

T = sm(z"” + 2'7), zatimco potencidlni energie je v homogennim tihovém poli
rovna V = mgz. Odtud muzeme urcit Lagrangeovu funkci:

1
L=T-V= im(x’2—|—z’2) — mgz

Ted uz muzeme sestavit dvé Lagrangeovy pohybové rovnice:

8L:d(8L> = Ozi(maj’) = 0=2"

dx — dt \ 9z’ dt
@—i 671/ = _ _i( /) = P /]
0z  dt\ 0z mg_dt me 9==

Dvojitou integraci téchto dvou pohybovych rovnic ziskdme explicitni zavislost
T a Z na case:

1
r=at+ [ z:—igt2—|—'yt+5

a, 3,7, 0 jsou zatim neznamé integra¢ni konstanty. Vyjadiime-li z prvniho
vztahu t = % a dosadime do druhého vztahu, dostaneme z vyjadiené explic-
itné pomoci x, a tedy tvar trajektorie:

2
z:—;g(x;6> +v($;ﬁ)+5
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To je evidentné kvadraticka zavislost vzhledem k x, takze kamen se pohybuje
po parabolické trajektorii. Musime vSak jesté najit vhodné konstanty «, 3,7, d,
aby byly splnény okrajové podminky tlohy. Vime, ze v ¢ase t = 0 je poloha
kamenu [z 4, z4], zatimco v ¢ase t = T je jeho poloha [zp,zp]. Odtud tedy
ziskame dvé podminky pro kazdou soufadnici:

ra=8 zp=al+f

24=20 ZBz—%gT2+7T+5
7 téchto rovnic muzeme zjistit hodnotu integracnich konstant:
TB —Ta
===
Tim je tloha zcela vyfesena.

zp—za 9T

J =
T 9 ZA

Bzan Y=

Piiklad: Kmitani linearniho harmonického oscilatoru

Dalsi problém, ktery budeme fesit, je pohyb linedrntho harmonického os-
cilatoru, jehoz silové pusobeni je déno vztahem F = —kz, kde k je néjaka
konstanta (pokud je oscildtorem pruzina, nazyva se toto ¢islo tuhost pruziny).
Uvazme, ze v ¢ase t = 0 se oscilator nachazi v poloze x4, v ¢ase t = T se os-
cilator nachazi v poloze . Nasim tkolem je zjistit, jak se v zavislosti na case
oscildtor pohyboval.

X 0 (rovnovazna poloha)

Potencidlni energii spoéteme jako V = — [Fdz = — [(—kz)dz = Lka?
(integracni konstantu zde psit nebudueme, neb nemd fyzikalné zddny velky
vyznam, jednd se jen o posouvani nulové hladiny energie). Kineticka energie se
spocte jako T = %mx’ ?. Odtud miZzeme sestavit Lagrangeovu funkeci:

1 1
L:T—V:§mx’2—§kx2

Toto dosadme do Lagrangeovy rovnice a ziskdme pohybovou rovnici pro
harmonicky oscilator:

% = i(gjl) = —kz= %(mx') = J;”—i—%x:O

Jednd se o linearni diferencialni rovnici 2. fadu s konstantnimi koefitienty
a nulovou pravou stranou. Charakteristicky polynom pro takovou diferencidlni
rovnici je A2 + % a jeho kofeny jsou ryze imagindrni ¢isla A\; o = :I:\/%i. 7
teorie obycejnych diferencialnich rovnic tedy vidime, ze
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. k k
xr1 =sin4/ —t, Tr9 =cosy/ —t
m m

a obecné Feseni x = x(t) lze vyjadiit jako jejich linedrni kombinace:

m(t):asin\/ﬁt—i—ﬂcosy/ﬁt
m m

V tomto tvaru je funkce naprosto obecnd a mohli bychom s ni byt spokojeni.
Ve skutecnosti vSsak muzeme nahlédnout, ze tato superpozice dvou goniomet-
rickych funkci lze ve skute¢nosti zredukovat na jedinou goniometrickou funkei,
kterd m4 urcitou fézi. Jak to provedeme? Nejprve vytknéme faktor /a2 + 52:

x(t) = \/m(\/c%ﬁ sin \/Et + \/afTW cos \/Et>

Vsimnéme si, ze ted pre-faktory u sinu a cosinu davaji v souctu kvadratu
¢islo 1, jsou tedy nanormované. Ted mohu zavést substituci:

e o? B8
COS Yy = ———— =>sinpg =+/1 —cos2py =4/1— =
%o ot B %o %0 a2 + B2 /a2 1 B2

Tuto substituci dosadme do predchoziho vztahu:

z(t) = \/W( €08 (g sin \/Zt + sin g cos \/Zt>

Ze souctovych vzorcu pak:

k
z(t) = vV a? + f%sin (\/ —t+ @0)
m
Vidime tedy, ze pohyb harmonického oscildtoru je dan posunutou funkci
sinus. Koeficient y/a? + 32 m4 roli maximaln{ vychylky A, zatimco vyraz 4/ %
roli 1ihlové frekvence w. Pohybova rovnice pak prejde do znamého tvaru:
x(t) = Asin(wt + o)

Posledni véc, kterou bychom meéli urécit, jsou neznamé konstanty «, 3. Ty
pochopitelné urc¢ime z okrajovych podminek, ze v ¢ase ¢ = 0 byl oscilator v
poloze x 4, v ¢ase t =T byl oscilator v poloze xg:

[k [k
A =p rg = asiny/ —T + fcosy/ —T
m m

Odtud vyjadiime «, B:
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< B T A
a= — B=za
siny/ET  tan A/ L
m m
Tim je tloha zcela vyfeSena.

Pi#iklad: Pohyb kyvadla v homogennim tihovém poli

Jako dalsi dlohu zkusme vyfesit pohyb rovinného kyvadla (tj. takové, které
kmitd v jedné roving). Reknéme, ze kyvadlo ma hmotnost m a je zavéseno
na nehmotném zavésu o délce [. Pohyb probihd v homogennim tihovém poli.
Predpokladejme, ze na zacatku v ¢ase t = 0 bylo kyvadlo v bodé A, po ur¢itém
case T se octlo kyvadlo v poloze B. Ukolem je urcit, jak pfesné se pohybovalo.

Fg

Predevsim bude vhodné si zavést vhodné souradnice. Pocatek soufadnic
zavedme do mista, kde je bod zavésu, a osu y orientujme proti gravitaénimu
pusobeni. Kyvadlo mé pouze jeden stupen volnosti - k popisu jeho pohybu
by tedy méla stacit jedinad zobecnéna soutadnice. V tomto piipadé je vyhodné
si jako tuto soufadnici zvolit orientovany ihel ¢, ktery je sviran zavésem a
osou y (smérem doprava od osy y ho budeme brat jako kladny). Pfevod mezi
soufadnicemi kartézskymi a tthlovymi zjistime z obrazku:

x=Isingp y=—lcosyp

Abychom uréili kinetickou energii kyvadla T' = zm(a’ 4% ve zobecnénych

soufadnicich, budeme muset nase souradnice nejdfive zderivovat podle casu:

' =lcosyp ¢ y = —lcosp ¢
Odtud tedy vime, ze kinetickd energie kyvadla je v uhlovych soufadnicich
rovna T = %m124p’2. Potencidlni energie v homogennim gravita¢nim poli je
rovna V = mgy, coz pfevedeme obratem do tthlovych soufadnic: V' = —mgl cos .

Protoze uz mame T i V' v uhlovych soufadnicich, muzeme sestavit Lagrangeovu
funkci:

1
L=T-V = QmZQ@’Q + mgl cos

Odtud uz je jen krok k sestaveni Lagrangeovych pohybovych rovnic:

oL d (8L

) d 9 g .
%:ﬁ W) = —mglmrlgo:%(mltp') = <P”+YSIHSD:0
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Posledni diferencialni rovnice se analyticky fesi jen velmi tézko. Proto se

o . . 3 5
zpravidla zavadi zjednoduseni, ze Tayloruv rozvoj sinp = ¢ — & + £ — ... se

vezme pro malé uhly ¢ vezme jen do prvniho fadu, tj. sinp ~ ¢. Dostaneme:

so”+%<p=0

To je ale rovnice po formélni strance naprosto stejnd, jako byla rovnice
harmonického oscildtoru. Okamzité tedy vime jeji feSeni:

@asinﬁt+6cosﬁt

kde konstanty «, 5 by Sly ur¢it z pocateénich podminek. Pokud oznacime
© A, pp uhlovou soufadnici poc¢atecni, respektive konecné polohy, tak by vyjadieni
konstant vypadalo takto:

- B=wa

sin \/?T tan \/?T

Nicméné vzhledem k aproximativnimu charakteru feseni je i tyto okrajové
podminky potieba brat jen piiblizné.

Piiklad: Pohyb kulicky navleéené na rotujici kruhové obruci v
homogennim tihovém poli

Posledni piiklad, na kterém demostrujeme pouziti Hamiltonova principu, je
pohyb kulicky navlec¢ené na kruhové obruci, kterd se otaci konstantni thlovou
rychlost w. Osa, kolem které se obru¢ otdci, je orientovdna ve sméru (ho-
mogenniho) tihového pole, v némz se cely systém nachdz{ (viz obrdzek). Pro
jednoduchost budeme predpokladat, ze nedochédzi ke tfeni. Ukolem je urcit

pohyb kulicky po obruéi v zavislosti na case.
z=z’

Nejprve bychom meéli vhodné zavést souradnice. Bude vyhodné souradny
systém Oxyz umistit tak stfed obruce splyva se stfedem souradnic a osa z
splyva s osou otaceni.
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Prece jen vsak kartézské soutadnice nejsou prili§ ”Sity na miru”, chceme-
li parametrizovat pohyb po otacejici se kruhové obruci. Kartézské souradnice
jsou tri, ale pfi pohybu mam k dispozici pouze jeden stupen volnosti. Bude
tedy vyhodné prejit k néjakym zobecnénym soufadnicim. Zavedeme-li ithlovou
soufadnici ¢ jako na obrazku, vidime, ze se perfektné pro popis pohybu hodi.

Pochopitelné je snadné zavést néjaké souradnice, ale vzdy musime byt schopni
najit pfevod mezi nimi a kartézskymi soufadnicemi - jinak nebudeme schopni
vyjadrit Lagrangeovu funkci v téchto novych soutradnicich. Nastésti v tomto
pripadé prevody skuteéné existuji:

x = Rsin @ cos wt y = Rsinysinwt z= Rcosy

Abychom nyni mohli vyjadfit kinetickou energii T', je potieba zjistit nejdiiv
vSechny kartézské komponenty rychlosti 2,3y, 2’. Toho dosdhneme zderivovdnim
predchozich vztahu:

' = Ry’ cos p coswt — Rw sin p sin wt

y' = Ry’ cos psinwt + Rw sin ¢ cos wt

Z/ = —Ry'sing

Odtud tedy muzeme dostat kinetickou energii T

1 1
T = im(gc'2 1y 427 = émR2(g0’2 + w? sin? )
Potencialni energie kulicky je V' = mgz. Po pfevodu do thlovych soufadnic
mame:
V =mgRcosp

Odtud uz snadno sestavime Lagrangeovu funkci:

1
L=T-V= imRz(go/z + w?sin? ) — mgR cos p

Podle Hamiltonova principu je nyni nasi snahou extremalizovat funkcional
S = [L(t,¢,¢"). Protoze ale Lagrangeova funkce L nezavis{ explicitné na case,
je mozno pouzit pro extremalizaci Beltramiho identitu.

, 0L

L—cp&pl

Po dosazeni:

1
EmR2(<p’2 + w?sin® p) — mgRcos p — mR2p'> = C

Muzeme se pokusit odtud vyjddrit ¢’, abychom mohli provést separaci proménnych:

o = \/w2sin2<p 2—gcosgof 20
R mR?

65



Odtud muzeme separovat proménné a vztah integrovat:

dp

S .

sin? ¢ — —cosgp— e

Tento integral lze spocitat jen velmi tézko (i kdyZz by to pomoci v vhodnych
substituci principidlné §lo) a vynalozend ndmaha by nestdla za to. Navic by
pak jesté vyslednou zdvislost ¢ = ¢(¢) bylo potieba invertovat, abychom dostali
hledany vztah ¢ = (t).

V tuto chvili dlohu opustime.
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14 Hledani vazanych extrému funkci vice proménnych

Ctenaf uz nyni davno vi, ze zdkladnim problémem varia¢niho poctu je snaha
extremalizovat funkciondly. Pro¢ by néas ted najednou mély zajimat vazané
extrémy funkci vice proménnych?

V tuto chvili motivace vubec neni ziejma! Poprosim étendie, aby jednu
kapitolu vyckal a neptal se ”pro¢”. Zatim od této otazky zbabéle utecu a feknu
prosté, ze se jedna o jakousi piipravu pred tim, nez se vrhneme na feseni isoperi-
metrickych tloh.

Predstavme si uzavienou kovovou plochu a na ni maly naboj gq. Plocha
je umisténa do elektrostatického pole a potencidlni energie ndboje je popsana
skaldrni funkei V = V(7). Reknéme, Ze nés zajima, co se s ndbojem bude dit.
Je jasné, ze ndboj nemuze opustit vodi¢, bude tedy uvéznén na ném. Piemist{
se tedy do mista s lokdlné nejmensi potencidlni energii a zustane tam. Otédzka
zni, kde presné to bude.

Z matematického hlediska se jedna o tlohu najit vazany extrém funkce vice
proménnych. Potencialni energie V' je funkci tii soufadnic x, vy, z. Nelze si vSak
vybrat libovolnou trojici souradnic, ale jen takovou, pro niz piislusny bod lezi
na zadané plose. Samoziejmé je potieba znat konkrétni tvar plochy - ten se
zadd rovnici ®(z,y, z) = 0.

Predstavme si napiiklad, ze pole je sféricky symetrické podle néjakého bodu
leziciho vné kovové plochy. Silo¢ary smétuji od tohoto bodu. Na obrazku jsou
cervené znazornény ekvipotencialni plochy takového pole.

V =konst.

Pixy.2)-0

%

Ke kazdé hodnoté potenciélni energie V' (pro dany naboj q) existuje pislusna
ekvipotencidlni plocha. Zvolme néjakou ekvipotencialni plochu v blizkosti zdroje
pole. Poté ménme spojité hodnotu V', ¢imz ekvipotencidlu budeme ”nafukovat”.
Pro urcitou hodnotu V,,,;,, se ekvipotencialni plocha dotkne poprvé dotkne kovu.
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Normaéla ke kovovému povrchu V® mé v tomto bodé stejny smér jako smér
nejrychlejsiho spadu potencidlu, tj. VV - jedno je ndsobkem druhého. Tuto
rovnost muzeme schématicky vyjddiit tak, ze fekneme, Ze existuje redlné ¢islo
A takové, ze:

VV(7) = AV (7)

Tim jsme ziskali nutnou podminku pro nalezeni extrému funkce V = V(7)
podrobené vazbé ®(7) = 0.

Uloha se ndm tedy zredukovala takto: nalezni vektor 7 a redlné ¢islo A tak,
aby platily vztahy:

VV (i) = A\Ve(7), &) =0

Zkusme tlohu zkomplikovat - feknéme, ze funkce je podrobena ne jedné,
ale rovnou dvéma vazbdm - feknéme vazbdm ®1(7) = 0 a Po(F) = 0. Opét
hledejme extrémdlni hodnoty funkce V' = V(7). Pfedpokladejme opét, ze vazby
maji charakter ploch, a navic, Ze se tyto plochy protinaji. Jejich prunikem bude
néjakd kiivka, pojmenujme ji . Hledame tedy vSechny lokalni extrémy funkce
V na této kiivce.

Zkusme si situaci predstavit vizuglne. Misto kovové plochy ® = 0 ted méme
kovovy drat . Opét mame elektrostatické pole, které tvori soustavu ekvipo-
tencidlnich ploch, pro kazdou hodnotu V jednu plochu. Zvolme velmi malou
ekvipotencidlni plochu (takovou, kterd neprotind nasi kiivku 7). Poté ji "na-
fukujme” tim, ze spojité zvétsujeme hodnotu V, dokud se nedotkne naseho
kovového dratu. V misté doytku se zjevné nachézi hledané potencidlové mini-

mum.
V:%—\

%__,__///

/
[/

e
N fq\
=

\

;

R ™
——\

N—

V misté dotyku lze zavést vektor VV, mifici ve sméru nejvétsitho spadu
potencialu, ktery je kolmy na ekvipotencidlni plochu. Stejné tak lze v misté
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dotyku zavést vektor tecny ke kfivce v, oznacéme jej . Je zjevné, ze VV L t.
Zavedeme-li v bodé dotyku rovinu o kolmou k vektoru ¢, pak

VV eao (30)

Bude potieba se zamyslet, jak rovina o vlastné souvisi s vazbami ®; =
0,P, = 0. Zkusme si tedy pfedstavit, ze mdme dvé naprosto obecné plochy
®1, ®, |, které se protinaji v kiivce 7, tj.

v = (Dl n ‘I)Q (31)

Rovina o souvisi s ur¢itou lokalni kolmosti ke kiivce 7. Proto v misté dotyku
budeme obé vazby lokdlné aproximovat te¢nymi rovinami. Ozna¢me tyto roviny
1, ®4. Cheeme-li vyrobit normély k témto rovindm, tak nenf nic snazstho nez
si vzit normaly k samotnym vazbam, tj. vektory V&, V®5. Prunik vazeb -
kiivka «y - pak logicky bude aproximovana prusecnici rovin - pfimkou. Oznaéme
tuto pfimku jakko p. V souladu s predchozim povidanim vidime, ze smérovy
vektor pifmky p splyne s teénym vektorem # ke kfivce v. Vztah (31) tedy lokdlne
pfejde na:

p =) NP, (32)

Cela situace je shrnuta na obrazku vlevo. V pfedchozim povidani jsme
zavedli rovinu o jakozto kolmou na vektor ¢. Nakresleme si tuto rovinu do
obrazku i nynfi - je dokreslena do obrazku vpravo.

Kazdy vektor lezici v o lze zjevné nagenerovat jako linedarni kombinace vek-
tort V&, V®,. A protoze vektor VV musi lezet v roviné o - viz vztah (30)
- tak zcela jisté lze i tento vektor nagenerovat pomoci V&, V®,. Urcité tedy
plati rovnost:
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VV(7) = M VD, (7) + Ao Vbs(7) (33)

Celkové lze tlohu preformulovat takto: chceme nalézt vektor 7 a redlné ¢isla
A1, A2, aby byly splnény rovnice:

VV () = MVOL(F) + AoV P(7),  ©1(7) =0, () =0

Ulohu zkusme jesté déle zobecnit: predstavme si nyni, Zze nase funkce V
uz “nezije” v prostoru R3, ale rovnou v R”. Ddle si piedstavme, Ze v tomto
prostoru mame zadanych k vazeb ®(7) = 0, &3(7) = 0, ..., P (7) = 0. A opét
hledejme lokalni extrémy podrobené vSem témto vazbam. Jak tuto tlohu fesit?

Pro nase ticely se bude hodit, abychom zobecnili pojem gradientu 3-rozmérného
prostoru (7 = (z,y, z)) na n-rozmérny prostor (¥ = (x1, z3, ..., T,)) zpusobem

UV <8V ov 8V)

Oxy’ Oxs’ 7 Oxy,

Pak totiz lze vztah (33) 1ze zobecnit ndsledujicim zptsobem:

VV(F) = )\1V<I>1(F) + AQV@Q(F) + ...+ Akvfbk(F)

neboli zkracené

k
TV () = 3 AVai() (34)

To ndm spolecné s vazbami ®4(7) = 0, Po(7) = 0, ..., () = 0 davé sous-
tavu jedné vektorové a k skaldrnich rovnic. Pokud si dame tu préci a tuto sous-
tavu vytesime, ziskdme nezndmy vektor 7 a nezndmou k-tici ¢isel A1, Mg, ..., Ag,
¢imz ilohu vyfesime.

Poznamenejme, ze neznamym cislum A1, Ao, ..., A se fika Lagrangeovy mul-
tiplikatory.

Déle bych chtél, abychom si na tomto misté uvédomili jednu dulezitou véc.
A¢ nas priklad spocival puvodné v tom, ze jsme hledali kartézské souradnice
bodu, kde se usidli ndboj, tak ve skute¢nosti jsme z ryze matematického hlediska
vyfesili mnohem 8§irs{ tlohu. Funkce V' = V(z1,z3,...,2,) nemusi totiz byt
povazovana pouze za zavislost potencidlni energie na poloze, ale za naprosto li-
bovolnou funkci n redlnych ¢isel, vibec se nemusi jednat o kartézské souradnice!
Stejné tak vazby ®i(x1,x2,...,2,) = 0,..., Pg(z1, T2, ..., z,) = 0 se vztahuji na
tuto ruznorodou n-tici redlnych veli¢in. Ano, v naSem motivacnim piikladé se
jednalo o kartézské souradnice. To v8ak jen proto, abychom si nasi metodu mohli
hezky ilustrovat. Mam totiz za to, ze v tomto pripadé ndm geometricky vhled
do situace vyrazné ujednodusil snahu pochopit ”podstatu véci”, aniz bychom se
utopili v matematickych detailech. Jednalo se tedy o jakousi berlicku. Kazda
berlicka mé4 vsak jen omezené vyuziti a pravé ted nadesla chvile, abychom se
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rozloucili s pfedstavou n-tice kartézskych soufadnic a nahradili ji obecnou n-tici
¢isel. Vektor 7 pak budeme zkratka vnimat jako tuto uspoirddanou n-tici.

Matematicky korektnéjsi odvozeni vztahu (30) najdeme napiiklad v knize
Matematika pro fyziky od J. Kopacka, popiipadé v knize Matematicka analyza
od V. Jarnika. Je tfeba dodat, ze aby odvozeni fungovalo, nesmi byt vazbové
podminky degenerované (napiiklad ze by splyvaly, apod.).
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15 Isoperimetrické ulohy s pevnymi konci

Ctenéf si jisté vzpomind na zapeklitou tlohu kralovny Dido v 1. kapitole. Slo v
ni o to, abychom maximalizovali plochu mésta, byla-li zadana délka jeho hranice
(na sousi). Dva ndhodné pokusy o volbu hranice jsou na tomto obrazku:

y1=yi(x)
sous

¥ y
Ulohu jsme ponékud trikové sice vyfFesili (FeSenim byla pulkruZnice), ale
pfece jen bychom radi méli zbrané, které nam umozni dostat se k feSeni vice
systematicky. Ukolem této kapitoly bude tyto zbrané nalézt.

Pripomenme si formalni zadani nasi dlohy:
Hleddme dvé redlnd ¢isla x4, zp a funkei y = y(x) takovou, ze:

1) s= ajfB\/l—i—(y’)zdx:L

2) S = fo(fr)dx = Smaz

A
Abychom do feSeni tlohy nesko¢ili rovnou ”po hlavé”, zkusme pro jednodu-
chost ted jesté predpoklddat, ze &isla x4,z jsou zndmé. Takovym tlohdm
budeme ftikat tlohy s pevnymi konci. Tim se situace trochu zjednodusila,
nicméné tloha se stale jevi "nedobytné”.

Samozfejmé se ale nechceme omezit jen na tuto jednu ulohu - rddi bychom
uméli fesit mnohem §ir§i spektrum tloh. Formulujme tedy ted tlohu trochu
obecnéji:

Pro dvé zndm4 ¢isla x 4, 2 hleddme funkci y = y(z) takovou, ze:

1) K= [ E(z,y,y')dz =1
TA
2) I= f F(x’y7y/)dx = Imax (nebO Imzn)

TA
To je obecné formulace isoperimetrickych 1loh s pevnymi konci. Poznamene-

jme, ze v nasf konkrétn{ tloze mame E(x,y,v') = /1+ (¢v')?, F(z,y,y) =y

Provedeme nyni trik a tlohu si hodné zjednodusime: namisto spojité difer-
encovatelné kiivky y = y(z) uvdzme prosté jen poslupnost bodu [z, yol, [z1, ¥1],
[€2,92], ..y [T, Yn]. Pro jednoduchost uvazme, ze x-ové soufadnice téchto bodu
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budou ekvidistantni (tj. z; — x;-1 = Ax = *E-%A pro vsechna piipustnd
i). Déle samoziejmé musime provést ztotoznéni [xo,y0] = A, [Tn,yn] = B.
Tento postup diskretizace by ndm mél byt povédomy ze 3. kapitoly. Jisté tedy
nepiekvapi, kdyz si z téze kapitoly vypujéim vztahy (4) a (5):

I= kz F(zk, yi, yp) Az, kde y;, = Yk

xr
=1
Kdyz se nyni na ulohu podivame, tak zjistime, ze uz zde nemame prilis
mnoho proménnych, se kterymi bychom mohli hybat:

Hodnoty zg, x,, jsou pevné diky fixaci krajnich bodu A, B, zatimco x1, xa, ..., Ty_1
jsou pevné diky vlastnosti ekvidistantnosti.

Hodnoty g, y» jsou pevné diky fixaci krajnich bodu A, B. Hodnoty y1,y2, ..., Yn—1
jsou zatim proménné. Ty tedy muzeme navolit libovolné. Tuto volbu nyni
provedme.

Hodnoty },45, ..., y;, jsou pevné diky vztahu y; = #2-U a diky tomu, ze
v8echny hodnoty y; uz jsou zvolené.

Celkové tedy mame volnost uz pouze ve volbé realnych c1se1 YLy Y2y eees Yn—1-

Odtud vyplyvé, ze funkcionaly K = Z E(zk, yx, yp,) Az, I = Z F(zk, yi, yp,) Az
k=1
(po diskretizaci vypadajici jako sumy) JSOU zavislé pouze na téchto n—1 ¢islech.

Lze tedy psat:

K:K(ylay27'“7yn—l)7 I:I(y17y25-~-7yn—1)

Jak tedy vypadé nase isoperimetricka tiloha po diskretizaci? Hledame takovou
posloupnost libovolnych redlnych ¢isel (y1, yo, ..., Yn—1), aby byla extremalizovina
funkce I(y1,y2,..s Yn—1) za podminky K(y1,y2, ..., yn—1) — 1 = 0.

Abychom si udélali trochu predstavu, co to znamend, zkusme zvolit tieba
n = 4 ailustrovat si to na problému Kartaga. Nase vazbova podminka K (y1,y2,y3) =
I m& v nasem pifpadé tvar Zi:l V(Az)2 + (yr, — yr—1)% = I. Nemélo by nds
to ani trochu pfekvapovat: ano, hranice mésta musi mit délku [. Na obrazku
vidime piiklady dvou ruznych tvaru mést, které zminénou podminku spliuji.
Z prvniho mésta jsme vytvorili druhé prosté jen tim, ze jsme hybali s body
Y1, Y2, Y3 nahoru a dolu tak, aby klikatice méla stile délku [. Jak jednoduché!
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A co snaha o maximalizaci funkce I(y1,y2,y3) - odpovidd to snaze o max-
imalizaci plochy mésta? Skutetnd plocha meésta S je dana souctem ploch jed-
notlivych lichobézniki:

S:yo;yle—l—yl;yzAaj+y2;y3Am+y3;y4Am

Uvédomime-li si, ze yg = y4 = 0, pak dostaneme:

S=(y1 +y2+y3)Ax

Funkce I dava:

I'=(y1 +y2+ys+ya)Aa

S védomim, ze y4 = 0 mame:

I'= (1 +y2+y3)dx

Skvélé, vyraz I se shoduje s vyrazem S, a proto I popisuje skute¢nou rozlohu
mésta a ma tedy smysl ho maximalizovat.

NaSe omezeni n = 4 se vSak zda prili§ omezujici. Pro¢ nezvolit n mnohem
vétsi? Cfm vétsi ho totiz zvolime, tim 1épe budeme moct nasi posloupnosti bodu
aproximovat libovolnou kfivku, kterd nds napadne! Dulezité je pouze to, aby n
bylo konecné velké prirozené &islo.

Problém kralovny Dido je velmi narozny a ilustrativni{ a ¢lovek si diky nému
udéld dobrou predstavu, o co v problému vlastné jde. Neméli bychom vsak
kvuli tomuto jednomu problému ztrécet ze zietele nas obecny cil. Pfipomenme
si tedy obecné znéni isoperimetrické tlohy:

Hleddme takovou posloupnost libovolnych redlnych éisel (y1,v2, .. Yn—1),
aby byla extremalizovéna funkce I(y1, Y2, ..., Yyn—1) za podminky K (y1, Y2, ..., Yn—1)—
l=0.

Pokud ma ¢tenaf trochu ”vyvinuty nos”, tak by ndm takové tloha méla byt
povédoma z minulé kapitoly. Nejedna se piece o nic jiného, nez o extremal-
izaci funkce vice proménnych, je-li pozadovano splnéni vazby. Zavedeme-li totiz
funkci

J(Y1,y2, s Yn—1) = K(Y1,92, -, Yn-1) — 1 (35)

méame jednoduchou vazbu J(y1, y2, ..., Yyn—1) = 0. Neni tedy nic jednodussiho
nez pouzit metodu Lagrangeovych multiplikdtoru. Ta nam k&, Ze:

oI _ \0J oI _ 0] oI 0J

e e T =\
oy oy1” 0y2 0y OYn—1 OYn—1

(36)
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Posledni dilek nasi tvahy zdénlivé ze zacatku ”spadne z nebe”, ale brzy si
ho propojime s tim, co uz doposud vime. Tvrdim, ze pokud je vyraz I — \J
extremalizovén, je automaticky sada rovnic (36) splnéna.

Thned si provedeme dukaz. Pokud je vyraz I — AJ extremalizovan, urcité
plati:

dI—=XJ)=0

dl =XdJ

Totalni diferencidly muzeme rozepsat do slozek, ve kterych se vyrazy mohou
ménit:

——dyi + —dys + . + 2—dyy = M 2—dy1 + ——dys + ... + —dyn
T Iy By T T gy,

o1 oI o1 <aJ aJ aJ )
Dva vyrazy, kde se vyskytuji diferencidly, se rovnaji jen pokud se rovnaji
veskeré slozky. Proto:

oI _ \0J oI _ 0] oI 0J

B i =)
oy oy’ Oya 0y OYn—1 OYn—1

A tim jsme dokdzali, ze sada rovnic (36) je skuteéné splnénd.

Na zacatku vsak nebyla fe¢ o zddnych posloupnostech o, y1, y2, ...y, Chtéli
jsme prosté jen nalézt funkci y = y(x), kterd bude extremalizovat funkciondl
pfi dané podmince. Jak se tedy od posloupnosti vratime k funkcim? Snadno:
provedeme to tak, ze poSleme n — co a diskrétn{ index ¢ = 0, 1, ..., n nahradime
spojitou proménnou x € (z4,2p).

Nase predchozi povidani nyni zobecnime pro funkce: je-li pro néjakou funkci
y = y(z) funkciondl T — \J extremalizovan a je splnéna podminka J(z,y,y’) = 0
a okrajové podminky, pak funkce y = y(x) fesf nasi isoperimetrickou tdlohu.
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16 Isoperimetrické tilohy s pevnymi konci - priklady

Priiklad: Zalozeni Kartaga pfi snaze maximalizovat jeho rozlohu

Nejprve se vyporadejme s nasim dluhem: vyfesme problém krélovny Dido.
Ve skutecnosti bude tento problém zatim lehce zjednoduSeny tim, Ze mame
zadané body x4,z p. Modifikovand tloha zni takto takto:

Pro dvé zndm4 ¢isla x 4, 2 hleddme funkci y = y(z) takovou, ze:
TB
)s= [ 1+ (¥)?de=L
TA
TB
2) §= [ y(x)dz = Spaz
TA

V minulé kapitole jsme odvodili, Zze tento typ ulohy se fesi ndsledujicim
zpusobem: zavedeme-li funkciondl M = S(z,y,y’) — As(x,y,y’) pro dosud
nezndmé &islo A, pak vime, Ze feSenim na$i tlohy muze byt jen takova funkce
y = y(x), kterd soucasné extremalizuje M. Po dosazeni:

B
M:/ y—\/1+y?
TA

Zkusme tedy extremalizovat tento funkciondl. Integrand nezavisi explicitné
na z, takze se nabizi pouzit Beltramiho identitu:

d
(y—/\\/l—&-y’Q) —y/8y,<y—/\\/l+y’2> =C

pro néjakou zatim blize neurc¢enou konstantu C. Provedeme-li derivaci,
obdrzime diferencialni rovnici:

12
y-M1+y? a2 =cC
VvV1i+y

Jednoduchymi algebraickymi dpravami lze tuto rovnici pfevést do mnohem

jednodussiho tvaru:
2
2 A
C-y

Miuzeme zkusit provést separaci proménnych. Jako uz mnohokrat, i ted

‘ - 1 s .ody 1
nahradime 3’ vyrazem -; (protoze 3% = = )

12 A2
14— ="
T <C—y>

Vyjadfeme odtud z':



Nyni uz staci posledni vztah integrovat:

V druhém integrélu by bylo vyhodné zavést substituci:
dy

:LA_@’ dz=—= = dy =~z

Po dosazeni substituce do naseho integralu:

z
T = —dz) dz-)\\/l—ZQ—i—D
/\/1—22 /\/

D je v nasem vztahu integra¢ni konstanta. Vrafme se zpétnou substituci k
puvodni proménné y:

C—-y 2
= 11— —= D
=\ ( \ ) +

Tuto rovnici je snadné prevést do ”"hezéiho” tvaru:

(= D)* +(C—y)? =N

Okamzité je ndm jasné, s ¢im mame co do¢inéni: to je piece rovnice kruznice!
Resenim naseho problému je tedy kruznicovy oblouk. Jednd se o zatim blize
nespecifikovany oblouk néjaké kruznice. Samoziejmé nés ale zajima, o kterou
kruznici a ktery oblouk konkrétné se jedna.

v

y

K tomu pouzijeme podminku, ze délka oblouku musi mérit L: L = 2pA.
Chybi nam v8ak znalost Uhlu ¢, takze pouzijeme podminku, ze kfivka musi
prochazet body [0,24],[0,zp]: sinp = *E*4. Soustava téchto dvou rovnic
bohuzel vede na nefesitelnou transcendentni rovnici, ktera lze fesit jen ptiblizné
numericky.
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Pi#iklad: Urceni tvaru provéseného Fetizku (fetézovka)

Dalsi hezka isoperimetricka tiloha ma velmi jednoduché zadani: predstavme
si homogenni neroztazitelny fetizek o délce L, ktery je zavésen ve dvou kon-
covych bodech Alx 4,y4], Blxp, ys] v homogennim tihovém poli. Jakym zpusobem
se tento Fetizek provesi? (této kiivce se Fikd fetézovka nebo téz katenoida)

Ten, kdo nékdy vidél néjaky zavéseny fetizek, nejspis by neprotestoval,
kdybych mu ftekl, ze feSenim je parabola. Zda tomu tak ale doopravdy, se
presvédéime vypoctem!

Retizek bude v homogennim tihovém poli provésen tak, aby jeho potencialni
energie V' byla minimélni. Rozfezame-li fetizek na elementarni kousky o hmot-
nosti dm a jim odpovidajici potencialni energie bude dV = gy dm, protoze jsme
v homogennim tthovém poli. Protoze je fetizek vyroben jen z jednoho materialu,
jeho délkova hustota (nazvéme ji p) je konstatni, takze dm = p dl. Elementdrni
kousek délky je samozfejmé dl = /1 + y'?dz. Celkovou potencidlni energii
dostanu vyséftdnim potencidlnich energii viech jeho elementdrnich édsti. Ted
tedy dejme vSechny tyto tvahy na jednom fadku dohromady:

Vz/dV:/gydmz/gypdl:/ gyp\/l—l—y’zdx
TaA

Podminka pro konstantni délku fetizku se formalné da zapsat stejné jako u

minulé tlohy:
Tp
3:/ \/1+y?de =1L (37)
Ta

Aby néjaké kiivka mohla y = y(x) mohla fesit tuto dlohu, mus{ extremal-
izovat funkciondl V(x,y,y") — As(z,y,y’) pro néjaké zatim neurcené ¢éislo A.
Tento funkciondl opét nezavisi explicitné na x, muzeme tedy pouzit Beltramiho
identitu:

(V= Xs) V—-xs)=C

— 17
y 6y,(

pro néjakou konstantu C. Po dosazeni ziskame:

(gyp\/l Fy? a1t y’2> - y’a%, (gyp\/l a1t y’z) =C

Po zderivovéani a nékolika jednoduchych algebraickych manipulacich dostaneme:

— )2
(gyp ):1+y/2

C
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Opét zkusime provést separaci proménnych tim, ze vyjadiime 3’ jako %7 kde
apostrof zna¢i ted derivaci podle y. To dosadime do nasf rovnice:

2
gyp — A\~ _ 1
(0) _HF

Osamostatnénime z':
, 1

v m,/;d
B (gyp—/\)Q_l B (gyp—k)z_l Y
C VTcC

Kvuli snadnéjsimu integrovani si zavedu substituci:

z

c c

Po dosazeni substituce do naseho integralu:

—A C
L " dz:%dy: dy:%dz

x:/il gdz:g/idz :gcosh_lz—kD
V22 —14gp gpJ V22-1 gp
kde D je integra¢ni konstanta. Zpétnou substituci se vratim k proménné y:
T = < cosh™ gyp = A
gp C
Poslednim krokem pak bude zpéatky vyjadiit y jako y = y(x):

y = gcp(cosh (Z@-D)+ 2)

Funkce vypada na prvni pohled trochu odpudivé, ale spoustu ”smeti” zde
tvoii pouze konstanty, které si klidné muzeme pieznacit:

+ D

1
Y= acosh(ax+ﬂ) +v

Nase kiivka tedy kvalitativné ma tvar hyperbolického kosinu, podobné jako
kdyz jsme fesili, jaky tvar bude mit mydlovd bublina mezi dvémi kruhovymi
obruc¢emi. Retézovka je tedy hyperbolicky kosinus.

Stéle jsme vsak nesplnili podminky okrajové podminky (Fetizek zacing a
konéi v pevné uréenych bodech) a také podminku, ze fétizek je neroztazitelny a
méii pravé L. Abychom to splnili, musime vhodné nafitovat konstanty «, 3, .
Okrajové podminky davaji dvé rovnice:

1
Ya,B = acosh(ozxAB +08)+7y

pro indexy A, B. Abychom splnili podminku neroztazitelnosti, budeme muset
dosadit do vztahu (34) nds konkrétni pfedpis pro funkei y (resp. jeho derivaci).
Lze snadno spocitat, ze y' = sinh(ax + (). Provedeme tedy dosazeni:
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L= /wB V14 y2de = /iB \/1 + sinh?(ax 4 B) = /OEB cosh(azx + B)dz =
= {1 sinh(ax + 5)} "~ = l(sinh(ax + ) — sinh(ax4 + 5))
o . a B A

Mame tedy soustavu t{ rovnic pro tii neznamé «, 3, y:

1
Yya = acosh(ozxA +B8)+v

1
yB = cosh(axzp + ) + v

L= é(sinh(axB + ) — sinh(aza + B))

Jejim vyfesenim bychom ziskali konstanty «, 3, a tlohu bychom tim zcela
vyfesili. Bohuzel fesit tuto soustavu analyticky neni v nasich silach, a tak pro
kazdé konkrétni pétici parametri x 4, x5, Y4, Y5, L je potfeba uzit numerickych
metod.

Poznamenejme, ze tato tloha lze aplikovat nejen na fetizek, ale i naptiklad
na draty vysokého napéti. Zajimavé by bylo uvazit, kdyby délka vedeni L byla
casové proménnd a kdyby se mohla zmensit pod kritickou hodnotu d(A, B) =
\/(xB —x4)%+ (yg —ya)? - pak by vedeni prasklo. K takovému problému by
mohlo dojit, pokud by napfiiklad pfi vysokych teplotach méla fetézovka tvar
hodné blizky tsecce spojujici body A, B. Pfi ochlazovani by se fetézovka ochla-
zovala a smritovala (tfm by se jesté vic narovnavala a pfiblizovala k tsecce AB)
a jakmile by teplota klesla pod jistou mez, vedeni by prasklo.
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17 Geodetiky - hledani nejkratsich spojic na zakfiveném
povrchu

Predstavme si, ze mame zakfiveny povrch - tfeba sféru, rotacni paraboloid,
Maébiuv list, nebo snad jesté silenéjsi utvary. Néktery povrch si tedy vyberme a
zvolme si na ném dva ruzné body - tieba body A a B.

A ted si predstavme mravence, ktery se nachézi v bodé A. N4 mravenec
neumi létat a mize se pohybovat jen po nasem zakiiveném povrchu. Reknéme,
ze se mu v bodé A nelibi a rdd by se po co nejkratsi draze dostat do bodu B.
Kudy se ma mravenec po zakfivené plose vydat?

Hledani takové drahy se nazyva problém geodetiky a piesné takovy problém
nas v této kapitole bude zajimat. V Sesté kapitole uz jsme se s jednim takovym
problém setkali. Slo o nalezeni nejkratsi spojnice dvou bodi v roviné. Tam
bylo piedem jasné, ze nejkratsi spojnici bude usecka. Ted se vak podivéme i
na plochy, kde feSeni uz tak zjevné neni...

Jak takovy problém budeme fesit? Diiv, nez se pustime do jakéhokoliv
pocitani, by bylo dobré si néjak oznacit pojmy, se kterymi budeme pracovat.

Nejprve si néjak musime parametrizovat povrch, na némz budeme praco-
vat. Asi nejjednodussi moznost je prosté fict, ze povrch je takovd mnozina
bodu [z,y, 2], pro néjz je splnéna rovnice ®(z,y,z) = 0. Jaky plocha bude mit
konkrétné tvar, to pozndme z toho, jak presné bude vypadat funkce ®. Uvedeme
si zde ¢tyti priklady, abychom si udélali néjakou predstavu:

e Pro ®(z,y,2) = ax + by 4+ cz + d = 0 se jednd o rovnici roviny.

e Pro ®(z,y,2) = 22 + y* — R? = 0 mame rovnici nekoneéného rotaéniho
véalce o poloméru R, jehoz osa splyva s osou z.

e Pro ®(z,y,2) = 2% + 3% — 2% tan? @ = 0 mame rovnici nekone¢ného dvo-
jkuzelu o vrcholovém 1hlu 2a, jehoz osa splyva s osou z.

e Pro ®(x,y,2) = 22 +y? + 22 — R? = 0 se jedn4 o rovnici sféry o poloméru
R jehoz stfed lezi v pocatku soutadnic.

Pomoci rovnice pro kartézské souradnice tedy muzeme zadat néjakou zakiivenou
plochu. Casto je viak vyhodnéjsi uvézit i jiné, nez jen kartézské souradnice.
Pokud si totiz vybereme takové, které jsou plose ® ”usity na miru”, muze se
rovnice vyrazné zjednodusit.

Uvazme tieba vélcové soutadnice 7, p,z. V nich maji valec i kuzel velmi
jednoduché rovnice: ®(r,p,2z) =r — R =0, resp. ®(r,¢,2) =r — ztana = 0.

Podobné ve sférickych souradnicich r, ¢, 8 maji sféra i kuzel velmi jednoduché
rovnice: ®(r,p,0) =r — R =0, resp. ®(r,¢,0) =0 —a =0.
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Obecné mam-li néjaky systém kiivocarych soutadnic g1, g2, g3, ktery je s témi
kartézskymi spojen prevodem z = x(q1,¢2,¢3), ¥ = y(q1, 42, 43), 2 = 2(q1, 42, ¢3),
mohu vzdy rovnici nasi plochy ®(z, y, z) = 0 snadno vyjadrit v novych soufadnicich:
®(g1,92,93) = 0.

Provedme nyni netrividlni pfedpoklad, a sice ze plocha mé takovy tvar, ze
jeji rovnice lze zapsat takto: ®(q1,q2,93) = g3 —q3(q1,q2) = 0, tj. Ze mohu jednu
ze soufadnic vyjadfit jednoznacné pomoci zbylych dvou. Tento pfedpoklad neni
viibec samoziejmy a pravé proto je (mimo jiné) dulezité si zvolit vhodny systém
soutradnic.

Tim jsme tedy fekli néco o plose ®. Dalsi krok v nasi tvaze tedy bude
zameéfit se na vybér optimalni kiivky v C ®. Vzhledem k tomu, Ze soutfadnice
g3 uz je jednozna¢né uréend diky vztahu g3 = ¢3(q1, g2), neposkytuje ndm tato
soufadnice uz zddnou volnost ve vybéru - a je tedy nezajimava. Zajimavy je
tedy pouze vztah mezi souradnicemi ¢, g3. Problém hledéni geodetiky se tedy
redukuje na hledéni zévislosti g2 = g2(q1).

Ted by bylo dobré vyjadFit ve zvolenych soufadnicich délku né&jaké kiivky
~v. Kdybychom vypocet provadéli v kartézskych soutadnicich, vypocet by byl
snadny:

l:/dl:/\/dx2+dy2+dz2

Abychom tedy vyjadrili element délky dl v novych soutadnicich, budeme v
nich muset vyjadrit i diferencidly dx, dy, dz. Pochopitelné tedy budeme potiebovat
pfevodni vztah mezi soufadnicemi qi, g2, g3 a kartézskymi soutadnicemi x,y, 2.
Nebudu to hned ted délat obecné pro libovolny soufadny systém, protoze mi to
pripada prilis nendzorné. Zkusime si to radéji prakticky na dvou konkrétnich
prikladech:

Piiklad: Urceni délky kiivky v cylindrickych soufadnicich
Prevodni vztahy mezi kartézskymi a valcovymi soufadnicemi jsou tyto:
x(r, ¢, z) = rcos p, y(r,p,z) = rsiny, z(ryp,2) =2

Prislusné diferencialy jsou potom:
dx = cos p dr — rsin @ dp, dy = sinp dr + r cos ¢ dp, dz =dz

No a element délky dl spocitame jako:

dl = \/da?® + dy? + d22 = \/dr? + r2dp? + dz?
Zvolme tfeba z-ovou soufadnici jako nezavisle proménnou. Pak kfivka ve-
douci z bodu [r1, ¢1, 21] do bodu [ra, p2, 22] bude mit délku:

Zo 2o 2 2
l:/ \/dr2+7'2d<,02+dz2:/ \/CZ) +r2<flf> +1dz  (38)
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Priklad: Urceni délky kiivky ve sférickych souiadnicich
Opét zatneme tim, Ze si napiSeme prevodni vztahy:

x(r, p,0) = rcospsinb, y(r,p,0) = rsinpsind, z(r, ¢,0) = rcosf
Prvnim krokem opét bude spocitat si diferencidly dr, dy, df:

dx = cos psinf dr — rsin ¢ sin 8 dy + r cos ¢ cos 6 df
dy = sin psin 6 dr 4 r cos @ sin 0 dy + 7 sin ¢ cos 0 df
dz = cos O dr —rsinf df

Odtud uréime element délky di:

dl = /dx? + dy? + dz? = \/dr2 + r2sin® 0 dp? + 12 do?

Opét si zvolme souradnici, kterou budeme povazovat za nezavislou: tieba
soufadnici 0. Potom délku kiivky vedouci z bodu [r1, ¢1,601] do bodu [ra, w2, 02]
muzeme napsat jako:

0 0 2 2
l:/e1 \/dr2+r2sin29d<p2+r2d02:/el \/(ZQ) +r251n20(2‘g> +7r2 do

(39)

Poznamenejme, ze v obou naSich ptikladech se ve vyrazu pro délku kfivky
vyskytuji pod odmocninou pouze 2. mocniny derivaci, ale ne souciny dvou
ruznych derivaci. To je charakteristické pro tzv. ortonormalni soufadnice. Pro
nase dalsi uvahy mé vsak tato skute¢nost pouze okrajovy vyznam, proto se tim
nenechme rozptylovat. Nyni, kdyz uz jsme ziskali cit, jak se délka kiivky d&
spocitat pro ruzné soufadnice, zkusme to nyni udélat obecnéji:
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Z pievodi z = x(q1,92,93),y = ¥(q1,92,43), 2 = 2(q1,G2,q3) ziskdm difer-
encialy:

de = $5dgy + f=dgs + 5= dgs

dy = dq1 + ay dgs + aj dqs

dy = aqldq1 + az dgz + 3q =dgs

Element délky dl = /dz? + dy? + dz? ziskdme po secten{ 2. mocnin téchto
vyrazu a odmocnéni. Vysledek bude uréité tvaru:

dl = \/Oéudq% + OélgdqldQQ + a13dqldq?, + aggdq% + Ozggd(]gdq;g + 0133dq§

3 3
dl = Z Za”dqldq]

i=1 j=i

kde a;; jsou néjaké funkce souradnic g1, g2, gs.
Integraci tohoto vyrazu ziskame celkovou délku kiivky:

3 3
Z/ >3 aijdgidg;

i=1 j=i

Ted bude potfeba si uvédomit, podle které proménné vlastné budeme chtit
integrovat. Zrekapitulujme si jesté jednou vyznam jednotlivych soufadnic v
nasem problému:

e ¢ je zcela nezavisle proménna.
e (5 je proménnd jen do té chvile, nez si vybereme konkrétni kiivku ~.

e (3 je soutadnice vazand - je uréena volbou plochy ® a vybérem konkrétni
kiivky .

Je tedy pfirozené, kdyz se rozhodneme integrovat podle zcela nezavislé proménné
qr:

3

dg; dg;
= / E g «; = 40
A J dq dq ql ( )

i=1 j=1i

Tim jsme tedy vyjadfili délku kiivky v naprosto libovolnych soufadnicich.
Kdyz se na tento vyraz podivame, jednd se o funkciondl, jehoz vstupem je
libovolna funkce g2 = ¢2(g1). A my se tento funkciondl snazime extremalizovat.
K tomuto tcelu se samoziejmé bude pouzivat Euler-Lagrangeova rovnice. Lépe
si to ukazeme na konkrétnich prikladech v nasledujici kapitole.
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18 Hledani geodetik na valci, kuzelu a sfére

Priklad: Hledani geodetiky na valcové plose
Jako prvni piiklad budeme urc¢ovat geodetiku na nekonéné vélcové plose o
poloméru R, vedouci z bodu A do bodu B.

Bude vyhodné si pro tento tcel zavést valcové soutadnice. Rovnice valcové
plochy bude mit velmi jednoduchy tvar: r(p,z) = R. Body A, B lezici na nf
budou mit soufadnice [ra, @4, z4], resp. [rp,¢p,zp]. Déale jsme ve vztahu (38)
odvodili, ze délka kiivky bude v téchto soutadnicich ddna integrdlem:

2 dr\ 2 do\ 2
l= / DY 12 (22) 114
z1 dz dz
Zavedme zjednodusujici znaéeni: ' := %, o= %ﬁ' Muzeme tedy psét:

22
l:/ 420 41 dz
21

Dale si uvédomme, ze 7 vystupuje v roli zavislé proménné: je totiz ddna
zévislost r(p,2z) = R. Diky tomu muzeme spocitat, ze v’ = 0. A ted sméle
dosadime 7 i ' do naseho piedchoziho vyrazu:

z2
zz/ \VR2¢? +1 dz
zZ1

Hledame tedy nyni zavislost ¢ = ¢(z) takovou, ze tento vyraz bude minimal-
izovan. Jedna se o standardni extremalizaci funkciondlu, takze muzeme pouzit
Euler-Lagrangeovu rovnici.

0

d (o
—\/R2¢?+1— — \VR2p?+1) =0
gV dZ(aso’ v +)

Integrand v nasem funkcionalu zjevné explicitné nezavisi na ¢, takze prvni

¢len zmizi:
d 0
— 2024 1) =
dz(&p’VR(p + ) 0

Rovnici muzeme vyintegrovat:

3?p/ VR +1=C

Po vypoctu derivace na levé strané ziskame:

/
o _c

A /R2<P12 41

Odtud muzeme vyjadiit ¢’
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C
/
YT VTooR?
Na pravé strané se vyskytovaly pouze konstanty, takze jsme pravou stranu
preznacili pro jednoduchost jako konstrantu D. Abychom ziskali hledanou
zavislost ¢ = (z), staci uz celou rovnici pouze vyintegrovat:

= gz/:D

p=Dz+F

Zjistili jsme tedy, ze zavislost 1ihlové soufadnice ¢ na vysce z je linearni.
Kdyz si predstavime, jak takova kiivka muze vypadat, jedna se o Sroubovici
namotanou povrch vélce.

\Z

4
B> -
/// ——

N,

Nav

_————l——_—
- - —————
4 - "W

R

Sroubovice by méla sméfovat z bodu Alra,ea,za] do bodu B[rg, ¢vp, z5].
Abychom toto zajistili, musime vhodné zvolit konstanty D, E, aby nase funkén{
zévislost byla splnéna i pro body A, B:

pa=Dza+ E op=Dzp+E
VyfesSenim této soustavy ziskdme neznamé konstanty D, E:
— z -z
D= ¥YB — YA E— BPA A¥B
ZB — %A ZB — %A

Vsimnéme si pripadu, kdy by nékdo zadal p4 > ¢p takova, ze pp —
pa > m. V takovém piipadé bychom po kiivce jesté navic pozadovali, aby
se obtacela kolem valcové plochy a tvoiila zavity (viz obrazek vpravo). Cislo
PE-PA yzaokrouhleno na nejblizsi spodni celé ¢islo nam k4 pocet zdvitu, ktery
nase kiivka v bude obsahovat. Pokud se tedy ma jednat skuteéné o geodetiku
(nejkratsi spojnici), je potfeba zadat poc¢dteéni podminky tak, ze o — pa < 7
(viz obrézek vlevo).

Posledni pozndmka se tykd toho, Ze nase zdvislost ¢ = ¢(z) je linedrni.
Ve skutecnosti tento fakt neni zase tak piekvapivy - valcova plocha lze totiz
rozvinout do roviny. V roviné je nejkrat$i spojnici dvou bodu tsecka. Pokud
poté plast valce zase svineme zpét, nase tsecka se zakiivi prdvé do podoby
groubovice. Linedrni zavislost se pii tomto svinuti zachovava, protoze hlova
soutadnice ¢ na plasti valce je pfimo timérna horizontalni soufadnici v roviné.
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Priklad: Hledani geodetiky na kuzelovém plasti
Zkusme podobnym zpusobem urcit geodetiku na plasti kuzelu, vedouci z
bodu A do bodu B. Vrcholovy thel kuzele ozna¢me 2.

Kuzel je rotacné symetricky podle své osy, bude vyhodné tuto osu ztotoznit
s osou z a poté opét zavést valcové souradnice. V tomto systému soutradnic
budou mit body A, B soufadunice [ra,pa, 24, resp. [rs, B, 28]

Nejprve si uréime rovnici plasté kuzelu. Budeme-li rovina sekat kuzel ve
vySce z, fezem bude kiuznice o poloméru r. Z obrazku plyne, ze r = tana z.

Nez se pustime do vypoctu, ujasnéme si opét vyznam jednotlivych souradnic.
Soufadnici z povazujeme za zcela nezdvislou. Soufadnici ¢ povazujeme za
nezavislou, dokud nezvolime konkrétni kfivku v na na$i plose. Volbou této
kiivky tedy zafixuju zdvislost ¢ = ¢(z). Zbyld soufadnice r je pak uz jed-
noznacné uréena plochou kuzele, tj. predpisem r(p, z) = tana z.

Pouzivdme vélcové soufadnice, takze pouzijeme vyraz pro délku kiivky (38):

z2 dr\? dy 2
_ ur 2 ¥
l_/z1 \/(dz) +r (dz) +1 dz

Stejné jako v minulém piikladé zavedeme zjednodusujici notaci: /' := %7 o =
Z—f. Ptedchozi vztah tedy bude vypadat takto:

z2
l:/ 420?41 dz
2

Protoze r je v roli z4vislé proménné, bude dobré spocitat ' = tan a a dosadit
: !/
zarir

22
l:/ \/tan2a+tan2a22<p’2—|—l dz
21

Problém hleddni geodetiky byl tedy zredukovén na hleddni funkce ¢ = ¢(2),
aby extremalizovala funkciondl v pfedchozim vztahu. K tomuto u¢elu vyuzijeme
jako obvykle Euler-Lagrangeovu rovnici:
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0 d (0
—\/tan2a +tan?a 22¢% +1 - — \/tan2a +tan?a 22¢2 +1) =0
Oy dz \ 0¢’

Integrand ve funkciondlu nezavisi explicitné na ¢, takze prvni ¢len vypadne.
U druhého ¢lenu jesté zménime znaminko:

d( 0
Ck<a¢/\/tan2a+tan2a 22<p’2+1> =0

Poté muzeme rovnici integrovat podle z a dostaneme:

0
ol4

tan? o 22¢’
d -C

\/tan2a+tan2az2cp’2+1:0:> > =
Vitan? a + tan? a 229/ + 1

Odtud vyjadifme piimo ¢':

;o Cvtan?a + 1
tan o zvtan? o 22 — C2

Provedeme integraci a potom drobnou ”kosmetickou” tpravu - vytkneme z
odmocniny C a pokratime:

/ Cvtan?a +1 / VitanZ o + 1
= dz = ¢ = dz

\/ﬁ 2
tana zvtan® a 22 — C tana 2 /tangz 22 _ ]

Ackoliv integrand vypadd na prvni pohled odpudivé, vlastné se jednd o

funkci tvaru Z\/% Pro nasi pohodlnost na si tedy muzeme zavést sub-
stituci:
Vtan?a + 1 tan a
goYweredtl o g

tan « C
Maéme tedy spocitat:

/ K

o= | —F——=dz

2V L3222 -1

Abychom integraci provedli, bude se nam velice hodit pomocnd substituce:

_ 1 __ _sint __ _tant . . ‘s
2= oy 4z = Thogpdt = 7555 dt. Vyraz pod odmocninou se potom totiz

’ ~ . ~s — 2
vyrazné zjednodusi: v L222 — 1 = \/LQm —-1= \/ﬁ —-1= \/1c§s()2Stt =

sin?t — /tan? ¢ = tant. Toto viechno ted dosadme do naseho integralu:

cos? t

K tant

g0=/ . — dt:/Kdt:Kt—i—M
Teost  bant Lcost
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Zpétnou substituci ¢ = arccos i ziskdvame zéavislost:

1
=K — 4+ M
o(z) arccos I +

Odtud muzeme vyjadiit z:

5 _ L
(%) cos( — %)
2(p) = L o (41)

cos(#¢) cos 4E + sin( ) sin 22

Zkusme tvar geodetiky kuzelu odvodit jinym zpusobem. Pokud jste nékdy

byli na maskarnim plese, mozna jste vidéli ¢epicky ve tvaru kuzele, kterymi si

hosté radi zdobi své hlavy. ZkousSeli jste si nékdy takovou ¢epicku vyrobit? Je to

snadné. Vystiihnete z barvného papiru kruhovou vysec, radiané se rozbihajici
okraje slepite k sobé a jsté hotovi!

A pro¢ to sem piSu? Protoze tim padem opét muzeme problém prevést
do roviny, kde ho umime vyfesit (feSenim je usecka). Potom vezmeme useé
(spoleéné s tseckou) a svineme ji opét zpatky do kuzele. A budeme zkoumat,
jak se zdeformuje naSe tsecka. To bude naSe geodetika. Pokusil jsem se tuto
proceduru naznacit na obrazku.

v
z

Rozviiime tedy kuzelovou plochu do roviny a zavedme v této roviné kartézské
soutadnice Ozy tak, aby vysledna kruhova vyse¢ méla stied v po¢atku souradnic
a jeji okraj byl zarovnén s osou x (viz obrézek). Uhel mezi radidlnimi okraji
v¥sece oznacme 6,,4,. Reknéme, ze nase dva body A, B maji v téchto kartézskych
soufadnicich polohu [z 4,ya4], resp. [zp,ys]. Nejkratsi spojnice dvou bodu v
roviné je zjevné usecka. Jeji predpis bude tvaru y = Dx + F, kde x € (x4,2p5)
pro vhodné konstanty D, E.
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Nyni bychom tuto tsecku chtéli ”zdeformovat” tim, Ze ji spolu se zbytkem
vysece svineme do podoby plasté kuzele. S vyseci se dobfe pracuje v souradnicich
polarnich, navic tyto soutradnice budou tzce spjaty s trojrozmérnou kuzelovou
plochou. Prvnim krokem tedy logicky bude vyjadfit rovnici tsecky v polarnich
soutfadnicich. Prevod mezi kartézskymi a polarnimi je tento:

x = pcosb, y = psind

To mtzeme dosadit do nasi rovnice tdsecky AB. Vyjde:

psind = Dpcost + E
Odtud nyni vyjadiime p:

E

p= sinf — D cos 0

Ted, kdyZz méme vyjadienou tsecku vyjadienou v polarnich soufadnicich,
musime namapovat kazdy bod z vysete na piislusny bod na plasti kuzele. To
formalné provedeme pomoci pfevodu soutadnic. Z obrazku jde vidét, ze vztah
mezi z a p je tento:

z

cos o

Déle pottebujeme vztah mezi thly 6 a ¢. Oblouk ohrani¢ujici kruhovou
vyse¢ musi byt stejné dlouhy, jako obvod podstavy kuzele: 0,40 = 27(psin @),
takze muzeme vyjadiit dhel 6,,,, jako 0, = 27sina. Diky tomu, jak jsme
zavedli soufadnice, thlu § = 0 odpovida thel ¢ = 0. Uhly 0, p na sobé zavisi
piimou dmeérou, takze interval (0, 6,4, ) se linedrné zobrazuje na interval (0, 27).

0 € (0,0maz) = ¢ € (0,27)

Diky znalosti thlu 6,,,, tedy vime, ze:

21 1
p= 0=—0=0=psina
Omaz sin o
Pievodni vztahy pii deformaci z vysece na plast kuzele jsou tedy p = e 0=

psin . Rovnici zdeformované tsecky dostaneme, pokud tyto prevody dosadime

do vyse odvozeného vztahu p = m. Ziskame:

z E

cosa  sin(psina) — D cos(¢psin «r)
Odtud:

F cosa

o) = sin(p sin o) — D cos(i sin «)

Vidime, Ze tento vyraz mé stejny tvar, jako v rovnici (41). Ziejmeé jsme tedy
postupovali spravneé.
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Priklad: Hledani geodetiky na sfére

Zkusme si jeSté spocitat, jak bude vypadat geodetika na povrchu koule o
poloméru R. Narozdil od piedchozich dvou pifkladii - ted uz nepujde problém
vyfesit pomoci finty, Ze si zakfiveny povrch "narovndme”. Nepujde to ne proto,
ze by to bylo matematicky tézké spocitat, ale proto, Ze to je fyzicky nemozné.
Sféra je totiz v jistém smyslu jind, nez povrch véalce nebo kuzele - mé jinou
kiivost.

S timto problémem se ostatné potykaji kartografové, kdyz se snazi vérné
zobrazit povrch Zemé na rovnou mapu. Existuji rizna zobrazeni, ktera maji
ruzné vyhodné vlastnosti: mohou byt thlojevnd (zachovdvaji thly), nebo plo-
chojevné (zachovdvaji se pomeéry ploch). Délkojevné zobrazeni ale tfeba neex-
istuje - nemuzeme zobrazit povrch sféry do roviny tak, aby se vzdédlenost mezi
libovolnymi dvéma body zachovaly.

Nez se pustime do feSeni naSeho problému, méli bychom si uvédomit, ze
feSeni uz intuitivné vlastné zndme. Predstavme si, Ze stojime na rovniku v
néjakém bodé C' a chceme se dostat na jiny bod na rovniku, tfeba na bod D.
Jakou nejkratsi cestou se vydat? To je pfece jasné - pfimo po rovniku! A co to
je rovnik? Z ryze geometrického hlediska je to tzv. hlavni kruZnice - kruznice,
jejiz stred splyva se stfedem sféry. Kazda hlavni kruznice mé navic taky tu
vlastnost, ze ze vSech moznych kruznic lezicich na sféfe, md maximalni mozny
polomér.

|
|
Dosud jsme piedpokladali, ze body C, D lezi na rovniku. Co kdybychom si
ale vybrali dva zcela ndhodné bod A, B na povrchu sféry? Jakd bude nejkratsi
spojnice mezi nimi? Reknéme, 7e nase sféra ma stied v bodé S. Uvazme, ze
roziizneme sféru rovinou ABS. Pak fezem bude pravé hlavni kruznice vedouci
skrze body A, B. A tato hlavni kruznice bude soucasné hledanou geodetikou!

Zkusme nyni formalné popsat rovnici této hlavni kruznice - resp. zavislost
mezi ihly p, 0. Nejjednodussi asi bude vyjadrit ji jako prunik roviny ABS s nas{
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sférou. Rovnici sféry uz zndme - je to r = R. Staci tedy zjistit rovnici roviny
ABS. Nez se ddme do jejiho odvozovani, zkusme nejprve sestrojit pomocny bod
P. Definujeme jej tak, ze vedeme kolmici k roviné ABS bodem S a prusecik
této kolmice se sférou oznaéime pravé jako P. Reknéme, ze tento bod P mé
sférické soutradnice [R,pp,0p]. Pak zjevné vektor SP je normdlovy k roviné
ABS, v niz lezi nase zkoumana hlavni kruznice. Staci urcit kartézské slozky
tohoto vektoru a rovnici roviny ABS z analytické geometrie uz budeme umét
urcit .

Jaké budou kartézské souradnice bodu P?

Zjevné [xp,yp,zp] = [Rcosppsinfp, Rsingpsinfp, Rcosfp]. Vektor SP
ma je tedy ve slozkach zapsan takto:

SP = (Ty, Yv, 20) = (Rcosppsinfp, Rsingpsinfp, Rcosfp) (42)

Z analytické geometrie vime, zZe mé-li normdlovy vektor slozky (zy, yu, 2v),
pak rovina kolma k nému ma rovnici z,x + y,y + 2,2 + ¢ = 0. Navic pokud
rovina prochézi poc¢atkem, je ¢ = 0. Nase rovnice roviny je tedy:

T + Ypy + 202 =0

Nic ndm ale nebrani prevést si tuto rovnici do polarnich soufadnic. Staci

pouzit prevod mezi soufadnicemi xz,y, z a r, ¢, 6.
Zy7 cos psin g + y,rsinsinf + z,rcosf =0

To tedy je nase rovnice roviny ve sférickych soutadnicich. Abychom ziskali
rovnici hlavni kruznice, bude potfeba protnout ji s nasi sférou. Ta ma jednodu-
chou rovnici r = R. Po dosazeni:

Ty Rcospsind + y,Rsingsing + z,Rcosf =0

Vydélme rovnici vyrazem Rsin 6:

Xy COS P + Yy SN + 2, cot § = 0 (43)

Takto tedy vypada hledany vztah mezi tihly ¢, # na nasi hlavni kruznici, kde
konstanty ., ¥, 2, jsou vézané vztahem (42).

Nyni, kdyz tedy vime, jak vypada hlavni kruznice ve sférickych soufadnicich,
pokusme se dokézat, ze se jednd o geodetiku!

Uvazme tedy nejprve naprosto obecnou kiivku . Podle vztahu (39) lze ve
sférickych soutradnicich vyjadrit délku libovolné kfivky jako:

2] 2 2
2 dr . dy
— 2 qin2 2
l /91 \/(d@) + r2sin 0(d9> + 72 df
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/

Pieznacme 1’ := %, @' = (ciTg a dosadme do piedchoziho vztahu:

02
] = / 2 +r2sin? 0% + 12 df
01

Protoze pracujeme na povrchu sféry, nasi kiivku v omezime podminkou r =
R. Diky tomu 7’ = 0. Po dosazeni:

02
1:/ Ry/sin?0p'* + 1 db
01

Chceme, aby délka kiivky byla minimalni, takze pouzijeme Euler-Lagrangeovu
rovnici. Ve skutecnosti staci, aby vyraz % byl minimélni, ¢imz se vyhodné
vyrazu R zbavime a nebudeme se s nim muset uz ”tahat” pii dalsich vypoctech:

0 . 2 d 0 : 2
%\/smzﬁgo’ +1- d0<8¢\/smz€<p’ + 1) =0

Funkcional explicitné nezavisi na ¢, takze prvni ¢len zmizi. Stejné tak
funkcional nezévisi explicitné na 6, takze pokud rovnici lze velmi jednoduse

integrovat podle 6:
8(8,0/ \sin® 0 +1=C

Spocitame-li parcidlni derivaci na pravé strané, dostaneme:

1.2 /
0
sin“ f¢ _c
Vsin? 6o’ + 1

Vyjddieme odtud ¢’

C
/
(p P

sin 04/sin? 0 — (2

Abychom ziskali zévislost ¢ = (), bude potieba tento vztah integrovat:

do
12

@—/ C 0 _/ C
sin 0+/sin? 0 — C2 gin2 em

Spocitat tento integral nebude snadné. Nejprve si proto zavedeme vyhodnou
substituci t = cot §. Tato substituce mé tyto vlastnosti:

ﬁ = cot?§ + 1, coz je goniometrickd identita.

e Vyraz pod odmocninou v nasem integrandu piejde do tvaru: /1 — C2 =% =

sin? 6
VER2 = C%(cot?0 4+ 1) = /1 - C? - C?#2

e df = —sin? 0 dt, coz ziskdme zdiferencovanim nasi substituce.
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Posledni dvé poznamky pouzijeme pti dosazeni do integralu:

B Ry Py (-
sin® 0v1 — C? — C?¢t2 1—-C2—-C?2

Pod odmocninou bychom chtéli mit néco tvaru 1 — u?, tak to tam zkusme
vytvorit:

oo —C dt 1 / -cdt  C / —dt
o — 02 _ (22 — (2 2 o — (2
Vi-C?-C? Vi-C \/1 — e VI-C \/1 — (-
Substituci u = =€t = dt = Y1 du dostavéame:
C —7vlgc2du

= —arcsinu + D

—du
907\/1—02 V1 —u? 7/\/1—u2
Zpétnou substituci u — ¢ — 6 dostaneme zavislost ¢ = ¢(0):

2

(p = arcsin cotd + D
neboli
2
sin(p — D) = c cot 0
_ 2
sinpcos D — cos psin D — c cotd =0

Uvédomime-li si, ze C, D jsou pouze jakési konstanty, ihned vidime, ze tato
rovnice je ekvivalentni s rovnici (43):

Ty COS  + Yy Sin + 2, cot @ = 0

coz je rovnice hlavni kruznice. Podaftilo se nam tedy dokazat, ze geodetikou
je pravé hlavni kruznice! Protoze rovina ABS je jednozna¢né urcéend vybérem
bodu A, B, tak je jednozna¢né urcend i prislusnd hlavni kruznice. Jedinou
vyjimkou je piipad, kdy body A, B lezi na sféfe "naproti sobé” (napiiklad severni
a jizni pdl) - pak body A, B, S lezi na piimce a neurcuji tedy jednoznaéné rovinu.
Proto by ani piislusna hlavni kruznice nebyla jednozna¢né urcena. V takovém
piipadé by ale kazda kruznice prochézejici body A, B byla hlavni. V pfipadé
severniho a jizniho pélu by se jednalo o soustavu polednik.
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19 Dodatek 1: Podstata svétla

Paprsky svétla maji jednu pozoruhodnou vlastnost: pokud paprsek projde z
bodu A do do bodu B, musi je §itit po takové dréze, ze ji urazi za nejkratsi
mozny Cas (extremdlni mozny ¢as, chceme-li byt presni). Této skutecénosti si
poprvé viml francouzsky pravnik (a ”amatérsky” matematik) Pierre Fermat a
dokézal z této skutecnosti odvodit celou fadu doposud nesourodych jeva. Na
jeho pocest se zminény zakon nazyva Fermatuv princip.

Meéli bychom si v§ak uvédomit, ze sebekrasnéjsi matematicky zdkon je pouze
modelem néjaké fyzikalni reality. V nasem piipadé je touto fyzikalni realitou
svetelny paprsek a jeho sifeni. Pokud si svételny paprsek predstavime jako
proud svételnych ¢éstic (fotont), evokuje to v hlavé pfirozené predstavu sifictho
se proudu Céstic - paprsku.

Je tu vsak jeden problém: jak foton ”vi”, ze pokud cestuje z bodu A do
bodu B skrze néjakou optickou soustavu, ze si ma vybrat drahu takovou, aby
to zvladl za nejkratsi mozny cas? Maji snad fotony néco jako ”védomi”?

A je vubec svétlo viibec proudem fotonu? Experimenty s izkymi Stérbinami
vykazuji chovani, které nelze pomoci tohoto modelu vysvétlit. NaSe castice
zahybaji i do mist, kudy by se podle naseho modelu nemély vubec §itit - dochdz{
k ohybu svétla. Vezmeme-li stérbiny dvé, dochézi k dokonce jevu zvanému
interference svétla. Tyto experimenty naznacuji, ze svétlo neni ve skutecnosti
proudem jakychsi ¢dstic ("kulicek”), ale spise vinami.

Pokud se vsak jedna o vlnéni, tak co se vlastné vini? Hodime-li doprostied
rybniku kdmen, vidime kruhové sitici se vilny. Ano, viny ... viny tvofené z vody.
Pokud zacneme foukat na flétnu, sii{ se zvuk, coz je také jakasi forma vlnén{ -
jednd se o ziedovani a zhustovani molekul vzduchu. Opét je to ale vinéni nééeho

. vlnéni vzduchu. Ovsem pokud je svétlo vlnéni, co se teda vlastné vIni?

James Clerk Maxwell se zabyval teorii elektromagnetismu. Shrnul ji do
CtyT rovnic, které popisuji Siroké spektrum elektrickych a magnetickych jevu.
Co vsak bylo velkym piekvapenim, které malokdo cekal: z jeho teorie vy-
plynula existence elektromagnetickych vin. Pokusy védcu, jako naptiklad Hein-
richa Hertze, vedly k experimentalnimu potvrzeni, ze tyto vlny opravdu exis-
tuji a prenasi se prazdnym prostorem. To spustilo fetézec snah o vybudovani
bezdratové komunikace - a to se také skutec¢né povedlo.

Maxwellova teorie nam vSak dala vic, nez jen toto - z jeho rovnic lze odvodit,
ze tyto vlny se $if{ rychlosti ¢ = \/%TN coz pro vakuum davad hodnotu zhruba
3. 108%. Zajimavé shoda okolnosti ... vyslo stejné ¢islo, jako pro rychlost siteni
svétla. Inu, ta shoda okolnosti byla az piili§ podezrela ... Maxwella napadlo, ze
ono zahadné svételné vlnéni néjak hluboce s elektiinou a magnetismem souvisi.
A to sice takto: svétlo je specidlni druh elektromagnetického vlnéni (s vinovou
délkou mezi 390 a 760 nm). Jeho hypotéza byla potvrzena mnoha experimenty -
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jmenujme napiiklad Faradayuv jev, ktery zpusobuje zpusobuje polarizaci svétla
uvniti magnetického pole.

Maxwellovy rovnice se tedy staly teoretickym zakladem pro optiku. Ukézalo
se, ze svétlo je elektromagnetické vinéni. Dobra, ale vinéni ¢eho? Fyzici pfisli s
predstavou jakéhosi neviditelného média - éteru - jehoz vlnéni predstavuje siteni
svetla. Tato predstava prirozené vedla ke snaze prozkoumat ruzné vlastnosti
tohoto zahadného éteru - napiiklad urcit jeho klidovou soustavu, vici niz je éter
v klidu. Snaha o nalezeni této soustavy vyustila ve slavny Morley-Michelsonuv
experiment. Jeho vysledek vsak byl naprostym Sokem: nic jako éter neexistuje a
rychlost svétla je ve vSech inercidlnich soustavach a ve vSech smérech stejna, Siti-
li se svétlo ve vakuu. Bude tedy lepsi, kdyz si elektromagnetické pole nebudeme
predstavovat jako vlnéni néjakého média. Jak si tedy ono ”elektromagnetické
vinéni” predstavit?

Jesté nez definujeme, co to je vinéni, sezndmime se nejdiiv s pojmem pole.

Snad nejptijatelnéjsi predstavu o elektrickém poli ziskdme, pokud kazdému
bodu v prostoru prifadime urcitou vlastnost: pokud do néj umistime nabity
nabity objekt, zatne na néj pusobit elektricks sila. Tato vlastnost viak v daném
misté prostoru existuje, aniz by tam fyzicky néjaky naboj byl.

Podobné magnetické pole - kazdému bodu prostoru prifadime tuto vlast-
nost: pokud tam umistime pohybujici se nabity objekt (a smér pohybu nebude
ruznobézny se smérem magnetickych silo¢ar), tak na néj bude pusobit magnet-
ickd sila. Opét zduraznéme, Ze existence magnetického pole neni podminéna
pritomnosti ndboje - pole existuje nezavisle na jeho pritomnosti.

Dobr4, to jsme vysvétlili pojem elektromagnetického pole. Déle by se hodilo
védeét, co to je vinéni. Zkusme si predstavit dvojrozmérné pole jakozto hladinu
rybniku. Pro kazdou dvojici soutadnic x, y a kazdy ¢as ¢ mohu zavést funkci z =
z(x,y,t), kterd mi popisuje, jak vysoko se hladina vody nachézi. Upozornéme
zde, ze vlnu si nemusime nutné vzdy pridstavovat jako sinusoidu: periodi¢nost
funkce z vubec neni nutna. O této funkci budeme predpokladat pouze to, ze je
spojitd a diferencovatelnd - pak se jednd o vlnu. Jednoduché, ne? VInéni neni
nic jiného, nez pole, které se spojité s ¢asem méni.

Inu, elektromagnetické vinéni je tomu velmi podobné - akorat misto zavislosti
vysky hladiny vody z = z(z,y,t) budu popisovat zdvislost elektrické intenzitu
E = E(z,y, z,t) a magnetické indukce B = B(z,y, z,t). A jesté jednou - elek-
trickd intenzita a magnetickd indukee nejsou néco fyzicky predstavitelného (jako
vyska hladiny vody), je to spis jakdsi skrytd vlastnost prostoru, kterd se muze
a nemusi projevit.

Budeme se tedy ted drzet piedstavy svétla jakozto elektromagnetickych vin
(i kdyz kvantovd mechanika ukazuje, Ze i tato pfedstava neni zcela spravnd).
Vlnova teorie predpovidd Siroké spektrum optickych jevi - jako napiiklady
difrakci svétla, interferenci, polarizaci nebo disperzi. Aby to neznélo tak suse,
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pripomenme si dusledky téchto jevu, jez vidime obcas kolem sebe:

Kdyz jdeme do 3D kina, nasadime si polariza¢ni bryle - levy filtr propusti
obraz pouze pro levé oko, zatimco pravy filtr propusti obraz pouze pro pravé
oko. Tim vznik4 iluze trojrozmérného vidéni.

Diky interferenci dokazeme vytvaret hologramy, které zachycuji trojrozmérnou
informaci o obraze na dvojrozmérny povrch. Tuto informaci pak muzeme kdyko-
liv zrekonstruovat. Hologramy maji pouziti napiiklad na bankovkach jako
ochrana proti padélani.

Diky difrakei rentgenového zafeni (coz je také elektromagnetické vlnéni, jen
s krats{ vlnovou délkou) umime zjistovat néco o struktuie krystaltt a velikosti
krystalové miizky. Je neuvéritelné, ze dokazeme zjistit néco o néem tak malém,
jako je 101%mn/! Princip je zalozen na tom, Ze zafeni o piesné definované vlinové
délce se na daném krystalu odrazi jen pod pfesné danymi uhly. Za pomoci
Braggovy difrakéni podminky pak dokdzeme zpétné urcit vzdalenosti atomu v
krystalu.

I s disperzi se bézné setkdavame: staci si vzpomenout na 1izasnou povidanou
na obloze, kdyz sviti slunce a pfitom prsi - dochazi k lomu svételnych paprsku
a ruzné barvy (ruzné vlnové délky) se ldmou pod ruznymi thly. Vysledkem je
pestrobarevny oblouk zvany duha.

Tim v8im chci jen dokumentovat, ze predstava svétla jakozto elektromag-
netickych vin je velmi dobréa a vysvétluje spoustu véci kolem nés. Bohuzel, v
jinych experimentech (jako je tfeba fotoelektricky jev) tento popis selhdvd. A
ve fyzice plati pravidlo, Zze pravdivé je pouze to, co se shoduje s experimentem.
Neberme to tedy prosim tak, ze svétlo je zcela jen elektromagnetické vinéni tak,
jak o popisuji Maxwellovy rovnice. To totiz bohuzel neni pravda.

V pripadé fotoelektrického jevu se vice hodi si predstavit svétlo jako proud
¢astic - fotonu. Pritom vime, Ze predstava fotonu neni pfilis blizka realité, pokud
se provede jiny experiment - tieba difrakci svétla. Svétlo tedy nejsou ani ¢éstice,
ani vlny, ale tak néjak oboji dohromady. Pokud se s timto mlhavym popisem
nespokojime (a ano, na to ma kazdy prdvo), je potfeba $dhnout hloubgji: do
kvantové elektrodynamiky. To je v8ak nad ramec této prace.

Na zavér tohoto dlouhého povidani (ano, historie zkoumani svétla je bohatd,
nepiislo by mi fér odbyt ji par slovy) bych tedy rad fekl, ze v pristi kapitole
svétlo povazuji za elektromagnetické vinéni, védom si toho, ze mj model reality
nebude zcela pfesny.
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20 Dodatek 2: Fermatuv princip Sifeni svétla -
odvozeni z Maxwellovy teorie

Jak uz jsme zminili v minulé kapitole, svétlo ma jednu zdhadnou a pro ¢lovéka
netrividlni vlastnost: pokud se §iii z bodu A do bodu B, pak se §iii takovym
zpusbem, aby danou drahu urazilo za (lokdlné) nejkratsi mozny cas. Také jsem
v minulé kapitole zminoval, ze svétlo mé dost casto charakter elektromagnet-
ického vInéni, které je kompletné popsano Maxwellovymi rovnicemi. Cilem této
kapitoly bude spojit tyto dvé netrividlni tvrzeni dohromady a ukéazat tak, ze Fer-
matuv princip neni ”magie”, ale nutny dusledek néc¢eho velmi fundamentdlniho.
Pokusime se tedy tento princip vyvodit pfimo z Maxwellovych rovnic.

N4&s dukaz bude mit 3 hlavnf ¢4sti:

e 1) Z Maxwellovych rovnic odvodime vlnovou rovnici svétla (pro izotropni
prostfed{ bez ndboju a proudu)

e 2) Z vlnové rovnice svétla odvodime paprskovou rovnici (aneb zavedeme
pojem paprsku, ktery je v jistém smyslu duélni k pojmu vlnoplochy)

e 3) Ukédzeme ekvivalenci paprskové rovnice a Fermatova principu

Paradoxné ve nasem dikazu za¢neme ”od konce”, tj. od bodu 3. Jesté, nez
se do dukazu pustime, pokusim se vysvétlit, pro¢ chci vést postup pravé timto
na prvni pohled podivnym zpusobem.

Predstavte si, ze navs§tivite vystoupeni kouzelnika. Kazdy dobry kouzelnik
mé vzdycky pripravené kouzlo, které vas nééim piekvapi a uchvati. A vy, jakozto
zvidavi jedinci, se snazite prijit na to, jakym trikem to ten kouzelnik jenom
mohl provést. A kdyz nad tim premyslite, vychazite z toho, co jste vidéli a
slySeli a pokousite si v hlavé pfedstavit skryté mechanismy, které probihaji v
pozadi. Nékteré z téchto predstav jsou nesmyslné, a tak je zavrhnete. Jiné
vypadaji nadéjné, a tak o nich za¢nete premyslet hloubéji a seriéznéji. A tieba
se nakonec trefite a navrhnete mechanismus, kterym byste byli dané kouzlo
schopni zrealizovat i vy sami.

Na Fermattv princip se ted divdme jako na magii, které nerozumime a
snazime se ji vysvétlit na zdkladé néceho, co uz zname. Bylo by ale dobré trochu
si nejprve promyslet, k ¢emu vlastné chceme dospét - co ma vlastné nas ”mech-
anismus” byt schopen ”vycarovat”. A to bez zbytecnych slov ”abrakadabra”,
které slouzi jen pro pobaveni divdku a vétsi teatralni efekt. Jinymi slovy, prin-
cip minimalizace (resp. lokélni extremalizace) ¢asu je filosoficky impozantni,
ale je tu jesté néco v pozadi, co nevidime. Podivejme se tedy nejprve, s ¢im je
Fermatuv princip ekvivalentni.

Dukaz ekvivalence paprskové rovnice a Fermatova principu
Predpokladejme tedy, ze prostiedi, jehoz optické vlastnosti jsou popsany
spojitou funkel n(x,y,z). Tato funkce ndm udévd, kolikrdt se svétlo Sff{ v
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daném bodé pomaleji, nez by se sitilo ve vakuu. Této funkci se #ikd index lomu.
A v tomto prostifedi mame paprsek svétla, ktery se §itil z bodu A do bodu B.
Predstavme si na chvili by se svétlo mohlo $ifit po naprosto libovolné draze.
Cas potfebny k urazeni této dréhy oznacme T'. Piislusna draha je néjaka kiivka
ve tifrozmérném prostoru, a takova ktivka lze urcité popsat trojici zdvislosti
x = z(7),y = y(7),2z = 2z(7) pro né&jaky reilny parametr 7. Jaky cas to tedy
svetlu potrva, nez se dostane z bodu A do bodu B? Zjevné to bude:

d d 1 1
T:/dt:/—s: —s:f/nds:f/n\/d:I:Q—l—dyQ—i—sz:
v c

< c
n

1 dz\ > dy 2 dz\? 1 2 2, 2
—c/n\/<d7> +<d7‘> +<d¢> dT—E/m/a: +y't+2%dr (44)

V tomto vztahu jsem zavedl znaceni 2’ := %, analogicky pro zbylé soufadnice.

Vsimnéme si, ze v prubéhu odvozovani se zde vyskytl diferencidl délky ds,
ktery jsem postupné upravil do tvaru v/z'? + y'* + 2/2dr. Odtud plyne, ze

plati rovnost
d
T = \fa? sy (45)

Ve vztahu (44) jsem ziskal vyjadreni ¢asu T v zdvislosti na konkrétn{ dréze:
T= % [ n(z,y,2) z'? + y'% + 2'?dr. A podle Fermatova principu m4 byt tento
¢as co nejmensi - snazim se tedy vybrat vhodnou kt¥ivku, aby toto platilo. Jinymi
slovy se snazim extremalizovat zminény funkciondl. Vybér vhodné kiivky je ale
totéz jako vybér zavislosti x = x(7),y = y(7),2z = 2(7). A protoze volim tyto
zavislosti naprosto nezavisle na sobé&, mohu dvé z nich zafixovat a jako volnou
zavislost mohu na chvili povazovat jen jednu. Zvolme si tedy tfeba zavislost
x = z(7) a extremalizujme nds funkciondl vzhledem k ni:

2 12 /2 /2 _i i 12 /2 12 _
ax(?“b(x,yw)\/fc +y+z 7\ 5 n(z,y, 2)\/2'" +y”" +z =0

Odtud po provedeni parcidlnich derivaci dostdavame:

%\/x’2+y'2+2’2—d(n il ):o
3x dr 1’x’2+y’2+z/2

Jak uz jsme vyse ve vztahu (45) jednou zminili, vyraz pod odmocninou je
roven %. To nam piedchozi vztah znacné zjednodusuje:

onds d( a\_omds _d( i
Ox dr dr % N Or dr dr ds
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Operator derivace % vpravo muzeme podle Fetizkového pravidla prepsat

jako %d—ds. V dalsim kroku pak pokrétime obé strany rovnice vyrazem 22:

dr*
onds _dsd( dr\_on_d( dr
dr dr  drds e ds dr  ds e ds

RAdi bych se v této rovnici zbavil jakékoliv zavislosti na parametru 7, protoze
ten je v této situaci z fyzikalniho hlediska umély a nepopisuje nic redlného. To
se ndm podaii, pokud si uvédomime, Ze ' m4 vlastné vyznam Z—f. Po dosazeni
a nasledném pouziti fetizkového pravidla se proménné 7 skutecné zbavim:

on_ d( dedr\_ on_d( d
dr  ds ndT ds dr  ds nds

Posledni odvozeny vztah jsem odvodil pro souradnici z, totéz bych ale samoziejmé
mohl odvodit i pro soufadnice y, z. Pokud bychom tyto tfi vztahy sloucili do
jediného vektorového, dostali bychom:

on om on\ _d [ (d dy iz
9 9y’ 9z )~ ds\ "\ ds’ ds’ ds

d dr

kde 7 je polohovy vektor paprsku. Rovnici (46) fikdme paprskové rovnice.
Kdyz se na tento vztah, vidime ze zde vystupuje index lomu n a polohovy vektor
r. Tento vztah nam tedy dava do souvislosti vlastnosti optického prostiedi a tra-
jektorie paprsku. Mohli jsme samoziejmé postupovat i obracené a ze paprskové
rovnice odvodit Fermatuv princip. Kazdopadné vidime ekvivalenci obou tvrzeni
a bod 3) muzeme v nasem dukazu povazovat za hotovy.
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Vyvozeni vinové rovnice z Maxwellovy teorie

Dobré, zatim jsme si jen hrali s geometrii paprski, ale co s tim m&a co
spoleéného svétlo? Kdybychom tytéz uvahy provadéli pro rybky plovouci v
akvariu, mélo by to asi stejnou vypovidajici hodnotu. To, co ndm zatim v nasi
uvaze chybi, je fyzika. Jak uz jsme fekli v minulé kapitole, svétlo je specidlnim
pripadem elektromagnetického vinéni. A toto vlnéni je popsdno soustavou Ctyt
elegantnich rovnic:

. oD Ll
D= - — H—
\Y% p o V X j
V-B=0 98 _
ot

Samoziejmé je potieba témto symbolum dat konkrétni fyzikaln{ vyznam:

E ... intenzita elektrického pole
D ... elektricka indukce

H ... intenzita magnetického pole
B .. magnetickd indukce

p ... hustota elektrického nédboje
5 hustota elektrického proudu

Déle okomentujme Maxwellovy rovnice z hlediska jejich vyznamu:

rovnice vlevo nahote ... uréuje pocatecni stav elektrického pole
rovnice vpravo nahofe ... uréuje casovy vyvoj elektrického pole

rovnice vlevo dole ... urCuje pocatec¢ni stav magnetického pole
rovnice vpravo dole ... urcuje ¢asovy vyvoj magnetického pole

Vsechny tyto rovnice dohromady krésné funguji a popisuji (témér) veskeré
elektrické a magnetické jevy, které mohou nastat ve vakuu. To je ovSéem pro
praktické pouziti téchto rovnic casto malo, neb obvykle se zabyvame exper-
imenty i mimo vakuum. Posledni véc, kterou je k témto tzasnym rovnicim
potieba doplnit, jsou tzv. materidlové vztahy, které nam iikaji, jak se siif a
jaky vliv ma elektické a magnetické pole v néjakém konkrétnim prostredi:

l_j = eE kde € je tenzor permitivity daného prostiedi.
B uH kde p je permeabilita daného prostiedi.
j = O’E kde o je mérna elektrickd vodivost.

Vsechny potfebné vztahy a veli¢iny mame zavedené. Nyni bychom tedy radi
nahlédli, Zze svétlo je elektromagnetické vinéni - aneb odvodili vlnovou rovnici.
Nezapomenme vSak pii tomto odvozovani na povidani z predchozi kapitoly, ze
pod pismeny, jako je E nebo B si neméme predstavovat nic fyzického, ale prosté
jen pole. Ale ted uz dost povidani a pustme se do vypocti!
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Vezmeéme rovnici popisujici vyvoj magnetického pole a aplikujme na obé jeji
strany diferencidlni operator rotace:
OB .
Vx —=-VxVxE
ot
Na pravé strané pouziju (snad) zndmou vektorovou identitu, ze pro kazdou
(matematicky) rozumnou vektorovou funkci F' plati VXV x F = V(V-F)—AF.
Rovnice pfejde do tvaru:

OB , .
Na levé strané mohu prohodit operator rotace a ¢asové derivace:
0

at(vw.?) = -V(V-E)+AE

Mezi magnetickou indukei Ba magnetickou intenzitou H existuje jednoduchy
pfevod - materidlovy vztah B = pH. Po dosazeni a vytknuti p dostdavame:

u§t<vXﬁ> =-V(V-E)+AE

Vsimnéme si, ze ¢len V x H se vyskytuje v rovnici urcujici vyvoj elektrického
pole. Muzeme odtud vyjadfit V x H= %—? + ; a dosadit do minulé rovnice:

o (oD - . .

Protoze se pohybujeme v prostiedi bez proudu, je zjevné jz 0:
82D

"o

Nyni uz v nasem vztahu figuruji jen elektrické veliciny - elektricka intenzita a

indukce. Zbavme se elektrické indukce pouzitim druhého materidlového vztahu
D = eE. Tim nalevo ziskdme:

= —V(V-E)+AE

O*E a q
— =-V(V-E)+ AE
H g (V-E)+
Jedna z Maxwellovych rovnic #ika, ze V- D = p. Prostiedi je ale bez naboju,
takze V- D =0 = V- E = 0, proto a cely prvni ¢len na pravé strané minulé

roviuice zmizi:

PE | = - O°E

Tim jsme odvodili tzv. vlnovou rovnici. Klidné ji muzeme rozdélit na jed-

. 7 7 Ie ~ 3 > ~ 2 2
notlivé kartézské slozky. Vybereme si tfeba x-ovou slozku: ‘982"2 — €l Batb;z =0
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2 2
7 matematiky je znamo, Ze rovnici tvaru % — U%% = 0 fesi kazdd funkce
f, ktera je zavisla pouze na argumentu x — vt. Geometricky si lze takové Feseni

predstavit jako funkci §ifici se rychlosti v ve sméru osy .

1
v2)

Pokud tedy ztotoznime ey = dostaneme odtud, ze elektromagnetické
< s 1

vlny se §i¥{ rychlosti v = T Pro vakuum, ale i pro izotropni nevodivé
materidly experimenty ukazuji, ze rychlost Sifeni svétla je stejnd jako je tato
rychlost elektromagnetickych vin. Vse tedy napodivé, Zze svétlo neni nic jiného
nez elektromagnetické vlny. Tim jsme tedy splnili ¢dst dukazu 1).

Cesta od vInové rovnice k rovnici paprskové

Nyn{ jsme tedy v pozici, kdy uz vime, Ze svétlo jsou viny (vime z
Césti 1), a pritom se ale snazime na néj nahlédnout jakozto na paprsky (k cemuz
nds motivuje paprskovd rovnice odvozend v ¢dsti 3). Dobra, zkusme tyto dva
pohledy nyni propojit. Abychom to mohli udélat, musime se vice zamyslet nad
tim, jak ony svételné viny vypadaji.

Ackoliv vlnovou rovnici splituje kazda funkce zavisejici pouze na argumentu
x — vt, ve skuteCnosti je svétlo velmi specificky typ vin: jedna se o viny har-
monické, majici velmi malou vlnovou délkou (mezi 390 a 790 nm) a obrovskou
frekvenci kmiténi. Takové viny muzeme popsat rovnici E, = Eq-cos (w (t - %))
V komplexni symbolice zavislost vypada takto:

E, = Eqy(x, y,z)%(e‘i“teiﬁm)

E, = Ey(z,y, 2)R(e " @teika?)
kde k; je definovdno jako k, := =. Obdobné bych mohl definovat k,, k..
Vektoru k = (kg, ky, k) se iikd vlnovy vektor. Casto se vsak pracuje ¢isté jen v

komplexnich ¢islech a teprve kdyz nas zajimé konkrétni fyzikdlni hodnota, urci
se redlnd cast Proto muzeme psat:
E,. = Eg(x, v, Z)efiwteisz

Slozka elektrického pole E, 1ze také psat ve tvaru

Em _ E()(,T, v, Z)e—iwtei%S(ac,y,z)
kde n je index lomu daného prostiedi a S(z,y, z) je tzv. eikondl. Mnozina
vSech bodu s konstantni hodnotou eikonélu tvoii svételnou vinoplochu. Oznac¢ime-
i A := Eg(x,y, z)e”“t, pak dosazenim do vInové rovnice dostanu tzv. Helmholt-
ZOVU rovnici:
AA+K*A=0
Chceme tedy spocitat AA, takze postupné pocitejme parcidlni derivace:
DA _OF, ns  KELOS s
Ox Ox n Ox
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— 42— — 4+
Ox? n Ox Ox n O0x? n?

—_— e n
0x2 Oz

o?A (82E1 yike 0B 0S  koBo S K2E, <as>2> ke g
Podobny vypocet bych mohl provést i pro y-ovou a z-ovou slozku. Dosadime-
2
li do Helmholtzovy rovnice a ndsledné ji pfendsobime zlomkem 75, dostaneme
vztah: ’

n2 n n
AFE, + 2i E i—AS — 2in?=
K2E, v+ zkmEx(V QJVS)—i—zkm S—(VS)*+n*=0

Protoze vlnova délka A — 0, roste k, do nekonecna. Predchozi vztah se tedy
redukuje na:

—(VS)?2+n?=0 = VS| =n

Posledni vztah se nazyva zakladni rovnice optiky a dava do souvislosti index
lomu a eikondl. Geometricky tento vztah muzeme interpretovat tak, ze index
lomu uréuje, jak vzdalené jsou od sebe jednotlivé vinoplochy (a tedy jak rychle
se Sif{ svétlo).

Od vlnoploch k paprskim uz vede velmi kratka cesta. Aplikuji-li gradient
na vztah |VS| = n, dostanu:

d
Kdyz se nyni zamyslime, co to je paprsek, mohou nas napadnout dvé inter-
pretace. Zavedu-li smérovy vektor paprsku § = g—f , pak si staci uvédomit fakt,
ze paprsek musi nutné byt kolmy k vinoplose, a tedy § = VTS

dostat, ze V.S = ‘jjn. V ptedchozim vztahu mohu tedy nahradit vyraz VS:

d dr

To je vSak presné rovnice (46), kterou jsme chtéli dostat! Ukazali jsme tedy,
ze z vlnové rovnice se da vyvodit Helmholtzova rovnice a ta mé pfi limité A\ — 0
feSeni, jen pokud plati tzv. zdkladni rovnice geometrické optiky. Pokud vsak
plati ta, lze ukazat z vlastnosti eikonédlu, ze misto vinoploch muzeme efektivné
pracovat s paprsky a ziskdme paprskovou rovnici. No a ta je prece ekvivalentni
Fermatovu principu nejkratstho ¢asu.

a srovnanim mohu
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Zaver:

V préci jsem vysvétlil pouzité matematické metody variacniho poctu a i fyzikdlni principy, o které se opiram.
Poté jsem resil mnoho fyzikalnich dloh, k jejichz feSeni se varia¢ni metody hodi. Jsem si védom toho, Ze jsem
zdaleka neobsdahl vsechny témata, jichZ se variacni pocet tyka — napfiklad problém minimalnich ploch v
kontextu s tvarem bublin, nebo hledani trajektorie v graviacnim poli jakoZto geodetiky v zakfiveném
Casoprostoru.
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