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Pokud stupen S >= stupen T, pouzijeme algoritm. na d leni. Ziskame podil
(polynom P) a zbytek R. Integrujeme polynom P a rac. lomenou R/T,

kde uz stupen R< stupen T.

V popisu postupu pro integrovani budeme uva~ovat druhy rozklad.

1) NejdYive integrujeme zlomky se jmenovateli s redlnymi koYeny (vede na logaritmy prol = 1 a na
reciproke mocniny jmenovatelu s pYisl. koeficientem pro I>1, napY.:

int 1/(x-3)7{3} dx = (1/-2) 1/(x-3)"{2} + C.

2) Pak pYejdeme ke komplexnim koYenom: KoYeny vystupuji v parech navzajem komplexn
sdru~enych isel (plyne z realnosti koeficientu rac. lom. fce), napY. 2 + i a 2 - i.
NejdYive stejné mocniny se vzdejmn sdru~enymi koYeny dadme k sob :

napY. i/ [x - (2 + 3i) 1M + -i/ [x - (2- 3i)]"] - koYeny vzajemn sdru~ené a mocniny stejné

i) Prol > 1 integrujeme ka~dy len dvojice jako dYive [na reciproke mocniny jmenovatele vynasobené koef.
1/(-n+1) ] a pak integraly se teme. Musime dostat racionalni lomenou fci s realnymi koeficienty.

To je zkouska. //To, ze tak muzeme postupovat jsme diskutovali vicekrat na cviceni. Muzeme totiz

spocitat derivaci (x-a_i)"n také pro komplexni a_i, a to z definice derivace, kde pouzijeme binomickou vetu
(a+b)?n = a”n + na”“n-1 b +... + nab”n-1 + bAn. proa=xab =-a_i

komplexni islo (v jejim dukazu se nic o realnosti a ani b nepouzilo): prislusne cleny

se odectou a vydeleni h (v derivaci) projde. //

ii) Prol = 1 nejdYiv se teme a pak integrujeme, o tom dale.

3) Jediny problémem je tedy ziskani koeficiento A_i~l (s vinkou) u mocnin v rozkladu. Zakladni metody jsou tYi:
zakryvaci, neur ité koeficienty a eventualne "tipnuti". Prvni dv funguji v;dy -ty se musime
pYi >>procvi ovani se<< nau it. A~ to zvladneme, pYistupujeme k jejich modifikacim, nebo k tipnuti.

Je nutné si vytvoYit jistotu, ~e pYiklady zvladneme. Jsou toti~ Yeaitelné algoritmicky.

4) Hledani koYeno: v principu slo~ité. Pro stupeH jmenovatele 1 nebo 2 umite ze stYedni akoly. Pro vyaai
tipuji koYeny (zkouaim typicky 1,0,-1), nebo je n kdo sd |Ii a pak d Iim polynom vyrazy

(x-a_i), kde a_i je pYisl. koYen. Lepe to vice mene nejde a pro prvni semestry je to dostacujici.
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Pokud stupen S >= stupen T, pouzijeme algoritm. na dělení. Ziskame podil
(polynom P) a zbytek R. Integrujeme polynom P a rac. lomenou R/T, 
kde uz stupen R< stupen T.

V popisu postupu pro integrovani budeme uvažovat  druhy rozklad.

1) Nejdříve integrujeme zlomky se jmenovateli s reálnými kořeny (vede na logaritmy pro l  =  1 a na
reciproke mocniny jmenovatelu s přísl. koeficientem pro l>1, např.: 
int 1/(x-3)^{3} dx = (1/-2) 1/(x-3)^{2}   +  C.

2) Pak přejdeme ke komplexním kořenům: Kořeny vystupují v párech navzájem komplexně
sdružených čísel (plyne z realnosti koeficientu rac. lom. fce), např. 2 + i a 2 - i.
Nejdříve stejné mocniny se vzáejmně sdruženými kořeny dáme k sobě:
          např. i / [x - (2 + 3i) ]^l + -i/ [x - (2- 3i)]^l    - kořeny vzájemně sdružené a mocniny stejné

 i) Pro l > 1 integrujeme každý člen dvojice jako dříve  [na reciproke mocniny jmenovatele vynásobené koef.
 1/(-n+1)  ]  a pak integrály sečteme. Musime dostat racionalni lomenou fci s realnymi koeficienty. 
 To je zkouska. //To, ze tak muzeme postupovat jsme diskutovali vicekrat na cviceni. Muzeme totiz 
 spocitat derivaci (x-a_i)^n také pro komplexni a_i, a to z definice derivace, kde pouzijeme binomickou vetu 
 (a+b)^n = a^n + na^n-1 b +... + nab^n-1 + b^n. pro a = x a b = - a_i 
 komplexni číslo (v jejim dukazu se nic o realnosti a ani b nepouzilo): prislusne cleny
 se odectou a vydeleni h (v derivaci) projde. //

 ii) Pro l = 1 nejdřív sečteme a pak integrujeme, o tom dale.

3) Jediný problémem je tedy získání koeficientů A_i^l (s vlnkou) u mocnin v rozkladu. Základní metody jsou tři:
zakrývací, neurčité koeficienty a eventualne "tipnutí". První dvě fungují vždy - ty se musíme 
při >>procvičování se<< naučit. Až to zvládneme, přistupujeme k jejich modifikacím, nebo k tipnutí. 
Je nutné si vytvořit jistotu, že příklady zvládneme.  Jsou totiž řešitelné  algoritmicky.

4) Hledání kořenů: v principu složité. Pro stupeň jmenovatele 1 nebo 2 umíte ze střední školy. Pro vyšší 
tipuji kořeny (zkouším  typicky 1,0,-1),  nebo je někdo sdělí a pak dělím polynom výrazy 
(x-a_i), kde a_i je přísl. kořen. Lepe to vice mene nejde a pro prvni semestry je to dostacujici.
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Mozny k zlepsovak k odcitani pro vypocet A: po spocteni B a C zjistim A dosazenim za
x do leve i prave strany cislo, jez neni korenem, napr. x =-1. Lze iv predchozim pr., x = 1.
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Proto odečtu

Mozny k zlepsovak k odcitani pro vypocet A: po spocteni B a C zjistim A dosazenim za 
x do leve i prave strany cislo, jez neni korenem, napr. x  = -1. Lze  i v predchozim pr., x = 1.
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Dostavame tedy (opet integr. log. derivace) In|x"2-2x+2| +C a integral, ktery povede na arctan.
Arctan ziskame: upravou jmenovatele na ctverec a dalsimi jednou az dvema std. lineranimi substitucemi.

Viz priste: 9_cviceni.pdf .

Tim v principu umime integrovat prisl. casti. parcialnich zlomku.
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Opet D (nebo B) muzu dostat dosazenim "nekorene",
napr. opet x=1. V prip. kplx cisel je dosazeni doporu-
cene.

Platnost postupu mohu

o

ověřit

Pro "slozitejsi" kořeny, stale ale myslime z C\R, muze byt citatel i  jmenovatel složitějši. Uvazme koreny 1+i a 1 - i
(vime, ze vystupuji v kplx sdruz. parech - plyne z realnosti koeficientu rac. lomene fce):
Sectenim 1/(x- (1+i)) + 1/(x-(1-i)) = (2x-2)/(x^2 - 2x +2). Zde je opet citatel
derivaci jmenovatele, a tak int (2x-2)/(x^2-2x+2) dx = ln|x^2-2x+2|.  Pro tuto integraci viz take cast o integralu log. derivace
v ramci substituci v 9_cviceni.pdf

Pro koreny x=1+ i a 1-i a slozitejsi koef. (z C\R), ktere mohu pri  takovychto rozkladech dostat, muze byt
integrovany vyraz jeste "slozitejsi". Uvazme koeficienty 1-i a 1+i. Mame secist:
(1-i)/(x-(1+i)) + (1+i)/(x-(1-i)) = sami = 2x/(x^2 - 2x +2). Ten integruji tak, ze citatele doplnim - lepe prepisu (kdyz neco
odectu, musim to pricist) na (2x-2) + 2. Clen v zavorce je totiz derivaci jmenovatele.
Pak tedy mame po osamostatneni clenu s cislem 2 (linearita integralu):
                                                          int (2x-2)/(x^2-2x +2)dx + int 2/(x^2-2x+2) dx

 Dostavame tedy (opet integr. log. derivace) ln|x^2-2x+2| +C a integral, ktery povede na arctan.
 Arctan ziskame: upravou jmenovatele na ctverec a dalsimi jednou az dvema std. lineranimi substitucemi.
 Viz priste: 9_cviceni.pdf .

 Tim v principu umime integrovat prisl. casti. parcialnich zlomku.


