Linearni funkce f :y =ax+b ;
. b Souéinové a podilové nerovnice
e priseciky s osou x: —~
S v (2e—4)(—x—3)
e pruseciky s osou y: b Reste (=3)(=—1) >0
7}7 e najdu nulové body: 2,—3,1
Kvadraticka rovnice az? + bz 4 c=0 tabulk
e diskriminant D = b? — 4ac ¢ tabuixou
—00, —3 -3,1 1,2
° kofeny x172 — % ( > < ) ( >
Substituce (2x —4) — _ _
— 2
e art +br2+ec=0L"5 ay? +by+c=0 (—z—3) + _ _
oam—l—b\/E—I—c:OM)ayz—l—by—l—c:O (=3) - - -
Parabola [ :y = az?® + bz + ¢ \"\\ / (@—1) _ _ +
=a(x —z1)(z — x2) celkem — + —
\ b
LT\ 5 L2
e pruseciky s osou z: kofeny 1, xs \ e e z€(-3,1)U(2,00)
e pruseciky s osou y: ¢ 6 //
—b L
e vrchol paraboly: [5—;’, f(g—é’)] I (@)
Elementarni tpravy Odstupiiovany tvar
e prohodit dva fadky a b ¢ d e
e v dalsim radku .
e pricist k Fadku nasobek jiného vidy aspof o 0 f g h i
e vynasobit fadek konstantou Jednvu nulu vic, 00 gk
napr.
0 0 00 O
e odstranit nulovy radek
Soustavy rovnic - obecny postup feSeni, PS = pravé strana Pivot (prvn{ nenulovy na fadku)
1. prevedeme matici s PS do odstupnovaného tvaru 5 9 3 7 9
2. ur¢ime pivotové sloupce 0 4 3 -7 2
3. najdeme partikuldrni feseni (ug) 0 0 0 —-12 | 8
(a) za nepivotni neznamé zvolime 0 ug = ( 0 0 >
(b) ostatni neznamé dopoc¢itame uy = < 7 -2 0 2 0 >
4. zahodime PS
5. ur¢ime hodnost h = pocet nenulovych fadku h—=29
(v odstupriovaném tvaru) -
.. . o Co . k=5-3=2
6. urc¢ime pocet stupnu volnosti £ = pocet sloupcu - h
7. najdeme homogenni feseni (uy,us, ... uy) v = < 1 0)
. , . R Uy = ( 0 1>
(a) pripravime si k vektoru
. . (. , s up = < 8 2 1 0 0)
(b) za nepivotni nezndmé zvolime vzdy jednu 1, zbytek 0
(c) ostatni neznamé dopocitame (bez PS) uz = <ﬂ -1 0 3 1)

8. vSechna FeSeni jsou tvaru wg + uq - t1 + ug - to + - - + uy, - iy, (7+8t1—11tp, —2-2t1~ty, t1, 24312, 1)

Soustavy rovnic s parametrem Zkousime prohodit fadky tak, aby parametr zbyl v poslednim rfadku

Rozlisime pifpady (podminky pro parametr a), pro kazdou variantu dopoéitdme soustavu zvIast
e .S =0, PS # 0 = nem4 fedeni e LS = 0 posledni fadek nezmizi

e LS =0, PS = 0 = posledni fddek zmizi



Determinant matice A, det A, |A] a1 61y @13

am a1z | a21 @G22 G323 | = Q11022033 + Q12023031 + A13021032—
= a11a22 — (12021
az a2 as;  asy ass —a13022031 — 11023032 — (12021033

Limita funkce li_)m f(z)=a
T—T(

Funkce f(z) mé v bodé xy limitu a, pokud se y = f(z) blizi libovolné blizko k a, pro x blizici se k xg.

i = lim logyx = —
e x9 € Dy pak xll)n:}() f(z) = f(=zo) e i logio
e pro krajni body definiéniho oboru pocitdme jednostranné e mh_?olo logs = o0
limity xlgglo e’ =00 X
) lim <—> = 00
Jednostranné limity lim Inz = —o0 z—=00 \ 2
z—0t -
s -~ ’ ~ 7 2
zapis ¢teme plati piiklad lim Inz — co lim <_> —0
i ] ] T T—00 z—oo \ 3
T — T x jde k xg zprava T > x0 lim — =00 )
=0+ lim 2 =0 lim logi z = oo
- . . T——00 z—0t 5
T — T x jde k x¢ zleva x < T lim — = —o0
z—0~ T lim 13 = 0o lim logy sz = —o0
T—00 T—r00 ’
Typové piiklad: vytknout nejvyssi mocninu (n? v éitateli, n? ve jmenovateli)
3 2 1 2 1
lim n3—2n+1: imn(l_?—i_?): imn(l—p+$):oo~(l—0+0)_
Srovnani logaritmu, polynomu a exponencialy Déleni nulou
exponencidla (%, 2%, atd.) > polynom (x, 22, atd.) > logaritmus (Inz, log, z, atd.) I
limita sou¢inu (poddilu) ma hodnotu podle silnéjstho oF ~ ™
1
2 n?(2z — 3 -
m 220 tm Y o 2820, lim (r—2)m@r—6) =0 0
z—00 er13 T—00 \/E T——00 r—2+

Neni definovano

Ezxponencidla a logaritmus se zdkladem mensim nezZ 1
+00 cokoli

e (3)"=-(2 o logy o= —logyx +o0 0

+o0-0 00 — 00

Defini¢ni obory

f(x) defini¢éni obor
c reR Dilezité rovnosti a # 1
log,z=ba’ =2
" z €R 1\*
. _ T x -
|| reR f'y_e’2’<2> e=2,7182
dr) z R\ {g(z) =0} Y ot gy
x, k sudé x € (0,00) Aty = g% . ¥
{x, k liché zeR \ In(zy) =lnz +Iny
\ e
e’ z€R AN log, (zy) = log, z+log, y
2
a®, a#1 r€eR =1 =1
Inz z € (0,00) - /11 i . (l)x In1=0 log,1=0
log, z € (0,00) — 2 ‘ ——\2 lne=1 log,a=1
1 z _ zlna
Priklad Urcete defini¢n{ obor a =c
Inx
o \/ZE3 = fesfm nerovnici X3 > 0, navic z # 2 log, z = ha

e log;, (;—fg) = feSim nerovnici i—f;’ > 0, navic z # 2



fry=Inz, logyz, log1 z
2

L’Hospitalovo pravidlo

.. 0 =+ i
//IOgQ x Pro limity typu — a —— plati
— 0 =£o0
1+ . ///ln T (pokud je prava strana definovand):
| | Cf@) L fw)
2 ¢ a=e0 g(x)  ae0 g'(2)
log: x
— 72
(cf) =cf'
(322) = 6x
defini¢ni obor priklad (ftg) =f+4
zeR (3)=0 (3:2+ln:n)':23:+%
" nz" ! neN=zeR (23) = 322
/ / /
. — +
" nl,n—l nceR=zcRt (3:2/3)/ — %:L,—l/?) (f g), f g fg
) L (x-e*) =1-€e"+ze”
Yo | =Vl r € RT (Vx) = 3Vx=3
x x x\/ ) x <£>/:7f/g_fg/
e e reR (") =e g 2
a® a*Ina a>0=zecR (2%) =2%1In2 <x2+1>/_2w'3x—(x2+1)-3
Ina 1 T € R (nzy =1 3 (3)*
log,z | == |a>0&a#1=zecR"| (logpz) = i (f(g(x))) = f'(9()) - ¢' ()
(s 3y = ¢T3 2
Prabéh funkce
1. defini¢éni obor f(z)>0| f(x) rostouct
2. sudost, lichost f'(x) >0 | f(z) neklesajici
sudd funkce f(—x) = f(x), f'(z) <0 | f(z) klesajici
raf soumérny podle os
& vP vy f'(z) <0 | f(x) nerostouct
licha funkce f(—z) = —f(z),
graf soumérny podle bodu 0 8. extrémy - lokalni i globalni
3. pruseciky s osami 9. asymptoty

f(=)

s osou x dosadit y =0 lim
r—+oco I
b= lim f(z)—ax

r—*+00

e y=ar+b:a=
s osou y dosadit z =0

4. limity v krajnich bodech defini¢niho oboru

r=a: lim f(z)=+4o0

5. derivace f'(x) * T—at

6. vyjimecné (podezielé) body 10. konvexita, konkavita

e staciondrni body f'(z) =0
f’(x) >0

f"(x) <0

f(z) konVexni
f(x) konkAvni

e body, kde f/(z) neexistuje

e krajni body Dy

7. intervaly monotonie inflexni bod z: méni se konvexita na konkavitu,

bud’ porovnanim hodnot v podezielych bodech = ["(z) =0

nebo pomoci znaménka f'(z) 11. graf



2

Prubéh funkce f(z) = rt—x—2

z—3
1. defini¢ni obor : Dy =R\ {3} 10. asymptoty
2. sudost, lichost f(—xz) = (_x_)i%“gﬁ e a— lim ?—x—2 1
= - =1,
f(=x) # f(x), f(—x)# —f(z), ani sud4d ani licha eTreo 23‘?__2 3z
b= lim =2,
3. pruseciky s osami z—o0 x — 3
sosoux: 22—z —-2=0=12, =2,z = —1 f(x) ma v 400 asymptotu y = x + 2
sosouy:x:0:>y:% 22— 3 —9
- . ) ea= lim ———— =1,
4. limity v krajnich bodech defini¢niho oboru T——00 5 z 5 3x
y B 4 b= lim — = =2
Hm f(@) = —oc lim f(2) = 57 = o0 oo =3
v—3t f(z) mé v —oo asymptotu y = z + 2
lim f(z) = 4 —00 li
T3~ 0 =00 fl@) = o0 e x =a: lim f(z) =00, lim f(z)= —oc:
) ) z—3+ z—3~
5. derivace f(z) = (21—1)@—(3)_—35920 —2—-2)-1 _ (wa’)z(?’w);l) f(z) mé asymptotu x = 3
6. vyjimecné (podezrelé) body 11. konvexita, konkavita
e staciondrni body (z —5)(x —1) =0 F(z) = (22—6)(x—3)2—(22—6245)2(z—3) _ 8
= X1 = 5, 9 =1 o (z—3)1 — (=-3)3
e body, kde f/(z) neexistuje - nema f(2)>0=z€(3,00) =
e krajni body Dy: —c0,37,3%, 00 f(z) je konvexni v intervalu (3, 00)
7. intervaly monotonie - prvni zpusob f(z) <0=x€ (~0,3) =
f(x) je konkdvni v intervalu (—oo, 3)
x —oco [ 1] 3 |37 |5 |0
f(x) nebo lim f(x) | —oo | 1| —oo | 0o [ 9| 0o | 12. graf
monotonie ya N\ Ny Ve
intervaly monotonie - druhy zpusob
f(x) >0=2 € (—o0,1),z € (5,00)
fl(x) <0=2¢€(1,3),z €(3,5)
Zaver: f(x) roste na intervalech (—oo,1) a (5, 00),
f(z) klesa na intervalech (1,3) a (3,5) B
8. extrémy - lokalni i globalni =3
f(z) mé lokalni maximum v bodé [1, 1], |
f(z) mé lokalni minimum v bodé [5,9],
globalni extrémy nema
Extrémy funkci vice proménnych: volné extrémy . )
stacionarni bod - Jacobiho matice Jr = (0, f,0yf) = (0,0) druhy staciondrnich bodi
. Onaf  Ouyf Hy <0 sedlo
Hessova matice - Hy = Hy >0 0, >0 lokdlni minimum
Ayaf  Oyyf ! o
Hessian - |H¢| = Opof - Oyyf — Opyf - Oy f Hy >0 0., <0 lokdlni maximum

Pi#iklad Najdéte stacionarni body funkce f(x,y) = 23 + 4ay — 2y% + 22 — y a uréete jejich druh.
e VyieSime soustavu
Onf =32 +4y+2=0 Oyf =4 —4y—1=0

7 druhé rovnice vyjadiime y = 4%_1 a to dosadime do prvni 3z + (42 — 1) +2 = 0.

Dostdvame bud 1 = —1 a nebo z9 = —%.



e Pro x1 = —1 méame y; =

% = —Z. Pro zo = —% mame yg = Lf)_l —1—72.
e Vypotteme druhé derivace: Oy, f = 62, Oy f =4, Oy f = —4 a Hesidn |H| = 6 - (—4) — 42 = —24z — 16.
e V bodé [—1, —%] nabyva Hesidn hodnotu |H¢| = —24 - (—1) — 16 = 8 > 0, v bodé je lokdlni extrém, protoze
Opzf =6 (—1) <0, je v bodé lokélni maximum.
V bodé [—21, — 5] nabyvé Hesidn hodnotu |Hy| = —24 - (—%) — 16 = —8 < 0, v bodé je sedlo.
Viazané extrémy funkci vice proménnych na kompaktni mnoziné (uzaviend, omezend)

e Nejdrive uréime volné extrémy a zkontrolujeme, jestli lezi uvniti oblasti.

e Pak urc¢ime vdzané extrémy (na hranici) a to jednou z metod:
— Dosazovaci metoda

1. vyjadifme hranici y = h(x) nebo z = h(y) prom. | 1 vazba 9 vazby vice
2. dosadime do f(x,y), ziskdme g(z) resp. g(y) dosazovaci
3. vypocteme ¢’ a polozime ji rovnou nule 2 (gaioﬁggr)l) Lagrange | Lagrange
4. kandidati na extrém - dopoc¢itdme druhou souradnici Lagrange
— Metoda Jakobidanu Jakobian
3 Lagrange Lagrange
1. funkce f(z,y), vazba g(x,y) =0, Lagrange
resp. f(xaya Z)a vazba gl(xaya Z) = Oag2(:1"aya Z) =0
0t o.f Ouf Oyf O.f
2. Jacobiho matice J(z,y) = ‘ Y | 0zg1 Oyg1 O.qu |, Jakobidn |J(z,y)], resp. |J(z,y, 2)|
Ozg ayg

Org2 Oyg2 0.9
kandidati na extrém — feSenf soustavy rovnic: |J(x,y)| =0, resp. |J(z,y,2)| =0
g(z,y) =0 g1(x,y,2) =0
— Metoda Lagrangeovych multiplikatoru g2(x,y,2) =0
1. funkece f(x1,...,x;), vazby gi1(x1,...,2;) =0, ..., gp(x1,...,2;) =0,
1 je poCet proménnych, k je pocet vazeb
2. Lz, y)=f+Magr+-+ X gk

kandiddti na extrém = feSeni soustavy (i + k) rovnic : 9,,L =0, g¢; =0,

3.

3.

e Dopocitdme hodnotu f(z,y) v kandidatech na extrém. On L =0, gp=0.

e Vypocitdme hodnoty v prusecicich ruznych hranic (napf. dvou piimek, piimky a kiivky atd.).

e Porovname hodnoty ve volnych extrémech, v extrémech na hranicich a v prusecicich hranic, vybereme maximum
a minimum.

Piiklad Najdéte extrémy funkce f(z,y) = 20—y+12 namnozing M = {[z,y] € R? |0 < 2 < 6,228z <y < 12—2z}.

e extrémy na hranici
AB: x=0
g(y) =-y+12=g'(y) =-1#0
na pifmce nejsou extrémy
CD: =6
gly)=24-y=4y)=-1#0
na piimce nejsou extrémy
BD: y=12 -2z
glz) =20 —(12—-22)+12=4x = ¢ (z) =4 #0
na pifmce nejsou extrémy

e volné extrémy J,f = 2 # 0, nem4



AC: y=2% -8z
g(x) =20 — (22 -82)+12= -2+ 102+ 12=¢(z) =22+ 10=0=2=5=y =25 40 = —15

[5,—15] € M, f(5,—15) =37
e hodnoty ve vrcholech
A £(0,0) =12 B: f(0,12) =0 C: £(6,0) =24 D: f(6,—12) = 36
Globélni maximum v bodé [5, —15], f(5, —15) = 37. Globalni minimum v bodé [0, 12], f(0,12) =0

Pi#iklad Urcete globalni extrémy funkce f(z,y) = y? — 2y + 4z na mnoziné
M={[z.y] €eR*(x -2+ (y—1)* <13, >~y +3, y > 1}.
e Volné extrémy funkce nemd, protoze 9, f = 4 # 0.

e Hranice sestdavd ze dvou pfimek a jedné Ccasti
kruznice, extrémy na kazdé hranici uréime zvlast.

— = —y + 3, pouzijeme dosazovaci metodu
Lgy)=f-y+3y) =y -2y —dy+12=
y? — 6y + 12

2. Jd(y)=2y—-6=0=>y=3
3. 2=-34+3=0
f(0,3)=32-2-3+4-0=3
i — y = 1, pouzijeme dosazovaci metodu
B 1 ! : ) ’ ’ 1og(z)=f(z,1) =12 —2-1 4 4z =4z — 1
2. ¢'(y) =4 # 0 = na této tsecce neni extrém

— g(z,y) = (x — 2)2 + (y — 1)? — 13 = 0, pouzimjeme metodu Jakobidnu nebo Lagrangeovych multiplikdtori
(muzeme si vybrat)
* metoda Jakobianu
2. 0,f=4,0,f=2y—2,0,9=2-(x—2)=20—4,0,9g=2(y—1) =2y — 2
()] = 4+ (2 — 2) — (29 — 2)(20 — 4) = 2y — 2)(4 — 20 + 4) = (2 — 2)(~22 + 8)

3. Resfme soustavu rovnic (2y — 2)(—22+8) =0

(z—22+@y—-12-13=0

Z prvni rovnice mame bud y = 1 nebo z = 4.
y = 1 dosadim do druhé rovnice (z —2)? + (1 —1)2 =13 =0, tj. (z — 2)> =13, z = 2+ /13.
x = 4 dosadfm do druhé rovnice (4 —2)?2+ (y—1)2-13=0,tj. (y — 1) =9,y =14 3.

4. - bod [2 +/13,1] je bod C. Cf(4,4) =42 4+4-4-2-4=24
- bod [2 — V13, 1] nelezi v M. - bod [4, —2] nelezi v M.

* metoda Lagrangeovych multiplikdtoru
2. L(z,y) =y* =2y + 4o+ A\(z — 2)* + (y — 1)* — 13)

3. TeSime soustavu rovnic O,L = 4+2\z—2)=0
OyL = 2y—242\y—1)=0
g(zy) = (@-22+(y—1)°-13=0
7 prvni rovnice dostavame, ze x = 2 — %, protoze A # 0 (prvni rovnice by neplatila).
7 druhé rovnice dostavame, Ze bud y = 1 a nebo A\ = —1.
Pro y = 1 z tieti rovnice dostavame, ze x =2+ /13, ale 2 — /13 & M
Pro A = —1 pak x = 4 a z tieti rovnice dopocteme, ze y = 4
4. - f(2+V13,1) = 21,42 Cf(4,4)=424+4-4-2-4=24

e bod A: f(2,1)=22-2.2+4-1=4
bod B: musf spliiovat ((—y+3) —2)?+(y—1)2—13=0,tj. 2(y— 1) =13, tj. y = 1 + /L, tedy 2 = 2 — /1,
f(B)=3,3
bod C: f(2+ v/13,1) = 21,42

e globdln{ maximum 24 se nabyvé v bodé [4,4], globdlni minimum 3 se nabyva v bodé [0, 3]



