Matematickd analyza NOFY152, LS 24/25, Cviceni s L. Krumpem

Pisemka ¢&. 2, 14.5.2025, 13:10 — ResSeni

1. (8 bodit) Najdéte obecné feseni rovnice
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Charakteristicky polynom je A\* + A2 4 4\ + 4 a jeho kofeny —1, 2, —2i nés vedou na

fundamentalni systém | {e™*, cos 2z, sin 2z} |.

Pravé strana rovnice se d4 napsat ze**+ 8z a je tedy sou¢tem dvou specialnich pravych
stran, proto i hledané partikularni feseni bude souc¢tem prislusnych dvou part. feseni. Pro
pravou stranu ze?* neni &slo 2+ 0i kofenem char. polynomu a proto hleddme part. FeSeni
ve tvaru y; = (ax + b)e**. Postupnym zderivovanim a dosazenim dostaneme rovnici

(24cx + 20c + 24d)e* = we**,

takze
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Dale pro pravou stranu 8z ¢islo 0+ 0¢ také neni kofenem char. polynomu a proto hledame
part. FeSeni ve tvaru ys(x) = cx + d. Zderivovanim a dosazenim dostavame rovnici

dkx +4(k +1) =8z

a tedy

k=2, 1=-2 |ys(x) =22 —2|

Obecné feseni je tedy
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2. (8 bodu) Vysettete konvergenci a absolutni konvergenci fady, vSechny kroky fadné
zduvodnéte:
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(Symbol [z] oznacuje celou ¢ast redlného cisla x, tj. nejvétsi celé éislo, které je mensi nebo
rovné x.)

Nejprve si vSimneme, ze ¢leny fady se daji napsat ve tvaru soucinu ¢, = a,b,, kde
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an = (=1, b,

pricemz a,, by mohlo mit omezené ¢astecné soucty a b, by mohlo konvergovat monotonné
k nule, takze Dirichletovo kritérium nam tak miZe zajistit konvergenci. Pojdme vSak obé
podminky ukazat. Nejprve si napiSeme posloupnost a,, = (—1,—-1,1,1,—1,—-1,1,1,...),
takze jeji ¢asteéné soucty jsou jisté omezené (mezi —2 a 0). Déle lze upravit ¢len b, na

1
(Vn2+2++/n?+ 1)lnn’

b, =

coZ méa ziejmé limitu 0 a to monotonné, coz lze zdivodnit napi. tak, ze vn2 + 2-++v/n? + 1
je zfejmeé rostouci poslounost, Inn také, jejich prevracené hodnoty jsou tudiz klesajici a
kladné a soucin takovych je tedy zase klesajici. Vse je ovéfeno a podle Dirichleta tedy
fada konverguje.

Nyni mé smysl vySetfovat, zda je tato konvergence absolutni & nikoli. Rada absolut-
nich ¢lend je vlastné
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R4di bychom nyni zjednodusili ¢len s odmocninami, pievedli jej na néco zndmého. Rady

s nezapornymi ¢leny staci porovnévat pomoci (limitniho) srovnavaciho kritéria, a snadno
2 2 vele , N~ 7 x7 . N
vretzivnttl — 2. ¢ili nenulové koneéné &slo. Proto je konvergence fady
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>_ b, ekvivalentni konvergenci fady ) ——. Na tu se hodi (pouze) integralni kritérium,
podle néhoz je jeji konvergence ekvivalentni konvergenci Newtonova integralu, konkrétné

vidime, ze lim
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takze tato rada diverguje, a tedy fada ze zadani ’konverguje neabsolutné |.

Lukas Krump, 20.5.2025



